I Théorie

Chapitre 19 : Développements limités

I. Théorie

I.1. Définitions

DéfinitionI.1. Soit f: I — R une fonction.

1. Si0 € I (ou est une extrémité de I), on dit que f admet un développement limité a 'ordre n
en 0 (noté DL,(0)) s'il existe un polynéme P =ap+ a1 X +...+ a, X" € R, [X] tel que :

f(x) :OP(x) +o(x™) =, @ +ar1x+...+a,x"+o(x").
X— X—

2. Si xp € I (ou est une extrémité de I), on dit que f admet un développement limité a I'ordre
n en xy (noté DL, (xp)) s'il existe un polynome P =ag+ a; X +...+ a, X" € R,[X] tel que :

fx) = Px—xp)+0((x—x0)") = ap+ai(x—xp)+...+an(x—x0)" +0((x—x0)").
X—Xo X— X0

Remarque I.1. On a vu dans le chapitre sur la dérivabilité que f est dérivable en x, ssi elle admet un
DL (xo).

Proposition I.1. Si f admet un DL, (0) (resp. un DL, (xo)), alors il est unique.

Proposition 1.2. Soit f une fonction qui admet un DL, (0) : f(x) =, % +tarx+...+apx"+o(x").
X—

1. Si f estpaire, alorsa; =az =...=0.

2. Si f estimpaire, alorsayg=ay =...=0.

1
ExempleI.1. Soit f(x) = T« définie sur]—1,1[. D’apres la formule de Bernoulli, 1 - x"*! = (1-x)(1+

- l_xn+1 n+1 n+l1
x+...+x"),donc pour tout x €] - 1,1[, 1+ x+...+x"= —— = f(x) - .Or = o(x"),
1—-x 1—-x 1—x x—0
donc f(x) zol+x+...+x"+0(x”).
x—>
1
En remplacant x par —x, on obtient Tor o 1-x+x° = +(=1)"x"+o(x").
X x—

Proposition I.3. Si f(x) L= Ao +ar(x—xp)+...+an(x—x0)" +0o((x—x0)") lorsque x — xg etk < n,
0

— X

—X

alors f(x) = apg+a(x—xo)+...+ap(x— xo)k +o((x— xo)k). On peut tronquer un DL.
0

Remarque I.2. Attention, si on connait un DLk(xp), on ne peut pas en déduire un DL, (xp). On ne
connait qu’'une partie du DL, (xy).
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I Théorie

Théoréeme 1.4

Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I et xo € I et f' admetun DL,,(xy) : f'(x) = ao+aj(x—
X—Xo

— X

X0) + ...+ an(x—x0)" + o((x — x9)™), alors f admet un DLy1(xo) et f(x) L f(x0) + ap(x — x) +

(x — x0)? (x — xp)"*1
ag————+...+a,—— + o((x — xq)

I’l+1)
2 n+l

I1.2. Développements de fonctions de classe ¢

Théoréme 1.5 (Formule de Taylor-Young)

Soit f une fonction de classe ¢ sur I et a€ I. Alors f admet un DL, (a) et

(x—a)"
n!

N2
[0 = f@+&-af @+ 2 F® (@ +o(x-a)").

=, 5 f"a)+...+

On peut maintenant appliquer Taylor-Young aux fonctions usuelles (qui sont toutes 6°).

e DL,(0) de x— e* : comme pour tout n € N, exp(”) 0)=1,

DLy,+2(0) de sin : comme sin est impaire, et sin®"*™1(0) = (-1)",

) x3 x5 (_l)nx2n+l
sinx = x—-—+—+...+———+o0(x

2}’l+2)
x—0 31 5 7 2n+1)! '

DLj,+1(0) de cos : comme cos est paire, et cos?™ (0) = (1),

2 4 2
X (=D"x" 2n+1

cosx = 1—-——+——...+—+o(x
x—0 2 4! 2n)!

DL,(0) de ch : comme ch est paire et pour tout 7 € N, ch®™(0) =1,

x2 x2n
ch(x) = 1+—+...+
x—0 2! 2n)!

DL, (0) de sh : comme sh est impaire et pour tout n € N, sh®™+1(0) = 1,

3 x2n+1

X
sh(x) = x+—+
x—0

P e ———Y G )
3! 2n+1)!

1
DL,(0) de x — In(1 + x) : on primitive le DL,_;(0) de x — Tox :

xZ x3 (_l)n—lxn "
Inl+x) = x——+——-...+ —+o(x").
x—0 2 3 n
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II. Pratique

e DL,(0)de f:x— (1+x)*:onmontre par récurrence que "’ (x) = a(a—1)...(@—n+1)(1+x)*"",
donc

ala-1) , ala-1)...(a—n+1)
— X +...+

n n
o .. o x"+o(x").

1+x% = 1+ax+
x—0

e DILy,42(0) de arctan : on primitive le DL, 1(0) de x —

1+x2°
3 5 2n+1

arctan(x) = x——+—+...+(—1)n —|—0(x2n+2)_
x—0 3 5 2n+1

1.3. Développements limités et équivalents

Proposition 1.6. Si f admet un DL, (xo) : f(x) = ap(x—xp)’ +...+ an(x—x0)" + o((x—x9)") avec
0

— X

ay # 0, alors f(x) o ap(x—xo)? : f est équivalente au terme prépondérant de son DL.

—X

En particulier, f(x) est du signe de a,(x — xo)? au voisinage de x.

3 2

X X
Exemple I.2. Comme, sin(x) —x = _E + 0(x3) etcos(x)—1 = ——+ 0(x2), ona
X

sin(x) — x X
~0 x—0 2 cos(x)—1x—03"

II. Pratique

II.1. Changement de variable

Si on connait un DL en 0, on peut parfois s’en servir pour en déduire un DL en Xy ou en +oo. On fait
pour cela un changement de variable.

Exemples I1.1. e DILy,.2(m/2) de cosx.

e DL, (+00) de ln(l + %)

Plus généralement :

Proposition II.1. Soit

e f définie au voisinage de 0 telle que f(x) oGt amxt...+ apx" +o(x")
 u définie au voisinage de a telle que chnrlll u(x)=0.

Alors f(u(x)) S M0t @ u(x)+...+a,(wx)*+o((u(x)".

2 ) -

X X X
Exemple IL.2. Le DL,(0) dee* este* = 1+x+ 5+ o(x%). Donc on obtient e 3 = 1+ FRETH o(x%).
X— X—

I1.2. Somme

Proposition I1.2. Si f et g admettent un DL, (0), alors f + g admet un DL, (0) qu'on obtient en
ajoutant les deux DL.

Exemple I1.3. DL4(0) de f(x) =sinx+ cosx.
3 4 2 43 44

X X
sinx = x——+o(x*etcosx = 1——+—+0(x4),doncf(x) = 14+x—— -+ +o(xh.
x—0 3! x—0 2! 4! x—0 2 6 24
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II. Pratique

I1.3. Produit

Proposition I1.3. Si f et g admettent un DL,(0), alors fg admet un DL, (0) qu'on obtient en mul-
tipliant les deux DL et en supprimant les termes de degré > n..

Méthode. Sile terme prépondérant de f est d’ordre p < n, alors il suffit d'utiliser un DL, de g.

Exemple II.4. DL,(0) de f(x) =In(1 + x) sin x.

II.4. Composition

Proposition I11.4. Si f et g admettent un DL, (0) et si lirr(l) g(x) =0, alors f og admet un DL,(0)
X—

obtenu en composant les DL.

Méthode. Pour obtenirun DL,(0) de fog:

e on commence par vérifier que liII(l) g(x)=0;
x—>

e on cherche un équivalent de g(x) en 0;
e onpose u = g(x) eton remplace x par u dans le DL de f puis u par son équivalent dans le o;

¢ on calcule en remplacant u par son DL et en éliminant dés que possible les termes de trop haut
degré.

Exemple IL.5. DL4(0) de cos(sin x).

I1.5. Quotient

1
Méthode. e Sig(x) = 1+a;x+...+a,x"+o0(x"), pour obtenir un DL(0) de m, on pose u(x) =
X— X
—(@1x+ ax® + ...+ a,x" + o(x™) — Oet:
x—>
11
g(x) T 1-u
= 1+u+ W +u+ou™
u—

puis on remplace u par son équivalent dans le o et par son expression et on développe/simpli-
fie.

e Sigx) :0 ap+aix+...+a,x"+o(x") avec ag # 0, on écrit g(x) = ap(1 — u) en factorisant par
x—>
aop puis on reprend comme ci-dessus.

e Sigx) =0 adxd +...+a,x"+o(x"), avec ay # 0, on écrit g(x) = adxd(l — u) en factorisant par
X

—

agx® puis on reprend comme ci-dessus.

1
e Pour obtenir un DL(0) de ]é, on développe d’abord § puis on multiplie le résultat par le déve-

loppement de f.

Exemple I1.6. DL5(0) de tan(x).
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III. Applications

I1.6. Intégration

2 4
3x
Exemple IL.7. DL5(0) de arcsin(x) : comme arcsin’(x) = (1—x?) 3 =0 1+ > + e +o(x*), etarcsin(0) =
3 3x5
0, on obtient arcsin(x) = x+ — + — + o(x°).
x—0 6 40

X—

III. Applications

I11.1. Calcul de limites

Sion ne peut pas ajouter les équivalents, on peut par contre ajouter les développements limités. Donc
lorsque les équivalents ne suffisent pas, on utilise les développements limités.

cos(x) —vV1—x2

x4

Exemple III.1. Déterminer la limite lorsque x — 0 de

I11.2. Etude locale d’une fonction

Si f admet un DL(a) de la forme f(x) S ta (x—a)+ap(x—a)’ +o((x—a)P), alors :

e ¢yadmetune tangente T:y =ap+a(x—a) ena;
e la position locale de ¢ par rapport a T est donnée par le signe de a, (x — a)”.

* Si p est impair, on dit que a est un point d’inflexion : la courbe ¢; traverse la tangente T car
(x — a)” change de signe en a.

e Si p est pair, la courbe se situe au-dessus ou au-dessous de T, suivant le signe de a,.
2
X 2
Exemples II1.2. e Prenons f(x) = cos(x) = 1+0xx— > +0(x%). Donc ¢y admet une tangente
X—
1
T horizontale au point d’abscisse 0. De plus, comme a; = -5 <0, ¢r estau-dessous de T.

. x® 3 .
e Prenons g(x) = sin(x) :0 X — E + o(x”). Donc ng admet la droite T : y = x comme tangente
x—>
3
X
en 0. De plus, 0 est un point d’inflexion et comme g(x) — x =, 3 +0(x%), T est d’abord au-
X

—

dessous de ¢ puis au-dessus.

On peut aussi étudier les branches infinies des fonctions.

1
Exemple IIL.3. Prenons f(x) = x°In (1 + —) et étudions sa branche infinie en +oo. Lorsque x — +00,
X

1
ona— —0,donc:
X

1 1
Ainsi, la droite y = x — > est asymptote a la courbe %f en +oo. De plus, comme I > (0 lorsque x > 0,
X

la courbe est au-dessus de son asymptote.
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