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Espaces vectoriels - Exercices

I. Sous-espaces vectoriels

Exercice L.1. 1. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R> 2

@ F={(x7y2eR | z-2x=y} © F3={(x,5,2) €R* | x+y+2z=0}
(b) F=1{(x,y,2€eR® | xz=0} d) Fa={x,p2eR | z-2x=yetx+y+2z=0}
2. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R* 2

(@ Fi={xyz0eR | x+y+z+t=1} © F3={xy2t)eR | x+y+z+1t<0}
(b) F,=1{xy20eR | x=0} d) Fa=1{x, 3,20 €eR | sin(x+y+z+1) =0}
3. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de F (R, R) ?

(@ Fi={feZ[RR) | f est2r — périodique} ‘ (c) Fs={fe Z[R,R) | f est majorée}
b) R={feFZRR) | f(1)=0} (d) Fp={feFRR) | f(0) =1}

4. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de K[X]?

(@ Fi={PeKI[X]|P(X+1)=2P(X) et P(3)=0} () F3={PeK2[X]|P(Q)=P(2)}
(b) Fb={PeKI[X]|P22)=1} (d) Fy={PeK[X]|5P—(X-1)P =0}

5. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de RV ?

@ F={uyeRY | u,=o0(n?} ‘ (© Fz={(u) €RN|limu, =0}

(b) Fo={(un) RV | up=1} (d) Fy=1{(tn) €ERN [ VREN, Upip = tps1 + )

6. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de .4/, (K) ?

(@) Fi=GLn(K) () F3=7,(K)
b) Fb ={Me M, K) | AM = MA} (A € M,([K) est
fixée) (d) Fy={MeMK) | MM =1}

Exercice I.2. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les écrivant sous la forme Vect(%).

a 0 ¢
L.F={xy,2€eR |3(a,p) eR* x=2a—4B,y = —a+5B,z =3P} 2.F2={(0 b 0),(a,b,c)eR3}

c 0 a
3.F3={aX’+bX+c,(a,b,c) R’} 4. Fy={x, 5,20 €R* | x+2y—3z=0}
5.Fs={f € Z(R,R) | f est deux fois dérivable et "' + f = 0} 6. Fs={PeKs[X]|P'(2=P"'(2) =0}

Exercice I.3. Soient F et G deux sevd’'un méme espace vectoriel E. Montrer que FUG estunsevde Essi FcGouGcF.
On pourra faire un dessin!

II. Familles finies de vecteurs
Exercice II.1. Les familles suivantes sont-elles liées? Si oui, donner une relation de liaison.

1.
2.

=211, 0=(,31etid=(-213). 3 M:(l 1) N:(l O)etP:(O —1)
ii=(1,0,3), = (0,1,2) et iv = (2,-3,0). 0 1 -1 1 10

Exercice II.2. A quelle condition sur ¢ € C la famille ((1, £,—1),(¢,1,1), (0, £, — 1)) est-elle libre?
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II. Familles finies de vecteurs

Exercice I1.3. On considére les trois vecteurs i = (3,1), vV = (-1,2) et w0 = (1, -1).
1. Lafamille & = (il, D, i0)) est-elle génératrice de R??
2. Onnote & la famille obtenue a partir de & en enlevant un des trois vecteurs. La famille & est-elle génératrice de
R?? Est-elle libre?
1 1 -1
Exercice I1.4. 1. Soienti=|-1],v=| 1 |etiww=]|-5].
1 -1 5
(a) Montrer que la famille (i, U, i) est liée et exprimer i en fonction de i et U.
(b) Justifier que (i, U, i) n’est pas génératrice de R3 et trouver une équation cartésienne de Vect(il, U, D)
1 1
2. Soiti=|-1]etv=] 0
0 -1
(a) Lafamille (i, 7) est-elle génératrice de R3?
(b) Déterminer une équation de Vect(ii, 7).

2 1 5
(c) Lesvecteurs|—1],| 4 |et| 3 | sont-ils dans Vect(i, V)?
-1 -7 1/2

3. Soient #i = , U= des vecteurs de R*. Déterminer des équations de Vect(ii, U, i0).

= e
=N O

1
2
3
4

Exercice I1.5. Soit E = R> et (e1, €2, e3) la base canonique.
1. Montrer que les vecteurs f; = (2,1,2), fo =(3,-2,1) et f3 = (0,2,1) forment une famille libre de E.
2. Montrer que chaque e; est une combinaison linéaire des f;. En déduire que (f, f2, f3) est une base de E.
3. Donner les coordonnées de f = (1,1, 1) dans la base (f1, f>, f3).

-1 1) (1 -1 1 1)\ (1 1
Exercice II.6. Montrer que (( 1 1) , (1 1 ),(_1 1) , (1 _1)) est une base de .45 (R) et déterminer les coordonnées

de I, dans cette base.

Exercice IL.7. Soit ii = (a, b) et ¥ = (¢, d) deux vecteurs de R?>. Montrer que (i, ¥) forme une base de R? si et seulement si
ad — bc est non nul.
Exercice I1.8. Déterminer une base de chacun des R-espaces vectoriels suivants :

1. By =1{(x,5,2 eR® | x—2y+32=0}

2. Bb={xy2 eR®| x=2y=23z}

3. B3={Mer(R)| AM = MA},ou A= (} ;)

4. Ey={ye C*R,R) | y" +2)y' +y =0}

Exercice I1.9. 1. Soit f:x— sinx et g: x — cosx. Montrer que la famille (f, g) de & (R,R) est libre.
2. Montrer que la famille (x — sin x, x — sin(x + 1), x — sin(x + 2)) est liée.
3. Lafamille 1+ X, X + X2, 1+ X2) est-elle libre dans R[X] ?
4. Montrer que les trois suites u = (1) yen, U = (1) nen €t Wy, = (2™) e sont libres.
5. Soient ay, ay, ..., a, des réels distincts. Montrer que la famille (x — |x — a;|) ie[1,n] €st libre.

a1 x az2x

Exercice I1.10. 1. Soient a;, @, € Rdistincts et g; : x — e“1™* et g» : x — e”2*. Montrer que la famille (g1, g») est libre.
2. Soient a; < ap <--- < a, des réels. Montrer que la famille (x — e“"x)ie[[l,nﬂ est libre.

3. Soient ay, ay, ..., a, des complexes tous distincts. Montrer que la famille (x — e®*) ie[1,n] estlibre.
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III. Sommes de sev

III. Sommes de sev

Exercice II1.1. Soit E = IRs, F =Vect((1,0,-1),(1,1,1)) et G = Vect((0,1,1), (0,1, 0)).
1. Montrer que (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1) sont dans F + G.
2. Endéduireque F+ G=E.A-t-on F& G=E?

Exercice III.2. Soit F ={P € K[X] | P(1) = P(—1) = 0}. Montrer que F est un sev de K[X] et que K[X] = F & K [X].

Exercice IIL.3. Soit F = {f € €' (R,R) | f'(0) = f(0) =0} et G = {x — ax+b, (a, b) € R?}.
Montrer que F et G sont des sev supplémentaires de ! (R), R).

Exercice II1.4. Soient ¥ I'’ensemble des suites réelles convergentes, 6, I’ensemble des suites réelles qui convergent vers
0 et 2 'ensemble des suites constantes.
1. Montrer que €, %, et 2 sont des sev de RV. 2. Montrer que € = %6, & 2.

Exercice II1.5. 1. Montrer que les sous-ensembles F = {(x,y,2z, ) e R* | x—2y =0} et G={(x,),2, ) eR* | y+ 2+ t = 0}
sont des sev de R*. Sont-ils en somme directe?
2. Mémes questions avec F = {(x,),z) € R3 | 2x+y+2z=0etx+2y+z=0letG={(x,y,2) € R3 | X+2y+3z=0}.
3. Mémes questions avec F = {M € ./, (R) | M est triangulaire supérieure} et G = {M € .4, (R) | M est triangulaire inférieure}.
Exercice II1.6. 1. Soit E = Z (R,R), P c E '’ensemble des fonctions paires et I c E 'ensemble des fonctions impaires.
Montrer que P et I sont supplémentaires dans E.
2. Montrer que .7, (K) et o7, (K) sont supplémentaires dans .4, (KK).

Exercice IIL7. Soit H = {(x1,x2,...,xp) ER" | X1+ X2+ -+ x, =0} et u = (1,1,...,1) € R". Montrer que H et Vect(u) sont
supplémentaires dans R".

Exercice II1.8. Soit A € K[X] un polyndme non nul de degré n = 0. On pose F = {P € K[X] | A|P}. Montrer que F est un
sevde K[X] et que F et K,_; [X] sont supplémentaires dans K [X].

Exercice IIL.9. Soient F, G et H trois sev de E avec G < H. On suppose de plus que FNG=FnHetque F+G=F+ H.
Montrer que G = H.

Exercice III.10. Soit F et G deux sev de E et H un supplémentaire de FN G dans G.
Montrer que F et H sont supplémentaires dans F + G.
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