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Espaces vectoriels - Exercices

I. Sous-espaces vectoriels

Exercice L.1. 1. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R> 2

@ F={(x7y2eR | z-2x=y} © F3={(x,5,2) €R* | x+y+2z=0}
(b) F=1{(x,y,2€eR® | xz=0} d) Fa={x,p2eR | z-2x=yetx+y+2z=0}
2. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R* 2

(@ Fi={xyz0eR | x+y+z+t=1} © F3={xy2t)eR | x+y+z+1t<0}
(b) F,=1{xy20eR | x=0} d) Fa=1{x, 3,20 €eR | sin(x+y+z+1) =0}
3. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de F (R, R) ?

(@ Fi={feZ[RR) | f est2r — périodique} ‘ (c) Fs={fe Z[R,R) | f est majorée}
b) R={feFZRR) | f(1)=0} (d) Fp={feFRR) | f(0) =1}

4. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de K[X]?

(@ Fi={PeKI[X]|P(X+1)=2P(X) et P(3)=0} () F3={PeK2[X]|P(Q)=P(2)}
(b) Fb={PeKI[X]|P22)=1} (d) Fy={PeK[X]|5P—(X-1)P =0}

5. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de RV ?

@ F={uyeRY | u,=o0(n?} ‘ (© Fz={(u) €RN|limu, =0}

(b) Fo={(un) RV | up=1} (d) Fy=1{(tn) €ERN [ VREN, Upip = tps1 + )

6. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de .4/, (K) ?

(@) Fi=GLn(K) () F3=7,(K)
b) Fb ={Me M, K) | AM = MA} (A € M,([K) est
fixée) (d) Fy={MeMK) | MM =1}

Exercice I.2. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les écrivant sous la forme Vect(%).

a 0 ¢
L.F={xy,2€eR |3(a,p) eR* x=2a—4B,y = —a+5B,z =3P} 2.F2={(0 b 0),(a,b,c)eR3}

c 0 a
3.F3={aX’+bX+c,(a,b,c) R’} 4. Fy={x, 5,20 €R* | x+2y—3z=0}
5.Fs={f € Z(R,R) | f est deux fois dérivable et "' + f = 0} 6. Fs={PeKs[X]|P'(2=P"'(2) =0}

Exercice I.3. Soient F et G deux sevd’'un méme espace vectoriel E. Montrer que FUG estunsevde Essi FcGouGcF.
On pourra faire un dessin!

II. Familles finies de vecteurs
Exercice II.1. Les familles suivantes sont-elles liées? Si oui, donner une relation de liaison.

1.
2.

=211, 0=(,31etid=(-213). 3 M:(l 1) N:(l O)etP:(O —1)
ii=(1,0,3), = (0,1,2) et iv = (2,-3,0). 0 1 -1 1 10

Exercice II.2. A quelle condition sur ¢ € C la famille ((1, £,—1),(¢,1,1), (0, £, — 1)) est-elle libre?
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II. Familles finies de vecteurs

Exercice I1.3. On considére les trois vecteurs i = (3,1), vV = (-1,2) et w0 = (1, -1).
1. Lafamille & = (il, D, i0)) est-elle génératrice de R??
2. Onnote & la famille obtenue a partir de & en enlevant un des trois vecteurs. La famille & est-elle génératrice de
R?? Est-elle libre?
1 1 -1
Exercice I1.4. 1. Soienti=|-1],v=| 1 |etiww=]|-5].
1 -1 5
(a) Montrer que la famille (i, U, i) est liée et exprimer i en fonction de i et U.
(b) Justifier que (i, U, i) n’est pas génératrice de R3 et trouver une équation cartésienne de Vect(il, U, D)
1 1
2. Soiti=|-1]etv=] 0
0 -1
(a) Lafamille (i, 7) est-elle génératrice de R3?
(b) Déterminer une équation de Vect(ii, 7).

2 1 5
(c) Lesvecteurs|—1],| 4 |et| 3 | sont-ils dans Vect(i, V)?
-1 -7 1/2

3. Soient #i = , U= des vecteurs de R*. Déterminer des équations de Vect(ii, U, i0).

= e
=N O

1
2
3
4

Exercice I1.5. Soit E = R> et (e1, €2, e3) la base canonique.
1. Montrer que les vecteurs f; = (2,1,2), fo =(3,-2,1) et f3 = (0,2,1) forment une famille libre de E.
2. Montrer que chaque e; est une combinaison linéaire des f;. En déduire que (f, f2, f3) est une base de E.
3. Donner les coordonnées de f = (1,1, 1) dans la base (f1, f>, f3).

-1 1) (1 -1 1 1)\ (1 1
Exercice II.6. Montrer que (( 1 1) , (1 1 ),(_1 1) , (1 _1)) est une base de .45 (R) et déterminer les coordonnées

de I, dans cette base.

Exercice IL.7. Soit ii = (a, b) et ¥ = (¢, d) deux vecteurs de R?>. Montrer que (i, ¥) forme une base de R? si et seulement si
ad — bc est non nul.
Exercice I1.8. Déterminer une base de chacun des R-espaces vectoriels suivants :

1. By =1{(x,5,2 eR® | x—2y+32=0}

2. Bb={xy2 eR®| x=2y=23z}

3. B3={Mer(R)| AM = MA},ou A= (} ;)

4. Ey={ye C*R,R) | y" +2)y' +y =0}

Exercice I1.9. 1. Soit f:x— sinx et g: x — cosx. Montrer que la famille (f, g) de & (R,R) est libre.
2. Montrer que la famille (x — sin x, x — sin(x + 1), x — sin(x + 2)) est liée.
3. Lafamille 1+ X, X + X2, 1+ X2) est-elle libre dans R[X] ?
4. Montrer que les trois suites u = (1) yen, U = (1) nen €t Wy, = (2™) e sont libres.
5. Soient ay, ay, ..., a, des réels distincts. Montrer que la famille (x — |x — a;|) ie[1,n] €st libre.

a1 x az2x

Exercice I1.10. 1. Soient a;, @, € Rdistincts et g; : x — e“1™* et g» : x — e”2*. Montrer que la famille (g1, g») est libre.
2. Soient a; < ap <--- < a, des réels. Montrer que la famille (x — e“"x)ie[[l,nﬂ est libre.

3. Soient ay, ay, ..., a, des complexes tous distincts. Montrer que la famille (x — e®*) ie[1,n] estlibre.
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III. Sommes de sev

III. Sommes de sev

Exercice II1.1. Soit E = IRs, F =Vect((1,0,-1),(1,1,1)) et G = Vect((0,1,1), (0,1, 0)).
1. Montrer que (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1) sont dans F + G.
2. Endéduireque F+ G=E.A-t-on F& G=E?

Exercice III.2. Soit F ={P € K[X] | P(1) = P(—1) = 0}. Montrer que F est un sev de K[X] et que K[X] = F & K [X].

Exercice IIL.3. Soit F = {f € €' (R,R) | f'(0) = f(0) =0} et G = {x — ax+b, (a, b) € R?}.
Montrer que F et G sont des sev supplémentaires de ! (R), R).

Exercice II1.4. Soient ¥ I'’ensemble des suites réelles convergentes, 6, I’ensemble des suites réelles qui convergent vers
0 et 2 'ensemble des suites constantes.
1. Montrer que €, %, et 2 sont des sev de RV. 2. Montrer que € = %6, & 2.

Exercice II1.5. 1. Montrer que les sous-ensembles F = {(x,y,2z, ) e R* | x—2y =0} et G={(x,),2, ) eR* | y+ 2+ t = 0}
sont des sev de R*. Sont-ils en somme directe?
2. Mémes questions avec F = {(x,),z) € R3 | 2x+y+2z=0etx+2y+z=0letG={(x,y,2) € R3 | X+2y+3z=0}.
3. Mémes questions avec F = {M € ./, (R) | M est triangulaire supérieure} et G = {M € .4, (R) | M est triangulaire inférieure}.
Exercice II1.6. 1. Soit E = Z (R,R), P c E '’ensemble des fonctions paires et I c E 'ensemble des fonctions impaires.
Montrer que P et I sont supplémentaires dans E.
2. Montrer que .7, (K) et o7, (K) sont supplémentaires dans .4, (KK).

Exercice IIL7. Soit H = {(x1,x2,...,xp) ER" | X1+ X2+ -+ x, =0} et u = (1,1,...,1) € R". Montrer que H et Vect(u) sont
supplémentaires dans R".

Exercice II1.8. Soit A € K[X] un polyndme non nul de degré n = 0. On pose F = {P € K[X] | A|P}. Montrer que F est un
sevde K[X] et que F et K,_; [X] sont supplémentaires dans K [X].

Exercice IIL.9. Soient F, G et H trois sev de E avec G < H. On suppose de plus que FNG=FnHetque F+G=F+ H.
Montrer que G = H.

Exercice III.10. Soit F et G deux sev de E et H un supplémentaire de FN G dans G.
Montrer que F et H sont supplémentaires dans F + G.
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III. Sommes de sev

Indications - Solutions

Exercice I.1 : Pour chaque ensemble, on vérifie les deux points : non vide et stable par CL. Si on n’arrive pas a montrer un des points,
on essaye de montrer qu’il n’est pas satisfait en donnant par exemple un contre-exemple.

1. (a) Oui
(b) Non, par exemple (1,0,0) et (0,0,1) € Fp, mais (1,0,0) +(0,0,1) = (1,0,1) € F».
(c) Oui.
(d) Oui.
2. (a) Non,car (0,0,0,0) € F7.
(b) Oui.
(c) Non,car(-1,-1,-1,-1) € F3, mais —(-1,—-1,—-1,-1) ¢ F3.

1
(d) Non, car (r,0,0,0) € Fq, mais 5(71,0,0,0) ¢ F3.

3. (@ Oui.
(b) Oui.
(c) Non car —e* majoré mais pas e*.
(d) Non, car0¢ Fjy.
4. (a) Oui
(b) Non, car0¢ F».
(¢) Oui.
(d) Oui.
5. (a) Oui.
(b) Non, car la suite nulle n’est pas dans F»
(¢) Oui.
(d) Oui.
6. (a) Non car la matrice nulle n’est pas inversible.
(b) Oui.
(c) Oui.
(d) Non car la matrice nulle n’est pas dans Fj.
ExerciceI.2:
1. Fp =Vect((2,-1,0),(-4,5,3))

1 0 0y (0O O 0y (0O 0 1
. Fb=Vect||0O 0 0],]0 1 0],]J0 0 O
0 0 1J\0 0 0/ \1 0 O

3. F3=Vect(X°,X,1)

4. F4 =Vect((0,0,0,1),(~2,1,0,0), (3,0,1,0))
5. F5=Vect(cos,sin)

6. Fg=Vect(l, X3 -6X%+12X)

Exercice1.3:Si F < Gou G c F, c’est évident car FU G = F ou G qui sont tous les deux des sev.

Si FuU G est un sev, supposons par I'absurde que F ¢ Get G ¢ F. Alorsil existe xe F\Get ye G\F.Or x+ y€ FUG car FUG est un sev.
Mais, si x+ y € F, alors y = (x+ y) — x € F ce qui est absurde et si x+ y € G alors x = (x + ) — y € G ce qui est aussi absurde.Soient F et G
deux sev d'un méme espace vectoriel E. Montrer que FUG estunsevde Essi FcGou GCF.

Exercice II.1 : On cherche a chaque fois une relation de liaison et on se rameéne a un systéme linéaire.

1. Non.
2. Oui:2ii—30— i =0.
3. Non.

Exercice I1.2 : On cherche quand le systéme a parameétre x(1,¢,—1) + y(t,1,1) + z(0, £, —t) = (0,0,0) n’a qu'une seule solution. On trouve
que la famille est libre ssi ¢ ¢ {—1,0,2}.
Exercice I1.3 :

[\

1. On prend (a, b) € R? et on vérifie que le systéme xii + yU + zil = (a, b) est compatible.
2. On fait les trois cas : elle est toujours libre et génératrice de R?.
Exercice I1.4 :

1. (a) Onrésout!’équation aii+ U =i.Ontrouve a =2 et f=-3.

LAS - Le Raincy 4/6 PCSI2 -2025/2026



III. Sommes de sev

(b) On prend (x,¥,2) € R3 et on résout a il + BU = (x,¥,2). On trouve une équation cartésienne : y + z = 0 pour que le systéme

soit compatible. En particulier (0,1, 1) ¢ Vect(i, U, ).
2. (a) Onvérifie que le systeme aii+ B = (x, y, z) n’est pas toujours compatible.
(b) On trouve Vect(i, D) = {(x, y,2) € R3S | x+y+2z=0}
(c) On utilise I'équation pour tester 'appartenance.
3. On trouve Vect(i, 7, ) = {(x, y,2,t) € R*| t—-2y=0etz—x—y=0}.
Exercice I1.5:
1. Onrésout A1 fi+ Az fo+A3fz=0etontrouve A} = Ay =A3=0.

2. On résout les systemes A1 f1 + A2 fo + A3f3 = e; pour i = 1,2,3. Ainsi ey, ez, e3 € Vect(f1, f2, f3), donc RS = Vect(ey,e2,e3) ©
Vect(f1, f>, f3) etla famille est génératrice de R3.
-1
3. On peut utiliser les solutions de la question précédente et on trouve | 1
2

b . . . .
Exercice II.6 : On résout le systeme A1 M1 + Ao Mo + A3M3 + Ay My = (z ) On vérifie qu'il est toujours compatible et que lorsque

d

11
a=b=c=d=0,laseule solution est nulle. Pour a=d =1 et b= c =0, on trouve 0, 33 et 0 pour les coordonnées de I».

Exercice I1.7 : On considére le systeme xii + y7 = (a, ), c'est-a-dire (Z 2) (;) = (g) Or, la famille est une base ssi le systéme est de

Cramer, ssile déterminant de la matrice est non nul!
Exercice I1.8 :

1. Onrésout le systéme et on trouve E; = Vect((2,1,0), (-3,0,1)). On vérifie que la famille obtenue est libre.
2. Idem, on obtient E» = Vect((3,3/2,1)) qui est une droite.

c=b
a . . . . . a+b-d=0
3. Onprend M = d et on calcule AM et M A. On obtient un systeme de 4 équations a 4 inconnues : deo
a+c—d=
b=c
b=c . -1 1) (1 0 - . )
4 .On a2 parametres : E3 = Vect 1 ollo 1 et on vérifie que la famille obtenue est libre.
a=d-c

4. On résout I'équation différentielle en passant par I'équation caractéristique : X?+2X+1=(X+1)2 = 0. Les solutions sont
y() = (At +B) e~ ! pour A, B €R. Donc E4 = Vect(t — te” !, t— e~ ) et on vérifie que la famille est libre.
Exercice I1.9:
1. SiVxeR,Acosx+ usinx =0, alors en particulier pour x =0et x = g, on trouve A =0 et 1 = 0. Donc la famille (f, g) est libre.
2. sin(x+2) =sinxcos2 +sin2cosx et sin(x + 1) = sinxcos1 +sin1cos x. Ainsi, x — sinx, x — sin(x + 1), x — sin(x + 2) € Vect(f, g),
donc la famille est liée.
3. On écrit une relation de liaison, puis on identifie les coefficients. On trouve que la famille est libre.
A1+13=0
4. Onsuppose que Aju+Apv+A3w =0pn. Alorspour n=0,n=1etn=2,0na{ A1 +A2+243=0 .Enrésolvantle systéme, on
A +2A2+413=0

trouve 17 = A» = A3 = 0. On pouvait aussi voir que : Vi €N, 11/2" + nA»/2"™ + A3 = 0, donc en prenant la limite, on a A3 = 0. On
aensuite, VneN, A;/n+ A2 =0 et on reprend la limite pour obtenir A =0, puis A = 0.

5. Onprend Ay,...,A; des réels et on suppose que pour tout x € R, i Ailx—a;l =0.SiA; #0, alors la fonction a gauche n’est pas
dérivable en a; alors que la fonction nulle est dérivable en a;. Doln_c1 tous les coefficients sont nuls.
Exercice I1.10:
A+u+y=0
1. SiVxeR, 1eM* +pue®2¥ +ye®¥, alors en dérivant deux fois et en prenant x = 0, on trouve le systéme { a1 A+ azu+azy =0
a%/1+ a§p+ a%y: 0
Enrésolvant, on trouve que A = =y =0.

n
2. On prend 1y,...,A1, € Rtels que Vx € R, Z A;e%* = 0. Supposons par 'absurde qu’au moins un des coefficients est non nul.
i=1
ip—1
Prenons ip = max{k € [1,n] | A # 0}. Alors A;; = — ) A; e(%~%y)* En prenant la limite lorsque x — +oo, le terme de droite
i=1
tend vers 0, donc A;; =0 : contradiction.
3. Onraisonne par récurrence sur k € [1, n] en montrant que (x — e%*) ie[1,k] €st libre.

» Initialisation : pour k = 1, la famille est composée d'un vecteur non nul donc est libre.
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III. Sommes de sev

o Hérédité : on prend k € [[1,n— 1] et on suppose que la famille (x — e“fx)l-eu1 k] est libre. Prenons Ay,...,Ags; € C tels
k+1 k+1
que Vx € R, Z A; e%* = 0. On dérive I'expression précédente par rapport a x pour obtenir : Vx € R, Z ail;e®* =0.En
i=1 i=1
k
multipliant la premiere égalité par aj,; et en soustrayant les deux, on trouve : Vx € R, Z (a; — ag41)A; €% = 0. Par HR,
i=1
pour tout i € [1,k], (@; — ar4+1)A; =0 donc A; =0 car les a sont tous distincts. Puis, A1 = 0 aussi.

On peut aussi procéder d'une autre facon : on suppose que Zn: A;e%* et en dérivant successivement la somme on trouve
n =1 n
Y Ajal"e®* =0 pour Wimporte quel entier /m = 0. Par linéarité, on a donc ) A;P(a;)e“* = 0 pour n'importe quel polynome
iD_ i: C[X]. On prend les polynémes interpolateurs de Lagrange associés aux al,-_pl)our conclure.
Exercice II11.1 :
1. (1,0,0)=(1,1,1)-(0,1,1) e F+G, (0,1,00e Gc F+G, (0,0,1) =(0,1,1)-(0,1,00 e GC F+G.
2. On a E = Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) c F + G par minimalité du Vect. (0,1,2) = (1,1,1) - (1,0,-1) € F et (0,1,2) = 2(0,1,1) —
(0,1,0) € G, donc la somme n’est pas directe.
Exercice I11.2 : On vérifie les deux conditions facilement. Puis, soit P € Fn[K1[x]. Alors P est de degré au plus 1 et a deux racines, donc
P =0. Ainsi F et K1 [X] sont en somme directe. Enfin, si P € K[X], alors on faitlaDEde P par (X-1)(X+1): P=(X-1D(X+1)Q+R.Or
(X-1D(X+1)QeFetRelk1[X].
Exercice I11.3 : On prend f € FN G. Il existe a, b € R tels que f : x — ax+b. De plus, f(0) =b=0et f'(0) = a=0. Donc f = Ogr.- Ainsi, la
somme est directe.
Prenons h € ¢ (R,R). On procede par analyse-synthese :
¢ analyse : on suppose que h = f+ g avec f € Fet g€ G. Il existe donc a,be R tel que g: x— ax+b. Donc h(0) = f(0)+ b= Dbet
1'(0) = f(0) + a = a. Ainsi a = h'(0) et b= h(0).
« Synthése: prenons g : x — h'(0)x+ h(0). C’est un élément de G. Puis, on pose f = h—g. Vérifions que f € F : f(0) = h(0)—h(0) =0
et f'(0) = h'(0)- g'(0) =0, donc f e F.
Ainsi, onabien h= f+get ' ®R,R) = FoG.
Exercice I11.4 :
1. Facile, on vérifie les conditions.
2. Soit (uy) € 6pN2. Comme (uy) € P, il existe C e R tel que VneN, u, = C. Orlimu, =0 = C. Donc (uy) est la suite nulle et % et
2 sont en somme directe. Puis, si (uy) € ¢, on note ¢ = lim uy, et on pose v, = u, — ¢, de sorte que u, = vy + ¢, et (vy) € 6p et €
est une suite constante.
Exercice I11.5 :
x-2y=0

. On trouve S = {(-2t—-2z,-t,2,2,1),z,t € R} # {(0,0,0,0)}, donc F et G ne sont pas en
y+z+t=0

1. On résout le systeme {

somme directe.

2x+y+2z=0
2. Onrésoutlesysteme{ x+2y+z=0 .Ontrouve S ={(0,0,0,0)}, donc F et G sont en somme directe.
xX+2y+3z=0

3. Les matrices diagonales sont dans l'intersection de F et G.
Exercice I11.6 :

1. Soit f € Pn 1. Alors pour tout x € R, f(x) = f(—x) = —f(x), donc f(x) = 0. Ainsi, PN 1 = {Ogr}. Pour le reste on fait I'analyse-

synthese bien connue!

2. Prenons M € .%;,(K) N &%, (K). Alors M = M" =—-M, donc M = 0y, () €t Zn(K) N Zp(K) =1{0_y, @)} Pour le reste...
Exercice I11.7 : Soit v € Hn Vect(u). Alors v = Au = (A, 4,...,A) pour un certain A € K. De plus, A+ A+:--+ A1 =0, donc A = 0. Ainsi
HnVect(u) = {Ogn}. Prenons v = (vy,...,vy) € R”. On raisonne par analyse-synthese :

e supposons que v =a+ b avec a€ H et b € Vect(u). Alors b = Au pour un certain A e K et a = (ay,..., ay) vérifie a +---+ a, = 0.

n
. _ _ Zkil Vg
Donc en sommant toutes les coordonnées, on trouve vy +---+ v, = nA, donc A = ———.

n
Ly Vk
n

¢ Posons A = et b=Au.Onposeaussia=v—>b.Onaalors v=a+ b et be Vect(u). On vérifie facilement que a € H.

On a bien R” = H & Vect(u).

Exercice I11.8 :C’est presque le méme exercice que I11.2 (avec A = X2 —1)! On vérifie facilement les conditions pour que F soit un sev.
Puis, si P € FnKy,—1[X], alors P = AQ et deg(P) < deg(A). Donc P = 0 xj. Donc PN F = {0 x)}. Puis, si P € K[X], on pose la division
euclidiennede Ppar A: P=AQ+R.Ona AQe Fet ReK;—1[X].Onabien K[X] =K,_1[X]®F.

Exercice I11.9 : 1l suffit de prouver que H < G. Prenons x € H. Alors x€ F+ H = F + G, donc il existe f € Fet g€ G telsque x = f + g. Or
geHcarGc H,donc f=x—geHetfeFNH=FNG.Doncx=f+geG.Onabien HcG.

Exercice I11.10 : Prenons x€e FNH.Or Hc Gdoncx€ FnGetxe H. Or FNG et H sont en somme directe, donc x = 0. Ainsi, F et H
sont en somme directe.

Prenons ue F+G.llexiste fe Fetge Gtelsque u=f+g.Comme G=H& (FNG),ilexiste he Hetie€ FNGtelsque g = h+i. Donc
u=(f+i)+h.Orf+iceFetHe H DoncF+G=FeH.
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