Dimension - Exercices

Exercice 1. Soit £ un [K-ev muni d'une base % = (e}, ez,e3). On pose fi =ej+ex+ez et f, = ey +e3.
Montrer que (fi, f>) est une famille libre et la compléter en une base de E.

Exercice 2. Soit E un K-ev de dimension 4 de base (x1, X2, X3, X4).
Montrer que dim (Vect(x; + X2, X2 + X3, X3 + X4, X4 + X1)) = 3.

Exercice 3. Justifier que la famille (3, X — 2,2X2 +5X ,3X3 — X? +1) est une base de R3[X] puis déterminer les
coordonnées de X dans cette base.
Exercice 4. 1. Montrer que (1+ X?,1— X?) est une famille libre puis la compléter en une base de R3[X].

2. Onconsiderelesvecteurs f; =(1,1,-1,1), o =(1,1,-1,2), f3=(2,0,1,-1), f4 = (-4,0,-2,3), f5 = (3,1,0,-1)
et f6 = (_6)0’_3)4) etF:VeCt(flny’f3yf4yf5»f6)'
Extraire de la famille (f1, f5, f3, f, f5, f6) une base de F.

3. Déterminer le rang des familles de R* suivantes :
@ wuw=00,1,1,1),u=(0,1,2,-1), u3=(1,0,-2,3) et uy = (2,1,0,-1);
(b) u;=2,3,-3,4), up =(3,6,-2,5), u3 =(7,18,-2,7) et us = (2,4,-2,3);
(© u1=01,0,2,3), up=(7,4,-2,-1), u3=(5,2,4,7) et us = (3,2,0,1).
4. Déterminer le rang des familles de €3 suivantes (ot meR) :
(@ u=01+1i,1,0,0=0,1-i,Detiw=(-2,3+1,2+2i);
(b) i=(-1,1,1),v=(-2m,m+1,m—-1) et iv = (1,0, m).
5. Déterminer le rang de la famille P; = X342X2—-X+1,Py=-X3+4X?+ X +5, Py =2X3+2X?-2X et
Py=—-X>+X+1.

Exercice 5 (E3A MP 2021). Soit n € N*. Démontrer que % = (1, X — 1, X(X — 1),..., X""1(X - 1)) est une base de
Ry [X].

. . (2 -1 (1 =2 (3 0 (5 -7
Exercice 6. SmentAl_(3 0 ),Bl_(_l 0 ),Az_(7 0) etBZ_(O 0),
1. Montrer que (A, By) est une famille libre de M (R). Quelle est la dimension de Vect(A;, B)?

2. Montrer que Vect(Aj, B1) = Vect(Az, B»).
Exercice 7 (d’apres ENAC 2019). Pour tout (a, b, c) € [Rig, on pose

b+tc—-a a-b a-c
M(a,b,c)=| c—a a a—c|e R
b—a a—>b a

Onnote E = {M(a, b, c),(a, b, c) e R*}.
Justifier que E est un sev de .#3(R), et déterminer une base et la dimension de E.
Exercice 8. Soit E = {(x,y,2,t) e R* | 2x -3y —10z+9¢ = 0}.

1. Montrer que E est un sev de R?,

2. Déterminer une base de E et une base d'un supplémentaire de E.

Exercice 9. Soit E={P e R3[X] | P(1) = P(2)}.

1. Montrer que E est un sev de R3[X].

2. Déterminer une base de E et une base d'un supplémentaire de E.
7 1
1. Montrer que % est un sev de /> (R).

Exercice 10. Soit A = (3 ) € M>(R).Onnote € ={Me 4 (R) | AM = MA}.
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2. Déterminer une base et la dimension de %

Exercice 11. Soientu=(1,-1,1), v=(0,-1,2) et w = (1, -2, 3) trois vecteurs de R3.
1. Déterminer le rang de la famille (u, v, w).
2. Soit G={(x,y,2) ER3 | x+2y+z=0}.
(a) Montrer que G est un sev de R® et déterminer sa dimension.
(b) En déduire que G = Vect(u, v, w).
3. Soit h un vecteur de R® n’appartenant pas a G.
(a) Quelle estla dimension de Vect(h)?
(b) Déterminer GnVect(h).
(c) En déduire que G et Vect(h) sont supplémentaires dans R3.
Exercice 12. 1. Soit F le sev de R® engendré par les vecteurs (1,0,1) et (2,1,0) et G le sev engendré par
(1,1,1). Déterminer FNnGet F+G.

2. Dans [R4, on considere u=(1,2,3,4),v=(1,1,1,3),w=(2,1,1,1),x=(-1,0,—-1,2) et y= (2,3,0,1).
Soient F = Vect(u, v, w) et G = Vect(x, y).
Quelles sont les dimensions de F,G,FNG et F+ G?

Exercice 13. On considerelesvecteurs v; = (1,0,0,1), v» = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1) et v5 = (0,1,0, 1)
de R*,

1. Vect(vy, v2) et Vect(vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

2. Vect(vy, v2) et Vect(vy, vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

3. Vect(vy, vs3, 14) et Vect(v,, v5) sont-ils supplémentaires dans R*?

4. Vect(v1, vg) et Vect(vs, vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

Exercice 14. Soit EunkK-evde dimension 3, F, G et H trois sevde E tels que dim(F) = 1 et dim(G) = dim(H) = 2.
1. Montrer que soit F est inclus dans G, soit F et G sont supplémentaires dans E.

2. Montrer que soit G = H, soit G N H est une droite de E.

Exercice 15. Soit E un K-ev de dimension 7 et F et G deux sev tels que dim F + dim G > n. Montrer que FN G #

{0}.

Exercice 16. Soit E un K-ev de dimension finie n = 2 et Hy et H» deux hyperplans distincts de E. Déterminer
dim(H; N Hp).

Exercice 17. Soit n € N. On pose pour tout k € [0, n], Py = (X — D*(X +1)"*. Démontrer que (Py) ke[o,n] €st
une base de C,;[X].

Exercice 18. Soitn=1etagy,as,...,a, €K, n+1 éléments distincts de K.

1. Soit i € [0, n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € K,[X] tel que :
Vje [[O,I’l]], Ll'((lj) = 51']'.

2. Montrer que £ = (Ly, Ly, ..., Ly) est une base de K ,[ X].

3. Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base Z.

Exercice 19. Soit € N*.
1. Déterminer les dimensions de .%,(R) et de &7, (R).
2. Soit E={M € ,(R) | tr(M) = 0}. Montrer que E est un sev de .4, (R) et déterminer sa dimension.
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