I. Espaces vectoriels de dimension finie

Chapitre 22 : Dimension

E estunK-ev.

I. Espaces vectoriels de dimension finie
Rappelons la proposition suivante, vue dans le chapitre 20.

Proposition I.1. Soit (uy,..., u,) une famille de vecteurs de E et u € E.
1. Vect(uy,...,u,) =Vect(uy,..., uy, u) < ueVect(uy,..., Uy)
2. Supposons que (Uy,...,uUy) estlibre. On a (uy, ..., uy, u) est liée <= u € Vect(uy,..., uy).

3. Supposons que (uy, ..., uy,, u) est génératricede E. On a (uy, ..., U,) est génératrice de E < u € Vect(uy,..., Un).

I.1. Dimension finie

Définition I.1. On dit que le K-ev E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie de E. Sinon, E est de
dimension infinie.

ExemplesI.1. ¢ K", K,[X] sont de dimension finie.
o K[X] et & (I,R) sont de dimension infinie.

1.2. Existence d’'une base

Théoreme 1.2 (Théoreéme de la base extraite)

Soit%4 = (g1,82,...,8&m) une famille génératrice finie de E non nul. Alors il existe une sous-famille 4’ ¢ 4 qui est une
base de E.

Corollaire 1.3. Tout espace vectoriel de dimension finie non nul admet une base.

Théoréme 1.4 (Théoréme de la base incompléte)

Soit F = (u1, Uy, ..., up) une famille libre de E et 4 = (g1, g, ..., §m) une famille génératrice finie de E. Alors on peut
compléter & avec des éléments de ¢ pour obtenir une base de E.

Théoreme 1.5 (Lemme de Steinitz)

Soit uy, uy,...,u, € E. Toute famille de vecteurs vy, Va,..., Vy+1 € Vect(ug, Uy, ..., uy) estliée.

Théoréme 1.6

Soit E un K-ev de dimension finie non nul. Soit &% = (uy, ..., up) une famille libre, 4 = (g, ..., §m) une famille géné-
ratrice de E et 98 = (ey,...,e,) une base de E.

Alorsp<n<m.

En particulier, toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé dimension de E et noté
dimE.
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II. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Corollaire 1.7. Si E est de dimension n :
 toute famille libre de n vecteurs est une base;

o toute famille génératrice de E de n vecteurs est une base;

Remarque I.1. Par convention, on pose dim{0} = 0.
Exemples 1.2. ¢ dimK"” = netdimK,[X]=n+1.
o dim.4y,,(K) = np.
e Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle.

» Un espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

II. Dimension d’un sous-espace vectoriel

II.1. Dimension d’un sev

Proposition I1.1. 1. Les sev de E de dimension 1 sont les sev de la forme Vect(x) avec x € E\ {0g}.

2. Les sev de E de dimension 2 sont les sev de la forme Vect(x, y) avec (x, y) une famille libre.

ExemplesII.1. 1. L'ensemble des solutions d'une EDL homogeéne d’ordre 1 est un ev de dimension 1.
2. Lensemble des solutions d'une EDL homogeéne d’ordre 2 a coefficients constants est un ev de dimension 2.

3. Lensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogéne d’ordre 2 a coefficients constants est
un ev de dimension 2.

Définition II.1. Un sous-espace vectoriel de E de dimension dim(E) — 1 est un hyperplan de E.

Proposition II.2. Soient E unK-ev de dimension finie et F un sev de E. Alors F est de dimension finieetdimF < dim E.
De plus, dimF =dimE ssi E=F.

I1.2. Dimension d’'une somme directe

Proposition I1.3. Soit E unK-ev et F et G deux sev de dimension finie. Si (e, ..., ep) est une basede F et (fi,..., f4) est
une base de G, alors F et G sont en somme directe ssi la famille (ey,...,ep, f1,..., fq) est libre. Dans ce cas, F & G est de
dimension finie et :

dimFe G=dimF +dimG.

On dit alors que (ey, ..., ep, f1,..., f4) est une base adaptée a la somme directe F & G.

Remarque II.1. En particulier, F et G sont supplémentaires ssi (ey, ..., ep, f1,..., f4) estune base de E. Dans ce cas, dimE =
dim F +dimG.

Proposition I1.4. Soit E unK-ev de dimension finie et F un sev. Alors F admet un supplémentaire G dans E.

I1.3. Dimension d'une somme

Théoréeme I1.5 (Formule de Grassmann)
Soient F et G deux sev de dimensions finies d’'un K -ev. Alors F + G et F N G sont de dimension finie et :

dimF+G=dimF+dimG-dimFnG.
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III. Rang d’une famille finie de vecteurs

Corollaire I1.6. Soient F et G deux sev d'unK-ev E de dimension finie. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. E=FeG;
2. dimE=dimF+dimGetFnNnG={0g};
3. dimE=dimF+dimGetE=F+G.

III. Rang d’'une famille finie de vecteurs

Définition III.1. Soit E un K-ev. Le rang de la famille (i, ..., up) de vecteurs de E est la dimension du sev engendré
par ces vecteurs :
1g(u1,..., up) = dim (Vect(u, ..., up)).

Proposition IIL.1. Soit & = (uy,..., up) une famille de vecteurs de E de dimension n.
o 1g(uy,..., up) < p etrg(uy,..., up) = p ssi la famille est libre.
e 1g(u,...,up) < netrg(uy,..., Up) = n ssi(uy,..., up) est génératrice de E.

o SiF' est une sous-famille libre de F de cardinal m, alors rg(F) = m.
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