Dimension - Exercices

Exercice 1. Soit E un [K-ev muni d'une base % = (e}, e2,e3). On pose fy =e; +ex+e3 et f, =ex +es.
Montrer que (f, f>) est une famille libre et la compléter en une base de E.

Exercice 2. Soit E un K-ev de dimension 4 de base (x, x2, X3, X4).
Montrer que dim (Vect(x; + X, X2 + X3, X3 + X4, X4 + X1)) = 3.

Exercice 3. Justifier que la famille (3, X — 2,2X2 +5X ,3X3 - X%+ 1) est une base de R3[X] puis déterminer les
coordonnées de X dans cette base.
Exercice 4. 1. Montrer que (1+ X?,1— X?) est une famille libre puis la compléter en une base de R3[X].

2. Onconsiderelesvecteurs f; = (1,1,-1,1), o =(1,1,-1,2), f3=(2,0,1,-1), f4 = (-4,0,-2,3), f5s = (3,1,0,-1)

et fe = (—6,0,-3,4) et F = Vect(f1, f>, f3, fa, f5, f6).
Extraire de la famille (f1, f5, f3, fa, f5, f6) une base de F.

3. Déterminer le rang des familles de R* suivantes :
@ wu=00,1,1,1), u2=(0,1,2,-1), u3 =(1,0,-2,3) et ug = (2,1,0,-1);
(b) u; =2,3,-3,4), up =(3,6,-2,5), uz3 =(7,18,-2,7) et us = (2,4,-2,3);
© u1=01,0,2,3), up=(7,4,-2,-1), u3=(5,2,4,7) et us = (3,2,0,1).
4. Déterminer le rang des familles de C3 suivantes (oumeR):
(@ u=01+1i,1,0,v=(0,1-i,1) et =(-2,3+1,2+2i);
(b) i=(-1,1,1),v=(-2m,m+1,m—-1) et iv = (1,0, m).
5. Déterminer le rang de la famille P; = X3 +2X%2 - X +1, Py = X3 +4X? + X +5, P3 =2X3 +2X? - 2X et
Pyi=-X3+X+1.

Exercice 5 (E3A MP 2021). Soit n € N*. Démontrer que % = (1, X — 1, X(X — 1),..., X" "1 (X — 1)) est une base de
R, [X].

. . (2 -1 (1 =2 (3 0 (5 -7
Exercice 6. 801entA1—(3 0),31_(_1 0),A2_(7 O)eth_(O 0),

1. Montrer que (A1, By) est une famille libre de M (R). Quelle est la dimension de Vect(A;, B;)?
2. Montrer que Vect(Aj, B1) = Vect(Ap, B2).

Exercice 7 (d’aprés ENAC 2019). Pour tout (a, b, c) € R, on pose

b+c—a a-b a-c
M(a,b,c)=| c—a a a—c|eR)
b—a a-b a

Onnote E = {M(a, b,c), (a, b, c) e R>}.
Justifier que E est un sev de .#3(R), et déterminer une base et la dimension de E.
Exercice 8. Soit E ={(x,y,2,t) eR* | 2x -3y —10z+9¢ = 0}.

1. Montrer que E est un sev de R*.

2. Déterminer une base de E et une base d’un supplémentaire de E dans R?.

Exercice 9. Soit E={P e R3[X]| P(1) = P(2)}.

1. Montrer que E est un sev de R3[X].

2. Déterminer une base de E et une base d'un supplémentaire de E dans R3[X].
7 1
1. Montrer que % est un sev de /> (R).

Exercice 10. Soit A= (3 ) € M>r(R).Onnote ¥ ={Me 4 (R) | AM = MA}.
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2. Déterminer une base et la dimension de %

Exercice 11. Soientu=(1,-1,1), v=(0,-1,2) et w = (1, -2, 3) trois vecteurs de R3.
1. Déterminer le rang de la famille (u, v, w).
2. Soit G={(x,y,2) ER3 | x+2y+z=0}.
(a) Montrer que G est un sev de R® et déterminer sa dimension.
(b) En déduire que G = Vect(u, v, w).
3. Soit h un vecteur de R® n’appartenant pas a G.

(a) Quelle estla dimension de Vect(h)?
(b) Déterminer G nVect(h).
(c) En déduire que G et Vect(h) sont supplémentaires dans R3.

Exercice 12. 1. Soit F le sev de R® engendré par les vecteurs (1,0,1) et (2,1,0) et G le sev engendré par
(1,1,1). Déterminer FNnGet F+G.

2. Dans [R4, on considere u=(1,2,3,4),v=(1,1,1,3),w=(2,1,1,1),x=(-1,0,—-1,2) et y= (2,3,0,1).
Soient F = Vect(u, v, w) et G = Vect(x, y).
Quelles sont les dimensions de F,G,FNG et F+ G?

Exercice 13. On considerelesvecteurs v; = (1,0,0,1), v» = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1) et v5 = (0,1,0, 1)
de R*.,

1. Vect(vy, v2) et Vect(vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

2. Vect(vy, v2) et Vect(vy, vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

3. Vect(vy, vs3, 14) et Vect(v,, v5) sont-ils supplémentaires dans R*?

4. Vect(v1, vg) et Vect(vs, vs) sont-ils supplémentaires dans R*?

Exercice 14. Soit EunK-evde dimension 3, F, G et H trois sevde E tels que dim(F) = 1 et dim(G) = dim(H) = 2.
1. Montrer que soit F est inclus dans G, soit F et G sont supplémentaires dans E.

2. Montrer que soit G = H, soit G N H est une droite de E.

Exercice 15. Soit E un K-ev de dimension 7 et F et G deux sev tels que dim F + dim G > n. Montrer que FN G #

{0}.

Exercice 16. Soit E un K-ev de dimension finie n = 2 et Hy et H» deux hyperplans distincts de E. Déterminer
dim(H; N Hp).

Exercice 17. Soit n € N. On pose pour tout k € [0, n], Py = (X — D*(X +1)"*. Démontrer que (Py) ke[o,n] €st
une base de C,,[X].

Exercice 18. Soitn=1etagy,as,...,a, €K, n+1 éléments distincts de K.

1. Soit i € [0, n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € K,[X] tel que :
Vje [[O,I’l]], Ll'((lj) = 51']'.

2. Montrer que £ = (Ly, Ly, ..., Ly) est une base de K ,[ X].

3. Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base Z.

Exercice 19. Soit n € N*.
1. Déterminer les dimensions de .%,(R) et de &7, (R).
2. Soit E={M € ,(R) | tr(M) = 0}. Montrer que E est un sev de .4, (R) et déterminer sa dimension.
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Indications - Solutions

Exercice 1 : On prend 11,1, € K tels que A; f1 + A2 f> = 0g. On obtient A1 e; + (11 + A2)ez + (11 + A2)es = Op. Par liberté de
B,onal;=0etA;+1=0,doncA; =1, =0:(fi, f>) estlibre.

Il manque 1 vecteur pour compléter. On vérifie que e, convient.

Exercice 2 : On vérifie que (x; + X2, X2 + X3, X3 + X4) est libre. Puis, x; + x4 = (x1 + x2) — (X2 + Xx3) + (X3 + X4).

Exercice 3 : C’est une famille échelonnée en degrés de cardinal 4, c’est une base de R3[X]. On pose X =3a+ b(X —2) +
3d=0
2c-d=0
5c+b=1
d-2b+3a=0

2
c2X?+5X)+dBX3 - X% +1), puis on identifie les coefficients : ,donc a = 3 b=1,¢c=d=0.

Exercice 4 :
1. Il manque deux vecteurs pour faire une base. On peut prendre par exemple X et X°.

2. On cherche deux relations de liaison entre les vecteurs. On trouve fy = f, —2f3 — fi et fs = fi —2f3 — fs (qui corres-
pondent aux parametres du systeme). On peut donc enlever f; et fs.
3. (@) On vérifie que la famille est libre, donc rg(uy, uy, us, us) = 4.

(b) On cherche une relation de liaison entre les vecteurs : Ay u; + Ao up + Agus + Agug = (0,0,0,0). En résolvant
le systéme on trouve 1 parametre A14. En prenant A4 = 1, on voit que u4 € Vect(uy, uy, us). Puis, en pre-
nant A4 = 0, la seule solution de Aju; + A uy + A3uz = (0,0,0,0) est (0,0,0). Donc (u;, Uy, us) est libre. Donc
rg(uy, Uz, Uz, uy) = 1g(U1, Uz, U3z) = 3.

(c) On procede comme pour le précédent, et on trouve encore 3.

4. (a) Lerangvaut2:iiet v sont linéairement indépendants, mais i = (=1 + i) + (2 +2i) .
(b) Lerangvaut2si m=—1oum=2et3sinon:lesvecteurs # et i’ sont toujours linérairement indépendants.
5. On cherche une relation de liaison et en résolvant le systéme, on trouve deux parametres. Donc le rang vaut 2.
Exercice 5 : La famille est échelonnée en degrés et de cardinal n + 1, c’est une base de R, [X].
Exercice 6 :

1. On écrit une relation de liaison entre A; et B; et on identifie les coefficients. La famille est libre. La dimension de
Vect(A;, B;) est 2.
o 3 1 1 2
2. Ilsuffitde montrer que A, et B; s’écrivent comme des CL de A, et B,. On trouve A; = ;Az + ;Bz etB; =— Z A+ ?Bz.
Ainsi Vect(A;, By) < Vect(Ay, B,), et comme la dimension de Vect(A», B») est au plus 2, on a égalité.

-1 1 1 1 -1 0 1 0 -1

Exercice7:OnaE=Vect||-1 1 1/,]0 0 0],|]1 0 -1}/, doncE estbien un sevde .#3(R).On vérifie ensuite
-1 1 1 1 -1 0 0 0 O

que la famille est libre, donc dim(E) = 3.

Exercice 8 :

1. Facile...
3 9
2. On écrit E comme un Vect : E = {(Ey+5z— Et,y,z, t),y, z,te [R} = Vect((3/2,1,0,0),(5,0,1,0),(-9/2,0,0,1)). Un

supplémentaire de E est de dimension 1, donc il suffit de trouver 1 vecteur qui n'est pas dans E, par exemple
(0,1,0,0) (il ne vérifie pas 'équation de E).

Exercice 9:
1. Facile.

2. Onprend P = aX®+bX?+cX+d,desorteque P€ E < a+b+c+d=8a+4b+2c+d, ce quidonne ¢ = —7a—3b.
Donc E = {aX® + bX* + (-7a—-3b)X +d, (a, b, c) € R*} = Vect(X® - 7X, X* —3X,1). On a bien (X* - 7X, X* -3X,1)
libre car échelonnée, donc c’est une base de E qui est de dimension 3.
Comme R3[X] est de dimension 4, un supplémentaire de E est une droite : il suffit de prendre 1 polynéme non nul
de degré au maximum 3 qui n’est pas dans E, par exemple X. Ainsi, Vect(X) est un suplémentaire de E.
Exercice 10:

1. Facile.
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3a—-c=3a+7b 7b+c=0

7a+c=3c+7d 7a-2c-7d=0
2. On prend M = (a b).Me% — are=sc — a-ec , et en finissant de résoudre le
c d 3b-d=-a+b a+2b-d=0
7b+d=-c+d 7b+c=0
a=d-2b - 1 -2 1
systéme, on obtient ,donc M €e¥¢ < 3Ib,deR| M=b +dI,. On note N = , de
C:—7b —7 O —7 0

sorte que % = Vect(l», N). Comme N n’est pas un multiple de I, % est de dimension 2.
Exercice 11 :
1. Onremarque que (u, v) est libre et que w = u+ v, donc rg(u, v, w) = 2.
2.  (a) Enrésolvantl’équation, on trouve G = Vect((-2,1,0),(—1,0, 1)), donc G est un sev de dimension 2 de R3.
(b) Comme u, v et w vérifient 'équation de G, on a Vect(u, v, w) c G. Par dimension, G = Vect(u, v, w).
3. Comme h est non nul (le vecteur nul est dans G), la famille (k) est libre et génératrice de R3. Donc dim(Vect(h)) = 1.

4. GnVect(h) estun sevde Vect(h) donc est soit de dimension 1, soit de dimension 0 : dans le premier cas, GNnVect(h) =
Vect(h), ce qui n'est pas le cas car h ¢ G. Donc C nVect(h) = {0}.

5. G et Vect(h) sont donc en somme directe et par dimension, ils sont supplémentaires dans R®.
Exercice 12:

1. Pour FN G, on résout le systeme a(1,0,1) + b(2,1,0) = ¢(1,1,1). On trouve a = b = ¢ = 0, donc FN G = {(0,0,0)}. On
voit de plus que la famille (1,0,1), (2,1,0) est libre. Donc dimF + dimG =3 et F& G = R>.

2. dimF=3,dimG=2,dimFnNnG=1,doncdimF + G =4.
Exercice 13 :

1. Non, la somme des dimensions est trop petite.

2. Oui: on vérifie que vy, vy, 14, U5 est libre.

3. Non:la somme des dimensions est trop grande.

4. Non: vs — v4 = v3, donc la famille (v, v4, v3, V5) N'est pas libre.
Exercice 14 :

1. Si F ¢ G, alors il existe x € F\ G. Comme F est de dimension 1 et x # 0, F = Vect(x). Comme x ¢ G, G et F sont en
somme directe (a démontrer). Puis par dimension, ils sont supplémentaires.

2. SiG# H, alorsdim(Gn H) <2.Ordim(H + G) = dim(G) + dim(H) - dim(Gn H) <3 = dim(E). Donc dim(GN H) = 1.
D’ou dim(Gn H) =1: Gn H est une droite.

Exercice 15:Si FN G = {0}, alorsdim F & G =dim F + dim G > n. Mais F & G c E et dim E = n. Contradiction.
Exercice 16 : dim(H); N Hy) = dim H) +dim H, —dim Hy + H, =2n—-2—-dim H; + Hy. llya deux cas : soitdim Hy + Ho = n—1
(etalors Hy = Hy = Hi + H, = HHn Hy) etdim(Hy N Hy) =n—1;soitdimH; + Hy = netdim(Hy N Hy) =n—-2.

n

Exercice 17 : On montre d’abord que la famille est libre : on prend Ay,..., A, € C tels que Z Ak Pr = 0. On montre par
j=0
récurrence sur k € [0,n] que Ag=---= A, =0:
« Initialisation : on évalue I’égalité précédente en 1, ce qui donne 1¢2" = 0, donc 1y =0.
o Hérédité: soit k € [0, n—1]. On suppose que A = --- = Ay = 0. Alors 'égalité de départ s’écrit : (X— lag (Ak+1 X+ 142,
0. En simplifiant par (X — 1)**! et en évaluant en 1, on obtient )LkHZ”_k_l =0,donc Ay, =0.

On conclut par récurrence.
Exercice 18:
1. On peut aussi procéder par analyse-synthese!
» Unicité : si P et Q conviennent, alors ce sont deux polydmes de K, [X] dont les fonctions polynomiales coin-
cident en 1+ 1 points : ils sont donc égaux.
« Existence : le polynéme cherché a n racines ay, ay, ..., d;, ..., a, et est de degré au maximum 7. Donc il s’écrit

n n H’}:o (X - a])
L; = A[[ (X - a;). Puis pour trouver A, on prend L;(a;) =1 =A[](a; - aj). Donc L; = r’f]—, qui est
Jj=0 j=0 Hj:() (ai - a])
i) i it

bien de degré n.
n
2. On vérifie d’abord que la famille est libre : on prend Ay, ..., A, € K tels que Z AiL; = 0. Pour k € [0, n], on évalue

i=0
cette égalité de polyndmes en a; pour obtenir : 1 = 0. Donc la famille est libre. Par cardinal, c’est une base.
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n
3. OnaP= Z x;L;.Pour k € [0, n]], on évalue en ay. : P(ay) = x;. Doncles coordonnées de P sont (P(ap), P(a1), ..., P(ay)).
i=0

Exercice 19:

nn+1
( ).Puis,

n
1. Une base de .7, (R) est donnée par (Ey,1, E22, ..., Enn, Ei j + Ej i) i,je[1,n] - Donc dim (7, (R)) = Z k=
i#]

k=1
o, nm+1l) n(n-1)
2 2
2. Facile : on utilise la linéarité de la trace! On vérifie que la famille (E1,1 — Ej i) je[2,5] Y (Ei,j) i jei.p2 estlibre. Elle est
i#]
de cardinal n® — 1. Donc E est de dimension au moins 7% — 1. Or dim(E) < n? car il existe des matrices de trace non

nulle. Donc dim(E) = n?-1.

7 (R) et o7, (R) sont supplémentaires dans .4, (R), donc dim(A,(R)) = n
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