I. Linéarité, noyau, image

Applications linéaires - Exercices

I. Linéarité, noyau, image
Exercice I.1. Dans chacun des cas suivants, I'application f est-elle linéaire?

1. flx,y))=x+2y,—-x-y) ‘ 3. f(x,y,2) =(z+y,xy,X)

2. f(x,y,2,8) =(x—-22,3t, x+y+1) 4. f(x,y3,2)=(x+y,21+y+2)

Exercice.2. 1. Soit F={f e Z[R,R) | f(0) = f(1)}. Montrer que F est un sevde & (R,R).
2. Retrouver le résultat de la question précédente a’aide de I’application ¢ : & (R, R) — R définie par ¢(f) = f(1)—f(0).

Exercice 1.3. Dans chacun des cas suivants, montrer que ¢ est linéaire.

 FW0,1,R) — R A = (R N
1. (p.{ 7 — (0 4. ¢ : { M — AM-MA * °U A€ My(R) est
e P ~ P R[X] — R[X] N .
N _ 3 5 ¢: { P - r ou R est le reste de la divi-
3. ('0'{ (U nen —  (Uo, U1, Un) sion euclidienne de P par X? + 1.

Exercice I.4. Montrer que les applications suivantes sont linéaires, puis en déterminer le noyau et 'image.

L R2 R3 - R3 - R2
T (y) = (@Ax,y—x2x+Y) - & x,32 — QRx+y-z,x-Y)

Exercice L.5. Soit u: % (R,R) — % (R,R) qui a la fonction f € €' (R, R) associe la fonction u(f) : x — x f(x).
Montrer que u est linéaire puis étudier son injectivité et sa surjectivité.
Exercice 1.6. 1. Soient f € Z(E,F) et g€ £(FQG).
(a) Montrer que ker(f) cker(go f) etIm(go f) cIm(g).
(b) Montrer que go f =0¢) < Imf ckerg.
2. Soit Eun K-evet f € Z(E) telle que f?—3f +2idg = 0.
(a) Montrer que f est un automorphisme.
(b) Montrer que Im(f —idg) cker(f —2idg) et Im(f —2idg) c ker(f —idg).
(c) Montrer que E =ker(f —idg) @ ker(f —2idp).
Exercice I.7. Soit u € Z(E).
1. Montrer que : ker(u) = ker(uz) < ker(u) nIm(u) = {0g}.
2. Montrer que : Im(x) = Im(u?) < ker(u) + Im(u) = E.

Exercice I.8. Soient f et g deux endomorphisme d'un espace vectoriel E qui commutent. Montrer que ker(f) et Im(f)
sont stables par g.

Exercice I.9. Soit E un espace vectoriel et F, G deux sev de E. Soit u € Z(E). Montrer que :
u(F) = u(G) < F+ker(u) = G+ker(u).

Exercice 1.10. 1. Pour tout P € Ry[X], on définit ¢p(P) = XP'—p.

(a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry [X].
(b) Déterminer le noyau et 'image de ¢.
(c) Vérifier que ker(¢) @ Im(¢p) = R2[X].
(d) Est-ce que ¢ est un projecteur? une symétrie?

2. Pour tout P € R3[X], on définit f(P)=P+(1 -X)P'.
(a) Vérifier que f est un endomorphisme de R3[X].
(b) Déterminer le noyau de f.
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II. Homothéties, projecteurs, symétries

II. Homothéties, projecteurs, symétries

Exercice II.1. 1. Soit E=R3. On note ¥ = (-1,1,2), D = Vect(D) et P = ker(f), ou f est la forme linéaire définie sur E
par f(x,y,2) =x+2y—z.
(a) Montrer que P et D sont en somme directe.
(b) Justifier que P et D sont supplémentaires.
(c) Déterminer I'expression des projections np p et 7pp.
2. Soient F={PeRy[X]| P(1) =0} et G={P eR[X] | P'(1) = P"(1) = 0}.

(a) Montrer que F et G sont deux sev supplémentaires de R»[X].
(b) Déterminer le projeté du polynome X2 + X + 1 sur F parallelement a G, puis son symétrique par rapport a F

parallelement a G.
Exercice I1.2. 1. Soit p: R3 — R3 définie par p(x,y,z) = (-5x+10y—10z,—6x+ 11y — 10z, -3x + 5y — 42).
(a) Montrer que p est linéaire.
(b) Montrer que p est une projection sur un sev F parallélement a un sev G et déterminer F et G.

2. Soit s: R® — R3 définie par s(x,y,2) = (x,-2x+ y+2z,2x — z).
(a) Montrer que s est linéaire.
(b) Montrer que s est une symétrie par rapport a un sev F parallélement a un sev G et déterminer F et G.

Exercice I1.3. 1. Soit n = 1. Montrer que .4, (K) = .7, (K) & o7, (K) en utilisant une symétrie bien choisie.

2. Soit I ={f € R® | f est impaire} et P = {f € R® | f est paire}. En utilisant une symétrie, montrer que R* = P& I.
1
Exercice II.4. Soit fe Z(E)etp= 3 (idg + f). Montrer que p est un projecteur ssi f est une symétrie.

Exercice II.5. Soit E unK-ev, f € Z(E) et A K.
1. Montrer que pour tout x € E, x e ker(f — lidg) < f(x) = Ax.
2. Onpose Ej =ker(f —Aidg). Justifier que E, est stable par f.
3. Quedirede fig, ?

Exercice I1.6. Soit p un projecteur de E et u € £ (E). Montrer que si uop+ pou =0 ), alors uop=pou=0g).

Exercice I1.7. Soit p, g€ Z(E) telsque po g = p et go p = g. Montrer que p et g sont deux projecteurs de méme noyau.

III. Dimension finie

Exercice IIL.1. Soit f : Ro[X] — R3[X] définie par f(P)= XP-P’.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Donner une base de Im(f) et de ker(f).

3. f est-elle injective? surjective?

4. Reprendre les questions avec ¢ : R, [X] — R3[X] définie par ¢(P) = (X +1)P — (X2 —-1P.
Exercice III.2. Pour tout P € R, [X], on pose J(P) = P(X+1)-P(X) et L(P) = XP'-2p.

1. Montrer que J est une application linéaire a valeurs dans R,,_;[X] et L est un endomorphisme de R, [ X].

2. Déterminer ker(J) et Im(J).

3. Déterminer Im(L), puis rg(L), dim(ker(L)) et enfin ker(L).
Exercice I11.3. Montrer que I'application f : R® — R® définie par f(x, y,2) = (z,x — y, y + z) est un automorphisme.
Exercice III.4. Soit E un R-ev de dimension 3, (e, €2, e3) une base de E et A € R. On définit 'application ¢ € Z(E) par
ple1) =er+er, ple) =e; —er et ples) = e + Aes.

1. Soit u = xe; + ye, + zes. Exprimer ¢(u) en fonction de x, y et z.

2. Comment choisir A pour que ¢ soit injective ? surjective ?

Exercice IIL5. Soit E 'ensemble des suites a valeurs réelles u € RV vérifiant: Vn e N, Ups3z =4Upio — Upysl —6Up,.

1. Montrer que E est un sev de RV,
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III. Dimension finie

2. Montrer que 'application ¢ : u € E— (ug, uy, u2) € R® est un isomorphisme.

3. En déduire la dimension de E puis une base de E.
Exercice IIL.6. Soit 2 € N* et ag, a1,..., a, des réels distincts. On définit 'application ¢ de R,,[X] dans R"™! par : ¢p(P) =
(P(ap), P(a), ..., P(an)).

1. Justifier que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

3. En déduire que pour tout (n + 1)—uplet (bg, by, ..., by,) de réels, il existe un unique polynéme P € R,[X] tel que :

P(ao) = bo,P(dl) = bl,...,P((ln) = bn

Exercice III.7. Soit E un espace vectoriel de dimension n =1 et f € Z(E). On suppose que f est nilpotent et on pose p le
plus petit entier naturel tel que f” =0 (g).

1. Montrer qu’il existe x € E tel que la famille (x, f(x),f2 (x),.. .,fp_l(x)) est libre.

2. Comparer n et p et en déduire que f”* = 0.

Exercice IIL.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). On suppose que : Vx € E, 3p e N* | u” (x) = 0.
Montrer que u est nilpotent.

Exercice II1.9. Soit E un K-ev et f un endomorphisme de Etelque: Vxe E,IA K | f(x) = Ax.
On veut montrer que f est une homothétie. Pour cela, on prend x( € E un vecteur non nul et A € K tel que f(xp) = Ao xo.
1. Que doit-on montrer?
2. Soit y € E tel que (xp, y) estliée. Déterminer f(y).
3. Soit y € E tel que (xo, y) est libre. Montrer que f(y) = Agy.
4. Conclure.
Exercice IT11.10. Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et f une forme linéaire sur E. On prend a € E tel que f(a) # 0.
1. Montrer que E = ker(f) @ Vect(a).
2. Onsuppose que f(a) =1 et on pose pour tout x € E, p(x) = f(x)a.
Montrer que p est un projecteur de E et déteminer ses éléments caractéristiques.

Exercice IIL.11. Soit @ € C et n € N*. Montrer que H = {P € C,[X] | P(a) = 0} est un hyperplan de C,,[X] et en déterminer
une base.
Exercice IIl.12. Soitae K et ne N avec n = 2.

1. Soit ¢ € Z(K,[X],K) une forme linéaire telle que pour tout P € K,,_1 [X], ¢((X —a)P) = 0.
Montrer qu’il existe A € K tel que pour tout P € K, [X], ¢(P) = AP(a).

2. Soit ¢ € LK, [X],K) une forme linéaire telle que pour tout P € K ,,_»[X], (X — a)’P) =0.
Montrer qu’il existe (A, y) € K2 tel que pour tout P e K,[X], ¢(P) = AP(a) + ,uP’(a).
Exercice IIL.13. Soit n € N* et ¢ € £ (M (K),K) une forme linéaire. Montrer qu’il existe une unique matrice A € ., (K)
telle que : VM € 4, (K), (M) = tr(AM).
Exercice III.14. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f, g € £ (E). Montrer que rg(f + g) < rg(f) +rg(g).
Exercice II1.15 (Mines-Ponts PC 2018). Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f, g € £(E) tels que
f+g=idp et 1g(f)+rg(g) =dim(E).

1. Montrer que Im(f) ®# Im(g) = E.

2. Justifier que fog=go f etendéduireque: Vx€E, fog(x)=0

3. Montrer que f et g sont des projecteurs.
Exercice II1.16 (CCP PSI 2018). Soit ¢ € Z(R[X]) définie par ¢(P) = P(X+1)+ P(X -1) -2P(X).

1. Comparer le degré de P avec celui de ¢(P).

2. Déterminer le noyau de ¢.
3. Etudier la surjectivité de ¢.

Exercice I11.17 (Mines-Ponts PC 2018). Soit neN* et A= {P eR,[X] | i PRA) = 0}.
k=0
1. Montrer que A est un sev de R, [X] et déterminer sa dimension.
2. Soit k € [1,1]. Déterminer An Vect(1, (X — 1)5).
3. Donner une base de A.
Exercice I11.18 (X PC 2018). Soit E un C-ev de dimension finie et u € Z(E).
Montrer que rg(u) = rg(uz) < E =ker(u) ® Im(u).
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III. Dimension finie

Indications - Solutions

ExerciceI.1:

1. Oui 3. Non: f(2,2,2) #2f(1,1,1) par exemple.
2. Oui 4. Non, f(0,0,0) #(0,0,0).

Exercice I.2:
1. On vérifie que la fonction nulle est dans F, puis si on fait une CL de deux fonctions dans F le résultat est encore dans F.
2. L'application ¢p: & (R,R) — R est linéaire et F = ker(¢).

Exercice 1.3 : On applique simplement la définition.
Exercice 1.4 : On applique la définition pour la linéarité, puis on résout un systeme pour trouver le noyau et 'image.

1. ker(f) ={(0,0)} etIm(f) = {(x,y,2) € R3 |3x+4y—4z=0}= 2. ker(g) =Vect((1,1,3)) etIm(g) = R2,
Vect((—4,3,0), (4,0,3)).

Exercice 1.5 : On vérifie facilement que u est linéaire. Pour l'injectivité, on prend f € € (R, R) telle que u(f) = O(bﬂ(R,R). Ainsi, pour tout
X€R, xf(x) =0, donc f(x) = 0 sur R*. Par continuité, on a lir%f(x) = f(0), donc f(0) = 0. Ainsi, u est injective.
X—
Lapplication u n’est pas surjective car la fonction constante égale a 1 est dans % (R, R) mais pas dans I'image de u car elle ne vaut pas 0
en 0.
Exercice 1.6 :
1. (a) Soitxeker(f).Alors go f(x)=g(f(x)) =g(0f)=0g, donc x € ker(go f) et ker(f) cker(go f).
Soit y e Im(go f), il existe x € E tel que y = g(f(x)), donc y € Im(g) et Im(go f) cIm(g).
(b) Supposons que go f =0(g). Alors, pour tout y € Im f, il existe x € E tel que y = f(x), donc g(y) = g(f(x)) =0 et y € ker(g).
Réciproquement, supposons que Im f < ker(g). Pour tout x € E, f(x) € Im(f), donc f(x) € ker(g) et g(f(x)) = 0, donc
gof=0.

3 1 3 1
2. (a f(f-3idg)=-2idg, donc f(iidE_Ef) =idf et f est un automorphisme d’inverse f71 = EidE_gf'

(b) (f-2idg)o(f—idg) = (f—idg)o(f—-2idg) = f2 —-f-2f+2idg= f2 —3f+2idg =0, puis on applique la premiere question.
(c) Soit x € ker(f —idg) nker(f —2idg), alors f(x) = x et f(x) = 2x, donc x = 0. De plus, si x € E, f2(x) -3f(x)+2x =0, donc
—“(ffEN-2fN+ f()—x=xetx=(f—idg)(x) — (f - 2idp) (f (x)).
Exercice 1.7
1. * = :supposons que ker(u) = ker(1%). Prenons x € ker(x)nIm(w). Alors il existe y € Etelque x = u(y). Donc u(x) = u? (») =0g
car x € ker(u). Donc y € ker(1?) = ker(u) et u(y) =0g. Donc x = 0. D’ou ker(v) nIm(u) = {0g}.
e < :supposons que ker(u) NnIm(u) = {0g}. On a déja ker(u) ker(u%) (voir exercice 1.6). Prenons donc x € ker(u%). Posons
y = u(x).Alors y € Im(u) et u(y) =0g, donc y € ker(u). Donc y = 0g. Ainsi, u(x) =0 et x € ker(u). D’'ou ker(u) = ker(u?).
2. e = :supposonsqueIm(u) = Im(uz). Prenons x € E. Alors y = u(x) € Im(u) = Im(uz). Doncil existe z € E tel que u(x) = uz(z).
Donc u(x—u(z)) € ker(u). ll existe t € ker(u) tel que x—u(z) = t et x = t+u(z) € ker(u) +Im(u). On a bien E = ker(u) +Im(u).
e Leftarrow :supposons que ker(u) + Im(u) = E. On a toujours Im(u?) © Im(w) (voir exercice 1.6). Prenons donc yeIm(u).
Il existe x € E tel que y = u(x). Comme E = ker(u) + Im(uw), il existe t € ker(u) et z € E tels que x = t + u(z). Donc y =
u(t+ u(2) = 1% (2) € Im(u?). On a bien Im (1) = Im(u?).
Exercice 1.8 : Soit x € ker(f). Alors f(g(x)) = g(f(x)) = g(0g) = 0g, donc g(x) € ker(f), et ker(f) est stable par g.
Soit yeIm(f) et x € E tel que y = f(x). Alors g(y) = g(f(x)) = f(g(x)) e Im(f), donc Im(f) est stable par g.
Exercicel.9:

e = : Supposons que u(F) = u(G). Prenons x = xg + xg € F +ker(u). Alors u(x) = u(xg) € u(F) = u(G), donc il existe xg tel que
u(x) = u(xg) et u(x—xg) =0g : x— xg € ker(u). Donc x = xg + (x — xg) € G+ker(u). Donc F +ker(u) c G +ker(u). On raisonne de
méme pour 'inclusion réciproque.

e < : Supposons que F +ker(u) = G+ ker(u). Prenons y = u(x) € u(F). Alors x € F +ker(u), donc x = xg + xg € G+ ker(u) et
¥y = u(xg) € u(G). Donc u(F) c u(G). On procéde de méme pour l'inclusion réciproque.

Exercice1.10:

1. (a) On applique la définition. On vérifie ensuite que les degrés vont bien.
(b) Onrésout XP' — P = 0. On trouve ker(¢p) = Vect(X). Puis, pour P = aX®+bX+ ¢, on trouve ¢(P) = aX?— c. Donc Im(¢p) =
Vect(X2,1).
(c) Immédiat.
(d) Non dans les deux cas en calculant ¢ o ¢.
2. (a) Pour montrer que f est linéaire, on applique la définition. Il faut aussi voir que deg(f(P)) < 3. Or, deg(P + (1 - X)P') <
max(deg(P),deg((1 - X)P)) et deg(P) < 3 et deg((1— X)P") =1 + deg(P') = deg(P) <3.
(b) Onrésout P+ (1—X)P' =0 pour le noyau. On trouve ker(f) = Vect(X —1).
Exercice I1.1:
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III. Dimension finie

1. (a) Si(x,y,22e€ PnD,alors (x,y,2) =A(-1,1,2) et —A+21-2A=0donc A =0.
(b) Soit (x,y,2) € E. On cherche A e Ret p € P tels que (x,),2) =A(-1,1,2) + p < (x+A,y—A,z—2A) € P. En remplacant
dans 'équation on trouve (x+ A,y —A,z—21) e P,donc x+ A +2(y—A) - (z—21) =0, d’ou A = z— x —2y. Ainsi, (x, y, z) est
bien dans la somme P& D.
(c) D’apreslaquestion précédente, I1p p(x,y,z) = (Xx+2y—z,—x—2y+2z,—2x—4y+22).PuisTlpp(x, y,2) = (x,y,2)-pp(x,y,2) =
(z=2y,x+3y—2,2x+4y—2).

2. (@) SiPeFnGgG,alors P aune racine de multiplicité 3, donc est nul. On écrit ensuite P € Ry [X] comme P = (X - 1)Q + R, avec
deg(R) <0.
(b) On écrit X2+ X+1= (X —1)(X +2) + 3 en faisant la division euclidienne. Or (X —1)(X +2) € Fet3 € G. Donc (X -1)(X +2)
est le projeté de X?+ X +1surFet(X—1)(X+2)—3estson symétrique.

Exercice I1.2:
1. (a) On applique la définition.
(b) On vérifie que po p = p. Puis, F =Im(p) = {3x -5y + 5z = 0} = Vect((5,3,0), (-5,0,3)) et G = ker(p) = Vect((2,2,1)).
2. (a) Onapplique la définition.
(b) On vérifie que so s =id. Puis, F = ker(s —id) = Vect((0, 1,0), (1,0,1)) et G = ker(s +id) = Vect((0, 1, -1)).
Exercice I1.3 :
1. Onconsidere s: M € My (K) — M € 4y (K). L'application s est bien linéaire (voir cours sur le calcul matriciel), et sos =1id_,, () :
s est une symétrie vectorielle de .4, (K). C’est la symétrie par rapport a F = ker(s—id g, )) parallelement a G = ker(s+id_, ())-
OrMeF < M'-M=0 < Me¢ Yn(K) et de méme G = o7, (K). On a donc bien 4, (K) = %, (K) & o7/, (K).

2. Onconsidere s: (x— f(x)) € R — (x— f(=x) e RR. C’est bien une symétrie et I = ker(s +idpr) et P = ker(s — idpr).
ExerciceIl.4:pop—p= i(id5+f)0(idE+f) - %(idE+f) = —iidE+if2. Doncpop=p < —%id]g+;lf2 =0 < idg= f2.
Exercice I1.5:

1. Soitx€ E. xeker(f —1lidg) < (f—-2Aidg)(x) =0 < f(x) = Ax.

2. Soit x € Ej. Alors f(x) = Ax, mais comme E) estunsevde E, Ax € Ej. Donc E) est stable par f.

3. Soit x € E). Alors f(x) = Ax, donc fig, est une homothétie de rapport A.

Exercice I1.6 : Supposons que uo p + pou =0 ). Alors en composant par p a gauche, pouop+pou =0 g (car p2 = p), puis en
composant a droite : 2pouo p = 0 (), donc pouo p = 0y (). En revenant a I'égalité précédente, p o u = 0 (f), et en revenant a la
premiere, uop =0 (f).
Exercice I1.7 :
. p2 =(po q)2 =po(gop)og=(poq)oq=poq=p.Comme p estun endomorphisme de E qui vérifie p2 = p, C'est un projecteur.
On procéde de méme avec q.
¢ Soit x € ker(p). Alors q(x) = q(p(x)) = q(0g) = 0, donc x € ker(q). D’ol1 ker(p) c ker(q). On procede de méme pour I'inclusion
réciproque.
Exercice III.1 :
1. On applique simplement la définition.

2. Comme f(1) = X, f(X) = X>—1et f(X?) = X3-2X, Im(f) = Vect(X, X*> 1, X3 —2X). Cette famille est libre car elle est échelonnée
en degrés.
Onrésout f(P) =0 < aX3+bX?+cX-2aX-b=0 < a=0,b=0,c=0, donc ker(f) = {0}.

3. f estinjective car ker(f) = {0}, mais n’est pas surjective car dim(Im(f)) =3 <4.
4. On trouve Im(¢) = Vect(X +1, ~x3+ X% +2X) et ker(¢p) = Vect(X —1). Donc ¢ n’est pas injective ni surjective.
Exercice II1.2 :
1. Onapplique la définition pour la linéarité. Il faut ensuite voir que deg(P(X+1)—P(X)) < deg(P(X)) et que deg(XP’ —2P) <deg(P).

2. Peker(J]) &< P(X+1)=P(X) < P =constante, doncker(J) = {1, A € R}. Donc dim(ker())) = 1 et d’apres le théoréme du rang,
rg(J) = dim(R, [X]) — dim(ker())) = n = dim(R,—1 [X]), donc Im(J) = R, —1 [X].

3. Soit P = Xk. Alors L(P) = (k—2)Xk. Ainsi Im(L) = Vect(—2,—X,X3,...,(n -2)X™), et rg(L) = n, et dim(ker(L)) = dim(R, [X]) —
rg(L) = 1. On remarque que L(Xz) =0, doncker(L) = Vect(XZ) par dimension.

Exercice I11.3 : En résolvant le systéme, on voit que ker(f) = {(0,0,0)}, et comme f est un endomorphisme en dimension finie, elle est
automatiquement un automorphisme.
Exercice I11.4 :

1. p(u) =xpler) + yp(e2) + zple3) = (x+ y+ z)ey + (x— y)es + Azes.

2. Comme ¢ est un endomorphisme en dimension finie, si elle est injective, elle est automatiquement surjective. En échelonnant
la matrice associée, on trouve ker(f) = {0} < 1 #0.

Exercice IIL.5 :

1. o La suite nulle vérifie bien la relation de récurrence.
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III. Dimension finie

o Soitu,ve Eet LeR.Pour n €N, (Au+ v)p+3 = Ap+3 + Unt3 = AlUps2 — Upe1 —6Up) +4Vp40 — Upse1 — 6V = 4(Au+
Vp2— Au+v)p41 —-6(Au+v)y. Donc Au+veE.
Ainsi, E estun sev de R".

2. On vérifie facilement que ¢ est linéaire.

o Injectivité : u € ker(¢) < up =0,u; = 0,up = 0. On montre alors par récurrence que pour tout n € N, u; = 0. Donc
ker(p) = {Opn} : ¢ est injective.

o Surjectivité : On prend (a, b, c) € [R3, on montre alors par récurrence qu'il existe (1) € E telleque ug = aetuy =bet up =c.
Donc ¢ est surjective.

3. Onadonc dim(E) = dim(R3) = 3. Deux facons pour trouver une base :
« soit on prend les antécédents de la base canonique de R3 et on cherche une formule pour ces trois suites.

« soit on cherche une suite sous la forme u = (r"") € E: on trouve r = -1, r =2 et r = 3. Donc ((-1)"), (2") et (3") sont trois
suites dans E. On vérifie qu’elle sont libres.

Exercice I11.6 :
1. On applique simplement la définition.

2. Comme dim(®R,[X]) = n+1 = dim(®""1), il suffit de vérifier que ¢ estinjective. Or P € ker(¢p) <= P(ap) =P(ay)=...=P(ap) =0
donc P a n+1racines, et P =0.

3. Clestla définition de la bijectivité!
Exercice I11.7 :
1. Comme p est le plus petit entier tel que fP = 0 (E), On a f"’f1 # 0 (p)- On prend x € E tel que fpfl(x) # 0. Montrons que

p-1

(x, f(x), ...,fp_l(x)) est libre. Prenons /LO,...,/lp_l e K tels que Z /l,-f’ (x) = 0g. On compose avec f"’_l I'égalité précédente :
i=0

il reste Aofp_l (x) =0, donc Ag = 0. On procede alors par récurrence sur k € [0, p — 1] pour montrer que g =--- = A =0.

2. Comme la famille est de cardinal p et est libre, ona p < n. Donc f"* = fP o f""P =04 (f).

Exercice I11.8 : Comme E est de dimension finie, il existe une base % = (x1,...,xy) de E. On a donc py,..., pn € N* tels que pour tout
n n
i€ [1,n], uP(x;) = 0g. Prenons p = max{py, ..., pn}. Soit x € E et notons x = Z A;x;. Alors uP (x) = Z A;uP (x;) = O par définition de
i=1 i=1
p. Ainsi, u” = 0.4 (g) donc u est nilpotent.
Exercice I11.9 :
1. On doit montrer que:Vy€E, f(y) = Agy.
2. Comme xg # Of et (xp, ) estliée, il existe p € K tel que y = uxg. Donc f(y) = uf(xo) = pAoxo = Aoy.
3. Il existe 1] et Ap € K tels que f(xg+y) = A1(xp+y) et f(y) = A2y. Or f(xo+y) = f(x0) + f(y) = Apxp + A2y, donc par liberté,
A1 =2p =A2.Donc f(y) = Agy.
4. On abien montré que f est une homothétie de rapport Ag.
Exercice I11.10:
1. Soit x € ker(f) N Vect(a). Alors x = Aa pour un certain A € K et f(x) =0. Donc Af(a) =0 et A = 0. Ainsi, ker(f) et Vect(a) sont en
somme directe.
De plus, comme f est non nulle, dim(f) = n—1 et dim(Vect(a)) = 1, donc E = ker(f) @ Vect(a) par dimension.
2. pestun endomorphisme de E. De plus, si x € E, alors pop(x) = p(f(x)a) = f(x)p(a) = f(x) f(@)a= f(x)a= p(x). Donc pep=p
et p est un projecteur.
ker(p) = ker(f) et Im(p) < Vect(a) et on a égalité par dimension.
Exercice III.11 : Soit ¢ : P € C;[X] — P(a)C. On vérifie que ¢ est une forme linéaire. Elle est non nulle car ¢(1) # 0. Donc H = ker(¢) est
un hyperplan de C,[X]. Les polyndmes X —a, (X — @)X, ..., (X —a) X" sont tous dans H et forment une famille libre (car échelonnée en
degrés. Comme cette famille est de cardinal n — 1, c’est une base de H.
Exercice I11.12:
1. Prenons P € K, [X]. En faisant la division euclidienne de P par X — a, on obtient, P = P(a) + (X — a)Q. Donc ¢(P) = ¢(P(a)) =
P(a)p(1). Ainsi, A = ¢(1).
2. Prenons P € K, [X]. On utilise la formule de Taylor : P = P(a) + P'(a)(X — a) + (X — a)?Q. Donc @(P)=P(a)p(1) + P (@) p(X — a).
Ainsi, A=) etu =X —a).
Exercice III.13 : On raisonne par analyse-synthese :
« Analyse : supposons que la matrice A convienne. Alors pour tout (i, j) € [[l,nﬂz, ¢(E; j) = w(AE; j) = a; j. Doncona a; j =
@(Ej, ).
o Synthése: soit A= (‘P(Ei,j))(i,j)e[[l,n]]z- On vérifie que M — tr(AM) est linéaire. Alors pour tout (i, j) € [1, n], @(E; j) =tr(AE; j):
les applications linéaire ¢ et M — tr(AM) coincident sur une base donc sont égales.
Exercice I11.14 : On montre d’abord Im(f + g) < Im(f) + Im(g) : soit y € Im(f + g), il existe x € E tel que (f + g)(x) = y, donc y =
f(x) + g(x) e Im(f) +Im(g).
Puis rg(f + g) < dim(Im(f) + Im(g)) = dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(Im(f) nIm(g)) < rg(f) +rg(g).
Exercice I11.15:
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III. Dimension finie

1. Soit x € E. Alors f(x) + g(x) = x, donc x € Im(f) +Im(g), et E = Im(f) +Im(g).
Ainsi, rg(f) +rg(g) = dim(E), donc il y a égalité. Ainsi, E = Im(f) & Im(g).

2. Encomposant f+g =idg agauche par f, ontrouve fog = f— fo f. En composant a droite, gof = f— fof.Onabien fog=gof.
Soit x € E. Alors fog(x) € Im(f) et go f(x) € Im(g). Donc fog(x) e Im(f) NIm(g) ={0g}. D’ol1 fo g(x) =0.
3. Comme fog=0gE),ona f— f2 =0 (), donc f est un projecteur. De méme pour g.
Exercice I11.16:

1. Prenons 1 € N avec n = 2. Alors ¢(X™) = a(X + 1) + a(X — 1)" — 2aX" est de degré n—2 (en développant avec Newton). De
plus, ¢(X) = 0 et ¢(1) = 0. Ainsi, pour tout polyndome P € K[X], si deg(P) = 2, alors deg(p(P)) = deg(P) —2 et si deg(P) < 1,
deg(p(P)) = —co.

2. D’apres la question précédente, P € ker(¢p) <= deg(¢(P)) = —oco <= deg(P) < 1. Donc ker(¢p) =K [X].

3. Soit n € Navec n. Lapplication |, ,x] esta valeurs dans i , [ X]. Par dimension, elle est surjective sur K, [X]. Ainsi, si P € K[X],
et n=deg(P), alors il existe Q € K, +2[X] tel que ¢(Q) = P : ¢ est surjective.
Exercice II1.17 :
n
1. Lapplication ¢ : P € Ry [X] — Z po (1) € R est une forme linéaire, non nulle car ¢(1) # 0. Donc A = ker(¢) est un hyperplan de
k=0
R;[X], donc de dimension n.
. k! . .
2. Prenons P = A+ u(X — 1)¥. Alors, pour tout j € [1,k], PV = W(X— 1)*J, donc PV (1) = 0'si j # k et PP (1) = kI. Donc
-
@(P)=A+pkl=0 < A =—pk!. Donc AnVect(1, (X - 1)¥) = Vect(—k! + (X - ).

3. Lafamille (—k!+ (X — Dk)k(—:[[l,n]] est échelonnée en degrés, donc libre et de cardinal n. C’est donc une base de A.

Exercice II1.18 : Remarquons déja qu’on a toujours Im(uz) c Im(u) et ker(u) c ker(uz) (exercice 1.6). On a égalité ssi rg(u) = rg(uz) et
dim(ker(w)) = dim(ker(u?)). Mais ces deux derniére égalités sont les mémes d’apres le théoréeme du rang.

Ainsirg(u) = rg(uz) — Im(u) = Im(%) et ker(u) = ker(?). Or on a vu dans I'exercice 1.7 que Im(u) = Im(1?) < ker(u) +Im(u) = E
et ker(u) = ker(uz) < ker(u) nIm(u) = {0g}.

Ainsirg(u) = rg(uz) < ker(u) +Im(u) = E etker(u) NIm(u) = {0} < E =Im(u) & ker(u).
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