Séries numériques - Exercices

Exercice 1. Déterminer la nature des séries suivantes :

1 1
L L VD 5. % sin o, 3 VrFIcosn
n=1 Vhi(n+1) e} n = 12
= 1
2. ) (1-en?) 6. Y sin(—z) 0. In(n) + arctan(n)
n=1 n=1 n =1 n+1
1
3. 7. cos( ) vn+l-vn
nz>:2 \/n2 \/n2+1 ,;1 1. n;l "
1 10 —n
4, _ 8. —— 12. n
,;’1 n? —In(n) ,;b 1+ a2” ,;0

Exercice 2. Pour quelles valeurs de x les séries de termes généraux suivants convergent?

U, = sm(;;x) 2. v, =nx".
n
. -1)
Exercice 3. 1. Pourtoutn =1, on pose S, = .
= Vk
xn
2. Pour quelles valeurs de x la série Z —— converge-t-elle?
nx=1

Exercice 4. Justifier la convergence puis calculer les sommes des séries suivantes :

1 1 1 no3n-2 2n+1
1. (1— ) ‘ 2. ¥ 32(1)2 4y x
0 .

=1 h! n+1 e e —1 32n+1

3
Exercice 5. 1. Justifier que la série ) | converge. On note S sa somme.
i hn+1)(n+2)(n+3)

2. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout entier naturel z nonnulona:

3 _a+ b
nn+3) n n+3

3. En déduire la valeur de S.

1
4. Montrer que la série Z —————— converge et calculer sa somme.
> h(n+1)(n+2)

Exercice 6. Pour quelles valeurs de a, b et c € R la série Z (avn+bvn—-1+cvn-2) converge-t-elle? Donner la somme
n=2
dans ces cas.

Exercice 7. 1. Montrer que la série Z T converge. On note S sa somme.
n=0

N
2. SoitN=1letf:x— Z x". Pour x # 1, déterminer une expression sans Z de f(x) puis de f'(x).
n=0

3. En déduire la valeur de S.

L |
Exercice 8. Pour tout n € N*, on pose uy, = Z - In(n).
k=1
1. Déterminer un équivalent de (u,+1 — U,) lorsque n tend vers +oo.

2. En déduire que la suite (u,,) converge vers un réel noté y.

1
3. En déduire que la série Z — diverge et déterminer un équivalent de ses sommes partielles.
n=1

n,—n

. n
Exercice9. On pose u, =

e

pour n=1.
n!

P . ‘o P Un+1
1. Déterminer la nature de la série de terme général ln( " )
Un

2. En déduire qu'il existe C >0 tel que : n! ~ Cv/nn"e™".
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) . : NPT 22" (n)? 7w
3. On a démontré dans le chapitre sur l'intégration que : ~ .
2n+1)! 22n+2)
Déterminer la valeur de C.

. . ) . .. u
Exercice 10. 1. Soit (#;) une suite de réels strictement positifs. On suppose que nl — /.
u, hn—+oo

(@) Sil¢| <1, montrer que la série Z u, converge.

(b) Si|¢|>1, montrer que la série )  u,, diverge.

(c) Donner un exemple de suite () telle que ¢ =1 et la série Z u, diverge, puis un exemple avec ¢ = 1 et la série
)" uy, converge.

n!
2. Déterminer la nature de la série Z — a" pour a > 0.
n

Exercice 11 (Séries de Bertrand). On considére la série )| ————
=, ne(Inn)p

, 0l a et B sont des réels fixés.
1. Pour quelles valeurs de a et § la série diverge-t-elle grossiérement?
2. Montrer que si a > 1, alors la série converge quelle que soit la valeur de S.
3. Montrer que si a < 1, alors la série diverge quelle que soit la valeur de S.
4. On suppose maintenant que a = 1.
(@) Si B =0, montrer que la série diverge.
(b) On suppose que > 0.

i. Montrer que la fonction f: x — est strictement décroissante sur [2, +ool.

1
x(Inx)B
ii. En déduire la nature de la série.

5. Quelle est la nature de Z (\/ In(n+1)-Vin n)?

n=1
Exercice 12. Soita >1.

1
1. Soit n € N. Justifier que la série Z — converge.

kzn+1
+00 1
Onnote R, = ), —.
k=n+1 k

*dr
2. Soit a > 0. Déterminer lim —.
x—+oo J, %

3. En déduire un équivalent simple de R, lorsque n tend vers +oo.
4. Pour quelles valeurs de « la série Z R, converge-t-elle?

Exercice 13. On pose uy =1 et pour tout n €N, U, = uye .

1. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer un équivalent de u,+; — u, al’aide de u,
L. 2

3. Quelle est la nature de la série ) uj?

4. Déterminer la nature de la série Z u,. On pourra poser v, = In(u,) en justifiant 'existence.

+00
1
Exercice 14. Pour a > 1, on pose {(a) = )_ e
n=1

1. En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer la limite de (1 — @){ () lorsque « tend vers 1*.

2. En déduire un équivalent de {(a) lorsque a — 1*.

Exercice 15. On considére A'ensemble des entiers naturels non nuls qui s’écrivent sans le chiffre 9. On note (u,,) la suite
croissante des éléments de A.

1. Soit m = 1. Déterminer le nombre de chiffres de m en fonction de m.
no1 [logy (un)|+1 gk
2. Soitn=0.On pose S;, = Z — . Justifier que S, <

1
k=0 Uk k=1 10

1
3. En déduire que la série Z — converge.
Un
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Indications - Solutions

Exercice 1:
! 1l Eri tat itifs et 1 "Zld' (Ri ),d I Z ! di
——— ~ —, les séries sont a termes positifs et la série ) — diverge (Riemann), donc la série ) ——— diverge.
vnn+1) n P n § vnn+1) &

2
2. 1-e/" |~ |- qui est le terme général d'une série convergente (Riemann) a termes positifs. Par comparaison, la série

_Un?
Z(l e ') converge absolument.

1 1 1 1
3. =-1-—-1- = ‘—— +o(/nd)| ~ = qui est le terme général d’'une série conver-
21 n 2n? 2n? n3 nd
1 1
gente (Riemann). De plus, les deux séries sont a termes positifs, donc par comparaison, la série Z ——— - ——— converge
n2-1 vVn?+1
absolument.
1
4. Comme m — qui est le terme général d'une série convergente et que les termes généraux sont positifs, par compa-
n—In(n

raison, la série ) converge absolument.

n? —1n(n)

. (1 1 . - . . . .
5. sin (— ~ — :les deux suites sont positives, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série ne converge pas.
n

n
1 1
6. sin| — |~ — les deux suites sont positives, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série converge.
n n
1 P s
7. cos| — | = 1#0, donc la série diverge grossiérement.
n
n a}’l
8. Silal>1, 2n —n W qui est le terme général d'une série convergente, donc la série converge absolument.
a a
Silal=1, == donc la série diverge grossiérement.
Silal <1, ~]a|™ qui est le terme général d'une série géométrique convergente, donc la série converge absolument.
vn+1cos(n) 1 . P , - . PRSI - -
9. | /35| < 373 Quiest le terme général d’'une série convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, la série
n n

converge absolument.

In(n) +arctan(n) In(n) . . . R In(n)
10. ~ . Les séries sont a termes positifs donc ont la méme nature. De plus,

1
= — qui est le terme général
n

n+l1
d’une série divergente. Donc la série diverge.

vn+1l 1
11. \/_ 7 V1+1l/n-1) ~ 3 Pyl qui est le terme général d'une série convergente. Par comparaison de séries a termes

posmfs, la série converge.

—_ 2 —_ 2 Py 2 N E) 2. _— 2 .
12. n'2e™ —0,donc n'%e™ = 0(1/n?). La série étant A termes positifs, la série > n'%e™" converge par comparaison.
Exercice 2 :
sin(nx) 1 . s i -
1. Pourtoutx€R, | —5—| < —;, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série converge absolument.
n n

2. Si|x|=1, lasuite nx" ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
. L1 . . .
Si |x| < 1, on peut par exemple comparer a = n3x" -0 par croissances comparées, donc |nx"| = o(1/ n?) et par comparaison
n
a une série de Riemann convergente, la série converge absolument.

Exercice 3 :
1

1 1 1 1
e - 0
Vep+1 ,/2p+3+,/2p+1 \Vep+2 \/2p+1<
n

. X . ) PETEN s
2. Silx|>1, alors T ne tend pas vers 0 par croissances comparées. Donc la série diverge grossierement.
n

1. Déja, Sop+1—S2p=-— — 0. Puis, S2p+3— S2p+1=— >0etSzpi2—S2p=

1
Si x =1, la série de terme général 7 diverge (Riemann).
n
n
Si|x| <1, on prend y tel que |x| < y <1 et alors % =o(y™) car L} <1 etlasérie Zyn est géométrique convergente.
n y

n
Si x = -1, la série ne converge pas absolument car

~ —. Par contre, d’apres la question précédente, elle converge.

Vvn

sqrtn
Exercice 4 :

1 1 1
1. Pourtoutn=1,0< - (1 - ) < — qui est le terme général d'une série exponentielle donc convergente.
n!

1 L
n (m+1! 0 (N+D)!

1
Soit N=1, Z (
- n! n+1

— 1 par téléscopage.
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2. Ona ~ — donc par comparaison des séries a termes positifs, la série converge. Puis, = - , donc pour
n?— 2 n2-1 n-1 n+l
N N-1 N+1
1 1 1 1 1 1 1 3
N22, Y ———— =Y 2oy Sel4io D
n—n-1 n+l ;=in ;=3n 2 N N+1 2
(-pn2dn=2 g n - o 1 1 _3
—————=—|—-=| ,etcomme |-—| < 1, la série est géométrique convergente. De plus, la somme vaut — — = —.
32n+1 12\ 9 12 1+g 68
x2n+1 (x 2\n ul 2n+1
4. Comme =x c’est une série exponentielle. Or, la série Z — converge pour tout u € R, donc la série Z
converge aussi.
+oo0 ,.2n+1 5
— X
De plus, Z T =xet
n=0
Exercice5:
, s . 3 3 . L. - .
1. C’est une série a termes positifs et ~ — qui est une série de Riemann convergente. Par comparaison, la
nn+1)(n+2)(n+3) nt
série converge.
3 n+3-n 1 1
2. Ontrouve = =——-—
nn+3) nn+3) n n+3

3. Pour N=1,

2

3 N 1 1 1 1
_ln(n+1)(n+2)(n+3) Znn+)(n+2) m+D)n+2)(n+3) 6 (N+1(N+2)(N+3)

1
par téléscopage. Donc S = 5

1 1
4. La série est a termes positifs et ———————— ~ — qui est une série de Riemann convergente.
nn+)(n+2) nd
. ;" 14 . 1/2 1 1/2
Puis on décompose en éléments simples: —— = — - ——+ ——.Pour N> 1,

nn+1)(n+2) n n+l n+2

1N1 N+11 1N+2 1 1 1

N 1 1 1
Z— - —+ = —=—+-—=- + +
‘nn+D)(n+2) 220 on 220 2 4 2 N+l 2(N+1) 2(N+2)

1
Donc la somme vaut T

Exercice 6 : On fait un développement limité de u,, = avn+bvn—-1+cvn-2:
11 11 ) 1 1 2
up=vna+b(l-—+—)+c(l-—+—)+0(1/n%))=vn(a+b+c+(=b/2—c)—+(b/8+c/2)— + o(1/n%)).
2n  8n? n 2n? n n2

Doncsia+b+c#0, uy ~ (a+b+c)v/n qui ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.
Sia+b+c=0,et—b/2—c#0,alors u, ~ (—b/2 - c)— et par comparaison, la série diverge.
n

Enfin, si a+b+c=0et —b/2— ¢ =0 alors uy = O(1/n?) donc la série converge.
Dans ce cas, on trouve ¢ = —b/2, et a=-b/2, donc u, = a(vn-2vVn—-1+vn-2). Pour N=2,

N N N-1 N-2
Yup=al) vn-2Y v+ Y Vi|=a-2+V0+1+VN+VN-1-2VN-1)
n=1 n=1 n=0

n=2

1
OrvVN-vVN-1~ \/Nﬁ — 0, donc la somme vaut —a.

Exercice 7 :
n n
1. On peut par exemple remarquer que n23—n — 0 par croissances comparées, donc 3= 0(1/n?). Par comparaison, la série
converge.
N+1 N N+1 N+1 N
-X -(N+Dx"(1-x)+1-x Nx -(N+DxV +1
2. Six#1,alors f(x) = .Donc f'(x) = ( Jo A0+ ) _ ( )
1- (1-x)2 (1-x)?
N N N —(N+ D4 +1
1 n 3N+T N 9
3. Onaaussi f'(x) = nzl nx". En particulier, pour x = 3 Z 3= S ry 3 ~3° S.
= n=1 3
Exercice 8:
1 L 4D+ = — @+ 1/n) Lo L owmd) !
. Upy1—Upn=——-In(n n(n)=——-1In n=——-—+—+ol/n)~-—.
I T n+1 n+l n 2n2 2n?

2. Par comparaison de séries a termes de signes constants, Z Up+1 — Un converge absolument. Donc la suite (1) converge.
3. Onobtient ) % —In(n) =y +o0(1), donc Y = In(n) +y+o0(1).

k=1 k=1
Exercice 9:
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1. Oncalcule:In
( (n+D!n"e "y/n pn+l/2

3—2 + o(l/ns)) -1= 12—2 + 0(1/n2), donc la série converge par comparaison a une série de Riemann.
n n

Un

1}’l+1 -n-1 1 ! 1n+1/2 -1
“"“):m((”+ e vndlnl) (DT o+ 1 —1 = (n+1/2)(1 n—1/2n2 +

2. Ainsi, la suite vy, = In(uy) converge : il existe A € R tel que v;, — A. Par continuité de 'exponentielle, u;, — e, en posant

C=e¢"4>0, ontrouve I'équivalent voulu.
\/T ZZnCZ n2n+1 e—Zn
4(n+1)  CV2n+1@n+1)2n+le—2n-1’

2n+ 12" /op 51 V2n+1 V2n+1
-1 ( ) _VvT (1 +1/2m2"*1 Or V2 et (1+1/2m)21+] = g@n+DIn(+1/2n) _

donc C ~ Ve - vn+
22n+1, /¥ 1 p2n+l e vn+1 n+1
e@n+t/Cm+o() _, o Dot C = V2.

Exercice 10 :
1. (a) Supposons |¢| < 1. Alors il existe || < k < 1 tel que pour tout n = N,

3. Onremplace:

Up+1

< k, dolt uy4+1 < kuy. Par récurrence, il existe
Un

M=0telque uy <M kN pour tout n = N. Par comparaison a une série géométrique, la série Z uy converge.

Un+1

(b) Si|¢|> 1, alors a partir d'un certain rang, > 1, donc la suite est croissante, elle ne peut pas converger vers 0. La série
Un

diverge grossierement.

1 Un+1 . PR .
(¢) Onprend u, = — avec a € Rde sorte que —— — 1. Si a < 1, la série diverge, sinon elle converge.
n Un
n! n . N . .ps Up+1 -n a -
2. Onpose up = —a" qui est une suite a terme strictement positifs. On a alors =a(l+1/n)”" — —. Donc la série converge
n”" Un e

si a < e et diverge si a > e. Pour a = e, on ne sait pas. On peut utiliser 'équivalent de Stirling (exercice 9) : — e” ~ v2zn donc la
nn
série ne converge pas.

Exercice 11 :

1. Sia <0, alors la série diverge grossierement par croissances comparées. Si @ =0 et § <0 aussi. Si alpha <0,ona T()ﬁ -0
n%®In(n
quel que soit B par croissances comparées.

2. Prenons a > 1. On prend y tel que 1 < y < a. Alors nY — 0 quel que soit B par croissances comparées.

n®In(n)h - n®YIn(n)B
1
Donc T()ﬁ = o(1/nY). Par comparaison avec une série de Riemann, la série converge donc quelle que soit la valeur de f.
n%In(n

1 1 1
3. Prenons a < 1. On proceéde de méme en prenant y tel que a <y < 1. Cette fois on a — = 0o(————). Comme la série ) — ne
p p ytelq Y o7 (n“ln(ﬁ)) va
1

converge pas, la série Z ‘H—()ﬁ
n%In(n

ne converge pas non plus.

1 1
4. (a) Sif<0,alors W > — qu1 est le terme général d'une série qui diverge.
nin(n

(b) i. Les fonctions x — x et x — ln(x)ﬁ sont strictement croissantes et positives sur ]2, +oo[, donc f est strictement dé-
croissante.
ii. On fait une comparaison série-intégrale, pour n=3:

n+1 d 1 n drd N+ 1 d
ndrs ——— < ndt t ndr
fn 1@ n(n(n))P fn—1f( ) Oncfz find ,122 n(nm)pf ~ 21n(2)/3[ 1o

N 1 N+1 1
Or, si B # l,f f(ode= ﬁ[111(1,‘)*/5“]1\’qui convergesil-f<0 < f>1 etf fde = ﬁ[ln(t)’ﬂﬂ]évﬂ
2 - 3 -

N+
qui diverge si § < 1. Puis, si 8 =1, f f0dt = [In(n()) Y qui diverge.
3

Donc la série converge ssi > 1.

In(n+1) —In(n) In(1+1/n) 1 L
vV 1 +1)— v/ 1 = = ~ .Lasé d |
© Vintn+D now Vin(n+1)++vIn(n) vIn(n) +In(1+1/n) + vIn(n) ann(n)% aserie diverge

Bon, on peut aussi remarquer que c’est une série téléscopique...
Exercice 12:

1. C’estle reste d'une série de Riemann convergente!

X dt 1 al=@
2.[ — =l carl—a<O0.
a t% l1-a a—1

) 1 L . k+1 dt 1 k dt N+1 d¢ 1
3. Lafonction ¢ — — est décroissante sur R}, donc pour tout k = n+2: — =< —= —. Donc — 4+ ——=
@ k =k Ji n+2 1% (n+1)®
N o1 fN dt
Y —= —.
ka

k=n+1 n+1 %
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1 n+2)l-« n+1l-@
, + ( ) <Rp=< L Or les deux cotés sont équivalents a
(n+1)@ a-1 a-1

D’apres la question précédente, pour tout 7 = 0

1 a

qu1 est donc I'équivalent cherché pour Rj,.

4. Lasérie ZRn converge ssi 1 —a < —1, c’est-a-dire, ssi a > 2.
Exercice 13 :

1. On montre par récurrence que i, > 0 pour tout 7 € N. Puis, pour tout n € N, uy+1 = upe” " < uy, donc (uy) est décroissante.
D’apres le TCM, elle converge vers £ = 0. Par continuité de ¢ — te™ %, £ = ¢e~!, donc soit £ =0, soit 1 = e ¢ ce qui donne aussi
¢ =0.Donc uy, — 0.

2. Upy1— Uy = up(e” " —1) ~ —u? car uy — 0.
L. N P . 2 . 2
3. Lasérie ) up41 — up converge et a termes négatifs. Donc par comparaison, ) —u; converge aussi, donc Y uj, converge.

4. Pour tout n, u, >0, donc v, =In(uy,) est bien définie. Puis, vy,+1 = vy — Uy, d'olt v,4+1 — vy = —uy. Comme la série Z Un+l—Un
converge, Z Up converge aussi.

Exercice 14 :

. . 1 . S
1. Soit @ > 1. La fonction ¢t — t_“ est continue et décroissante sur ]0, +oo[. Donc pour tout nn = 2,

fﬂﬂ dr 1 fn dt
n tll an n-1 t(l

En sommant, on trouve pour N = 2 et en multipliant para —1:

N+1dt N d th
(a—l)fz t—as(a—l Z—as —1)f

N+l dt [(f1-aN+1 1 Nde
Or (a - 1) = L= et(a—-1) — 1. Donc pour tout @ > 1,
N—+oco 20-1 1 t% N—+oco

FS(“-I)((!}C)SI

D’ou (a — 1){ (@) — 1 par encadrement.
a

1
2. Ainsi, {(a) ~ 1

Exercice 15:
1. Soit N le nombre de chiffre de m: 10N ™! < m < 10, donc (N-1) < log;(m) < N. Ainsi, N—1 = |log,(m)| et N = [log; o (m) | +1.

2. Onnote N = [logyo(un)| + 1 qui est le nombre de chiffres dans uj,. Alors pour tout k € [1,N], il y a moins de 9 nombres a k
chiffres sans 9 et chacun de ces nombres sont supérieur ou égal a 10¥~1 En regroupant les v par nombre de chiffres, on obtient

donc: Sy < .
" kgl 1okt

logio(un)l+1 gk +oo gk
3. La série est a termes positifs, et comme pour tout n € N,

ry (somme géométrique), la série

< _ =
e B (U e (L
converge.
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