Mathématiques

Devoir Surveillé de Cours 7 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Vingt-huit questions indépendantes).
1. Soit f: I — Ret ac€ I. Rappeler la définition de f est dérivable en a.
. Enoncer le théoréme de Rolle.
. Soit f: I — R. Rappeler la définition de f est lipschitzienne sur I.

2

3

4. Enoncer I'inégalité des accroissements finis.
5. Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée.
6

1
. Soit f:x— xzsin(—) définie sur R*.
x

(a) Rappeler la définition de f est de classe €' sur R*.
(b) Justifier que f est de classe €' surR*.

(c) Prouver que f est prolongeable par continuité en 0.
(d) Montrer que f est dérivable en 0.

(e) Justifier enfin que f” n’est pas continue en 0.
3x

e
7. Soit f:x— ] Prouver que f est de classe € sur R\ {—1} puis calculer sa dérivée n-ieme pour n € N.

8. (a) Soit f: IJF—)»CR une fonction. Rappeler la définition de f est convexe sur I.
(b) Prouver que:
i VxeR, e*=1+x
ii. Vx>0,In(x)=x-1.
9. Enoncer le théoréme de la division euclidienne pour les polynomes.
10. Poser la division euclidienne de A= X* + X3 - X +5par B= X? + 1.
11. Rappeler les formules pour le degré d'une somme, d'un produit et d'une composée de deux polyndémes.
12. Soit P € K[X] et m € [0,deg(P)]. Montrer que deg(P"™) = deg(P) — m.
13. (a) Soit P e K[X] et a € K une racine de P. Rappeler la définition de la multiplicité de a.
(b) Enoncer la caractérisation de la multiplicité d’'une racine avec les dérivées.
14. Soitn,p e Net a € K. Calculer ((X — a)”)(p).
15. Enoncer la formule de Taylor pour les polynomes.

16. Soit n € N. En considérant le coefficient du monome de degré 2n de P = (X2 - 1)?", montrer que
2
2n 2 2
Yy Dk ") = (—1)"( ”)
k=0 k n
17. Soit PeR[X] eta eC.

(a) Montrer que P(a) = P(a).
(b) Prouver que « est racine de P ssi « est racine de P.

18. Résoudre I'équation Q(X) = Q(X + 1) d’'inconnue Q € C[X] par analyse-synthése.
19. Soient ay, ..., a, € C des nombres complexes deux a deux distincts.
(a) Soit i € [0, n]. Montrer qu'il existe un unique polynome L; € C,[X] telque : Vj € [0, n], L;(a;) = J; ;.
(b) Soient by, ..., b, € C. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € C,[X] tel que: Vj € [0, n], P(aj) = bj.
20. (a) Rappeler la définition de polyndéme scindé sur K.
(b) Donner les relations coefficients racines pour un polynéme scindé sur K.
(c) Enoncer le théoréme de d’Alembert-Gauss.
(d) Quels sont les polynémes irréductibles de C[X]?
(e) Quels sont les polyndmes irréductibles de R[X]?
21. Factoriser X® -1 dans C[X] puis dans R[X].
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22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

Déterminer toutes les racines de P = X° —3X* —2X% + 14X? — 15X + 5 en commencant par chercher une racine
évidente et sa multiplicité.
Soit P = (X —2)(X — 1)(X + 1)(X +2). Montrer que P’ a trois racines distinctes qui sont toutes réelles.

1

(X-1)(X+2)(X+3)"
1

(x-1Dx+2)(x+3) s

(a) Décomposer en éléments simples

(b) Déterminer une primitive de f: x — ur ] —2,11[.

Enoncer la formule de Taylor-Young.

Donner les développements limités suivants :

(a) DL,,(0) de x— e* (d) DLy;4+1(0) de x— sh(x) (g) DL,(0)de x—In(1—-x)
(b) DLyp+1(0) de x— sin(x) (€) DLy, (0) de x— Clll(x) (h) DL,(0) de x — (1+x)%
(¢) DLy, (0) de x— cos(x) (f) DL,(0) de x— = () DLy,+1(0) de x — arctan(x).

Déterminer le DL5(0) de tan :

N . sin
(a) apartir de tan= —
cos

. 1
(b) en primitivant —.
cos
Déterminer les développements limités suivants :
(@) DL4(0) de xcos(x) —e*
(b) DL4(0) de xe*In(1 + x)
(c) DL3(0) de v/1 +sin(x)
(d) DLz(1)de V1+x

Exercice 2 (Une droite).
Soient A et B deux points de R? de coordonnées respectives (3,4) et (7,15). On note D la droite (AB).
Soit P € R[X] un polynéme.

1.
2.

Déterminer une équation de la droite D.

On suppose que le reste de la division euclidienne de P par X —3 est 4 et le reste de la division euclidienne de P par
X —7est15.
Déterminer le reste R de la division euclidienne de P par (X —3)(X —7).

. Quelle est la courbe représentative de R par rapport a celle de P?

LAS - Le Raincy 2/6 Devoir Surveillé de Cours 7



Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé de Cours 7 '

Correction de I'exercice 1 :

x)—f(a
1. | f estdérivable en a ssi le taux M admet une limite finie lorsque x tend vers a.
x—a

2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b et telle que f(a) = f(b). Alors il existe c €]a, b[ tel que
f'e=o0.
3. f estlipschitzienne sur I ssiil existe K€ Rtelque Vx,y€ I, |f(x) - f(»)I <= K|x—yl.

4. Soit f : [a, b] — Rune fonction continue sur [a, b], dérivable sur |, bl telle qu'il existe m, M € R tels que Vx €la, b[, m < f'(x) < M.
Alors, Vx#ye€la,bl, m< f(x))c;;(y) <M.

s f)-fla ‘
X

5. Soit f: I — R une fonction continue et a € I. Si f est dérivable sur I\ {a} et f’(x) P ¢, alor P
— —a —

6. (a) festdeclasse %' surR* si f estdérivable sur R* et f’ est continue sur R*.

(b) ‘ f estde classe %1 sur R* par opérations. ‘

(c) Pour tout x #0, —x’< fo)= x2, donc f(x) 0 par encadrement.

x—0

Donc‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
—f(x)—f(O) :xsin(i).Or xsin(i) fO-1O

0 < |x|, donc ————— —— 0 par encadrement.
X—
, (1 1 (1 , 1) -
(e) Pour x#0, f (x) =2xsin|—|—cos|—|. Or, 2xsin| — | —— 0 mais cos| — | n'a pas de limite lorsque x — 0.
X X X X

(d) Pour tout x #0,

x-0 x—0
Donc‘ f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. ‘
x—0

Donc‘ f' wa pas de limite en 0. ‘

7. e Soitg:x— 3*. La fonction g est de classe ¥ sur R et on montre par récurrence que YkeN, Vx € R, g(k) (x) = 3k &3,

1
e Soit h:x— Tz’ La fonction h est de classe € sur R\ {—1}. Montrons par récurrence que : Yk € N, Vx € R\ {-1},
X

-1kkl
h(k)(x)z%_
(1+x)k+1
1 ~1kk 1
> Initialisation : pour k =0, Vx e R\ {-1}, WO x) = — et kg =—.
1+x  (Q+xkl 1+x
~DFk!

> Hérédité : soit k € N. Supposons que Vx € R\{-1}, A (x) = = (—l)kk!(1+x)_(k+l). En dérivant, pk+D) (x) =

a1+ x)k+1
Y () = —(k+ DD A + 0~ * D1 = CpF e 110 + 0~ K2,

On conclut avec le principe de récurrence.

f estde classe € sur R\ {-1} par opérations. ‘Soit neN.

n _1 n—k _k| n 3k _1 n—k
D’apres la formule de Leibniz, | Vx € R\ {~1}, f(”) (x) = Z " gk edx (Sl G Ol = pled3¥ #
frrt k (1+x)n—k+1 Poart k!(1+x)n—k+l

8. (a ‘festconvexesur[si:Vx,ye LVtelo1], ftx+A1-Dy)<tfx)+ Q-1 f ().

(b) i Soit f:x— e*. f est deuxfois dérivable sur Ret Vx € R, f”'(x) = e* = 0. Donc f est convexe sur R. De plus, la tangente
4 % au point d’abscisse 0 a pour équation y = f'(0)(x—0) + f(0) <= y = x+ 1. Comme f est convexe, sa courbe est

au-dessus de ses tangentes: | VX €R, f(x) = x+1. ‘

1
ii. Soit f:x— In(x). f est deux fois dérivable sur 0, +oo[ et Vx >0, f"(x) = —— = 0. Donc f est concave sur |0, +ool.
X

De plus, la tangente 2 % au point d’abscisse 1 a pour équation y = f'(1)(x—1) + f(1) <= y = x—1. Comme f est

concave, sa courbe est en-dessous de ses tangentes : ‘ Vx>0, f(x) sx-1.

9. | Soit A, B € K[X] avec B # 0. Il existe un unique couple (Q,R) € [K[X]2 tel que A= BQ+ R etdeg(R) < deg(B). ‘

10. Ontrouve‘ A= (X2+X—1)B—2X+6.‘

11. Soient B,Q € K[X] non nuls :‘ deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)), deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), deg(P o Q) = deg(P) deg(Q). ‘

12. On procede par récurrence sur m :

« Initialisation : comme P = P, deg(P(O)) =deg(P) = deg(P) — m.
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« Hérédité : soit m € [0,deg(P) - 1]. Supposons que deg(P"™) = deg(P) — m. Alors deg(P"" V) = deg((P"™)") = deg(P"™) -
1=deg(P) -

D’apres le principe de récurrence, , deg(P(m)) =deg(P) -

13. (a) ‘ La multiplicité de a est myg = max{ke N | (X - a)kIP}. ‘

®) ‘ mq = min{k eN | P (@) #0}. ‘

1
14. Soit € N. Montrons par récurrence sur p € [0, ] que ((X - a)") P = %(X— )P,
n-p)!
!
« Initialisation : pour p =0, (X — a) )(p) X-a)et ( s Y X-a)"P=(XxX-a)"
n-p)!
!
o Hérédité : soit p € [0,n— 1]]. Supposons que [(X— a)”)(p) = %(X— )P,
n-p)!
n! n!
Alors (X —a)") PV = = (x—a)"" p\ =(n-p) X-—a)" P e = (x—q)P*D,
( ) (n —p)' Pn=p (n—(p+D)!
D’apres le principe de récurrence, | Yp € [0, n], ((X — a)”)(p) ( n T —X-a)"P.
n-p
Si| p> n, alors (X - ™) P = 0k ).
n p(k)
15. Soit PeK[X] dedegré neta el : Z (a) )k
2n
16. En développant avec Newton : Z ( )(Xz)k( 1)2"~k_Donc le coefficient de degré 2n de P est ( n) (-n".
- n
2n k 2n
D’autre part, en posant A = (X — 1)2" = Y arX“etB=(X+ 12" = Y kak, ona AB = P. De plus le coefficient de degré 2n de
k=0 k=0
2n
ABest ) apba,_g.
k=0

2 2
Or, avec Newton : pour tout k € [0,21], aj = ( ;) 12" ket b = ( I:l)

2n fop\( 2n 2n (op 2
Donc le coefficient de degré 2n de AB est Z ( )(Zn )( 1)271 k_ Z ( ) (—l)k par symétrie du triangle de Pascal.

K=o\ k K=o\ k
2n (2p)? 2
Ainsi, Z( ") -nk= ")(—1)".
K=o\ k n
n n n — n n
17. (@ SoitP=Y @ XF:Pl@)=)Y arak=Y arak=)Y aga*=)Y aa*, donc|P(@)=P@.
k=0 k=0 k=0 k= k=0

(b) aestracinede P < P(a)=0 < P(a)=0 < P@) =0, donc‘ a estracine de P ssi @ est racine de P. ‘

18. « Analyse : soit Q € C[X] tel que Q(X +1) = Q(X). Si Q n’est pas constant, alors d’aprés d’Alembert-Gauss, Q admet une
racine complexe a € C. Puis, Q(a + 1) = Q(a) = 0 donc a + 1 est aussi racine de Q. De méme Q(a +2) = Q(a + 1) =0, donc
a+2 estracine de Q. On montre par récurrence que pour tout n € N, a+ n est racine de Q. Donc Q a une infinité de racines
et Q = Ok [x] et Q est constant, ce qui est une contradiction. Ainsi, Q est constant.

« Synthése : un polynéme constant est bien solution du probléme.

Ainsi, | les seules solutions du probléme sont les polyndmes constants. ‘

19. (a) e Analyse:soit L; € Cy[X]tel que: V€ [0,n], L;i(aj) =5;;.
n
Alors pour j € [0,n] avec j # i, Li(aj)=0et aj estracine de L;. Donc H (X - a;) divise L;. Comme L; n'est pas nul,
j=0
Jj#i

on a donc deg(L;) = n. Mais comme L; € C;[X], deg(L;) = n. Ainsi, il existe A€ Ctel que L; = A H (X —aj). Puis,

j#t
1 n X-aj
Li(a))=1,donc A= ———— D'ou L; = [| L.
i O(a —a]) j=0 4i—aj
j#i J#i
n X—aj
o Synthése: Posons L; = [] . Alors deg(L;) = n, donc L; € Cy[X]. De plus, soit k € [0,n] :
i—0 ai—aj
n oa —a;
> sik=i:Lila)=[] — =1;
j=0 4i=aj
J#i
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

noap—a;

b osik#i:Lilap) =] L-o.
j=0 4i—4aj
j#i

DoncVje[0,n], Li(aj) =5 ;.

Ainsi, | il existe un unique polyndome L; € C,[X] tel que Vj € [0, 1], L;(a;) = §; ;. ‘

(b) « Unicité : soit P,Q € C,[X] tels que Vj € [0, ], P(aj)=bjetQ(aj)=Dbj.Alors P et Q coincident en n+ 1 points de C et
sont de degré inférieur ou égal a n. On adonc P = Q.

n n
« Existence: posons P = ) b;L;. Alors pour tout j € [0,n], P(a;) = ) b;§; j = b;.
i=0 i=0

Ainsi,‘ il existe un unique polynome P € C,[X] tel que Vj € [0, n], P(a;) = b;. ‘

(a) Un polyndéme P € K[X] est scindé sur K s’il s’écrit comme un produit de polynémes de K[X] de degré 1.
n
(b) Soit P = Z aka € K[X] un polynéme de degré n scindé sur K et ay,..., @, ses racines.
k=0
an— a
Alors|aj +-+ap=—""Letay-a,=(n"2,
an an

(c) ‘ Soit P € C[X] non constant. Alors P admet au moins une racine complexe.

(d ‘ Les irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1. ‘

(e) ‘ Les irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et ceux de degré de de discriminant strictement négatif.

Les racines de X® — 1 sont les racines sixiemes de l'unité.

s 6 6 > 2ikn
Donc la factorisation de X —1dans C[X] est:| X° —1= H (X —-e 6 )
k=0

. . 5. . 2. - 4.
On regroupe les racines complexes conjuguées : X® —1 = (X - 1)(X + 1)(X - el (X-elT)X-elT)X-elT)= (X-1(X+
1)(X2—2Re(ei%)X+1)(X2—2Re(ei%n)X+1),donc‘ X0 1=(X-DX+ DX~ X+ D)X+ X +1).

On remarque que P(1) = 0. Puis P’ = 5x* —12X3 - 6X? + 28X — 15, donc P'(1) = 0. Puis, P" = 20X> —36X? — 12X + 28, donc
P"(1) =0. Puis P =60X% - 72X — 12 et P""(1) # 0. Donc 1 est racine de P de multiplicité 3.
On pose la division euclidienne de P par (X — 1)3 =x3-3x%2+3X—1etonobtient P = (X- 1)3 (X2 -5)=(X- 1)3(X— \/5) (X+ \/5).

Les racines de P sont donc| 1 de multiplicité 3 et +v/5 qui sont simples.

On applique le théoreme de Rolle sur [-2,—-1] : P est continue sur [-2,—1], dérivable sur ] —2,-1[ et P(-2) = P(-1) = 0. D’apreés
Rolle, il existe a €] — 2, —1[ tel que P'(a) = 0. De méme, comme P(-1) = P(1) = P(2) = 0, il existe f €] —1,1[ et v €]1,2] tels que
P'(B) = P'(y) = 0. Ainsi, P’ s'annule en a < 8 < y qui sont trois réels distincts. Comme P’ est de degré 3, il n’a pas d’autre racine.

Ainsi, | P’ a trois racines simples qui sont toutes réelles. ‘

(a) D’apres le cours, il existe a, f ety € R tels que :

1 o« . B N Y
(X—l)(X+2)(X+3)_X—1 X+2 X+3°

1
e On multiplie par X —1 et on évalueen1: T a.
1
¢ On multiplie par X +2 et on évalue en -2 : ~3° B.

1
¢ On multiplie par X + 3 et on évalueen -3 : i Y.

1 1 1

1 =
12 3+4

Donc = + .
X-1DX+2)(X+3) X-1 X+2 X+3

1 1 1
(b) Une primitive de f sur]—-2,1[est| x — Eln(l -X) - 3 In(x+2)+ Zln(x+3).

Soit f une fonction de classe ¢ sur I et a € I. Alors f admet un DLy (a) et :

1" (n)
flx) = f(a)+f'(a)(x—a)+M(x—a)2+---+w(x—a)”+o((x—a)”).
x—a 2 n!
n .k n k
X _ X n _ =D" 2 2n
(@ e x:’()kgo - +o(x™ (¢) cos(x) x:’()kgo 2ol X%+ o(x*™)
(b) sin(x) = Xn: ix2k+1+o(xzn+1) (d) sh(x) = Xn: ;x2k+l+o(x2"+1)
¥=0 = 2k +1)! =0 = 2k +1)!
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ala—1 ala—1)---(a—n+1
(e) ch(x) = Z 2k | o(x2™ h Q+x% = 1+ax+¥x2+---+ ( et )x”+
_’Ok O(Zk)l x—0 2! n!
o(x™)
x"+o(x no(-nk
® 1- xx—»OkZ’O (i) arctan(x) = Z Lx2k+l+0(x2n+1).
x—»Ok_02k+l
n xk n =
Inl-x) = — +o(x
(® In( )xwk; o™
1 1 Xt Xt x?  5xt 4
27. (@ = > T = l+=—-—+Z+oixh = 1+—+—+o(x ).
cos(x) x*°1—%+§—4+0(x4) x—0 2 24 4 x—0 2 24
Donc
1 B O 2 5yt
tan(x) = sin(x) = x——+—+o(x) +—+o(x4)
cos(x) x—0 3! 5! 2 " 24
x? x* x2 5x* 4
= x[1-=+"=+o0txh —+—+o(x")
x—0 6 120 2 24
2 2xt 4
= x|1+—+—+0(x")
x—0 3 15
B3 2x° 5
donc|tan(x) = x+ —+—+o(x°).
x—0 3 15

2
1 1 )2 2 5x4 4 , 2xt 4
— = = [1+ —+—+o0(x") = 1+x°+—+o(x").
cos?(x) \cos(x)) x—0 2 24 x—0 3

. X 2x° 5 2 2x® 5
On primitive : tan(x) = tan(0)+x+ —+ — +o(x”) et|tan(x) = x+—+ —+0(x°).
x—0 3 15 x—0 3 15

IR P S LA 5 Lex L X2 b
28. (a) xcos(x)—e —Ox 1 2 +o(x°)|—-|1+x+ + + +0(x) donc| xcos(x) —e =0 1 +o(x7).
X

x= 2 6 24 = 2 3
(b)
X x2 ) 2 83 s
xe*In(l+x) = x[l+x+—+o0(x%)||x——+— +0(x°)
x—0 2 2 3
2 2
X X X
= x° 1+x+—+o(x2) 1——+—+o(x2)
x—0 2 2 3
2
X X
= x° l+—+—+o(x2)
x—0 2 3
3 4
X X
donc xexln(1+x) = 2+—+—+o(x)

6/ 8

) 1 x321 x?’3 x x5 x% i8
(© V1+sin(x 1+x——+o(x3) +—(x——)——(x——) +—(x——) +o(x%) =01+—————+—+0(x3)

donc| v/1+sin(x) = 1+—————+0(x)
x—0 8 48

2

4 32 128

u—

2 3
(d) Onposeu=x-1:Vi+x=vV2+u=+v2 1+g :0\/5(1+£—u—+u—+0(u ))

Donc| V1+x = \/§+Q(x—l)—Q(x—1)2+ﬁ(x—1)3+0((x—1)3).
x=1 4 32 128

Correction de I'exercice 2 :

11 11 33 17

1. La pente de D vaut = Donc il existe be Rtel que y = Zx+ b est une équation de D. Comme A€ D, 4 = = +bdonc b= I
- ) . 11 17
Ainsi, une équation de D est| y = zx T

2. Onadeg(R) <2 doncil existe a, b € R tels que R = aX + b. De plus, il existe Q e R[X] telsque P = (X -3)(X-7)Q+aX + b.
Onévalueen3eten7:P3)=3a+betP(7)=7a+b.

Or il existe Q1,Q2 € R[X] tels que P = (X —3)Q1 +4 et P = (X —7)Q2 + 15. En évaluant de nouveau : P(3) =4 et P(7) = 15.

11 17
Ainsi,3a+b=4et7a+ b=15. En soustrayant, 4a =11, donc a = 7 eth= 1 Leresteestdonc| R= —X - —.

C’est la droite D qui est la sécante a la courbe représentative de P aux points d’abscisses 3 et 7.
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