Mathématiques

Devoir Surveillé de Cours 8 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Vingt-quatre questions indépendantes).

1.

10.

11.

12.

13.

1
. SOitAZ(

Soit (uy, ..., up) une famille de vecteurs du K-espace vectoriel E.

(a) Rappeler la définition de Vect(uy, ..., up).
(b) Montrer que Vect(uy,..., Up) est un sous-espace vectoriel de E.

. Soit E un K-espace vectoriel.

(a) Rappeler la définition de famille libre et famille génératrice de E.
(b) Soit (uy,..., up) une famille libre de Eet u € E:

i. A quelle condition la famille (u1,..., up, u) est-elle libre?

ii. A quelle condition Vect(uy, ..., up) = Vect(uy, ..., up, u)?
(c) Soit f:x— sin(x) et g: x — cos(x). Montrer que (f, g) est une famille libre de & (R, R).
1
1 2

(a) Montrer que F est un sev de .4 (R).
(b) Déterminer une base de F.

)etF:{ME./%Z(R) | AM = MA}.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Rappeler la définition de la somme de F et G.

(b) Rappeler la définition de F et G sont en somme directe.

(c) Montrer que F et G sont en somme directe ssi FN G = {0g}.

(a) Rappeler la définition de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

(b) Montrer que 7, (R) et ., (R) sont supplémentaires dans .4/, (R).
Soit F = {y € C*(R,R) | y" — 3y’ + 2y = 0}. Déterminer une famille génératrice de F.

. 1 1 1 0 0
SmentM:(O 1),N:(_1 0 1

Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n. Soit p € [1, n].

etP = ( _01) La famille (M, N, P) est-elle libre?

(a) Rappeler la définition de p-liste de E. Combien y en a-t-il?
(b) Rappeler la définition d'un arrangement de p éléments de E. Combien y en a-t-il?
(c) Rappeler la définition de p-combinaison de E. Combien y en a-t-il?
Soit n = 1. Un tournoi de tennis a 2n participants. On note N(n) le nombre de facons d’apparier les joueurs au
premier tour.
(a) Sin=2,déterminer une relation entre N(n) et N(n—1).
(b) En déduire I'expression de N(n) pour tout n = 1.
Soit n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 2.
, . . n n-2 n—-2 n—-2 .
Etablir la relation (p) = ( ) + 2( ) + ( p ) en comptant les parties a p éléments de [1, n] de deux facons

p-2 p-2
différentes.

On lance trois fois un dé a 6 faces et on note dans 'ordre les résultats obtenus.
Combien y a-t-il de possibilités pour lesquelles les trois résultats sont différents?
Un groupe d’amis composé de 3 fumeurs et 7 non fumeurs doivent désigner un groupe de 4 personnes pour parti-
ciper a une course.
(a) Combien y a-t-il de groupes différents possibles?
(b) Combien vy a-t-il de groupes différents possibles sans fumeur?
(c) Combien y a-t-il de groupes différents possibles avec au moins un fumeur?
(a) Donner la définition d'un espace vectoriel de dimension finie.
(b) Enoncer le théoréme de la base incompléte.
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14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(c) Montrer que tout sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel de dimension finie admet un supplémentaire.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Quelle est la dimension de F + G?
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. Soit (uy,..., up) une famille de vecteurs de E.

(a) Rappeler la définition durangde (u, ..., up).

(b) Montrer que rg(uy,...,Up) = p < (u1,..., up) estlibre.

(c) Montrer que rg(uy,...,Up) =n < (u1,..., Up) est génératrice de E.

Soit n=1 et ay, ..., a, € K deux a deux distincts.

(a) Soit i € [0, n]. Montrer qu'il existe un unique polynéme L; € K, [X] tel que : Vj € [0, n], L;(a;) = §;;.

(b) Montrer que £ = (L, ..., Ly) est une base de K, [X].

(c) Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base Z.

Soient Py = X*> —1,P, = X —2X —2 et P3 = X* +4X + 1. Calculer le rang de (P}, P2, P3).
Soit E={P eR3[X] | P(1) = P(2)}.
(a) Montrer que E est un sev de R3[X].

(b) Déterminer une base de E.
(c) Déterminer un supplémentaire de E dans R3[X].

I _[a b
Sth—{M—(C d

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ./ (R).

)EMZ(R) | a+b=()}.

(b) Déterminer la dimension de F.

(c) Soit G =Vect(l>). Montrer que F et G sont supplémentaires dans .4 (R).
Soit (Q, P) un espace probabilisé fini et B € 22(Q) tel que P(B) > 0.

(a) Rappeler la définition de probabilité conditionnelle sachant B.

(b) Montrer que Pp est une probabilité sur Q.

(a) Rappeler la définition d'un systéme complet d’événements.

(b) Enoncer la formule des probabilités totales.

(c) Enoncer la formule de Bayes.

(d) Enoncer la formule des probabilités composées.

(e) Démontrer la formule des probabilités composées.
On dispose de 3 urnes vides et de 10 boules. On place au hasard les 10 boules dans les urnes : toutes les répartitions

sont équiprobables.
Quelle est la probabilité que toutes les boules soient dans la méme urne?

On dispose de 100 dés dont 25 sont truqués. Pour un dé truqué, la probabilité d’obtenir 6 vaut %
On choisit un dé au hasard, puis on le lance.
On note S : «on obtient 6 »et T : «le dé est truqué ».
(a) Déterminer P(S).
(b) Onlance le dé et on obtient 6. Quelle est la probabilité que le dé soit truqué?
Soit n € N*. On lance n fois une piéce truquée qui donne Pile avec probabilité p €]0, 1 et face avec probabilité q.
Pour i € [1, n], on note F; : «on obtient Face au i-iéme lancer ».
(a) Donner une relation entre p et g.
(b) Onnote A: «on obtient que des faces ». Ecrire A al'aide des Fy,...,F, puis calculer P(A) en fonction de p.

(c) Pour k€ [1,n], on note By : «le premier Face est au k-ieéme lancer ». Ecrire By avec les Fy,..., Fy, puis calculer
P(By).

Exercice 2 (Une droite).
Soient A et B deux points de R? de coordonnées respectives (3,4) et (7,15). On note D la droite (AB).

1.
2.

Déterminer une équation de la droite D.

Est-ce que D est un sous-espace vectoriel de R®?
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Correction du Devoir Surveillé de Cours 8 '

Correction de I'exercice 1 :

1. (@ ‘Vect(ul,...,up) ={A1ug +--+Apup, aveC/ll,...,JLpe[K}.‘

(b) ¢ CommeOg=0uy+---+0up, O0f € Vect(uy,..., up).
« Soient x, y € Vect(uy, ..., up) et L€ K. Il existe Ay,...,Ap, p1,...,up EK telsque x = A uy +---Apup ety =pyuy +--- +
ﬂp“p.
Alors Ax+y = (A1 + p1)ug +---+(/17Lp+pp)up € Vect(uy,..., up).

Ainsi, | Vect(uy,..., up) estun sev de E.

2. (&) Soit (uy,..., up) une famille de vecteurs de E.
o (uy,...,up) estlibressiVAy,...,Ap €K, Ajug +---+Apup =0g=>A1 =---= 1, =0.
e (uy,...,up) est génératricede EssiVue E,INy,..., Ap e K, u=Ajuy +---+ Apup.
(b) i (u1,...,up,u) estlibre ssi u ¢ Vect(uy,..., up).
ii. Vect(uy, ..., up) =Vect(uy,..., up,u) < u€Vect(uy,..., up).
(c) Soient A, u€R. Supposonsque Af +ug =0g R Rp)-

7
Alors, Vx € R, Asin(x) + pcos(x) = 0. En particulier, pour x =0, =0 et pour x = P A =0.Ainsi, | (f, g) estlibre.

3. (@ e 0 u,®mA=A0_4 R donc 0.4,m® €F.
o Soient M\,Ne Fet leR: AAM+N)=AAM+ AN =AMA+ NA=(AM+ N)A.Donc AM+ NE€F.
Ainsi,‘ F estun sevde /> (R).

(b) SOith(“ b):
c d
a+c=a+b -b+c=0
b+d=a+2b —-a-b+d=0 a+c-d=0
AM=MA << — —
a+2c=c+d a+c—d b—c=0
b+2d=c+2d b-c=0
d-c ¢ -1 1
<:>M—( c d)_c(l 0+d12
Donc F = Vect (B = (_11 (1)) s Ig). La famille (B, I) est génératrice de F.
-A+p=0
Soient A, u € R. Supposons que AB + plp =0 g4, @®)- Alors { 1 =0 ,etA=pu=0.
p=0

Ainsi, ‘ (B, I,) est une base de F. ‘

4. ( ‘F+G={yEE|EI(u,v)€F><G,y=u+v}.‘

(b) Ondit que F et G sont en somme directe si:‘ VyeF+G,3(u,v) e FxGly=u+v.

(© e = :Supposons que F et G sont en somme directe. Soit x € FN G. Alors x = 0g + x = x + 0 sont deux décompositions
de x dans F + G. Par unicité de la décomposition, x = 0g. Donc Fn G c {0g}. De plus, comme F et G sont des sev de
E, FnGaussidoncOg € FNG.Donc FNG = {0g}.
e < :Supposons que FN G = {0g}. Soit x € F + G et soient (up, ug), (vg,vg) € Fx G tels que x = ug + ug et x = vg + vg.
Alors up —vp=vg—ug€ FNG.Donc up — vg =0p et vg — ug = 0g. Ainsi, ug = vr et ug = vg : la décomposition de
x est donc unique et F et G sont en somme directe.

D’oul| F et G sont en somme directe ssi FN G ={0g}.

5. (a) SoientF et G deux sev de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans Esi F& G = E.
(b) Soit M € 4, (R).
o Analyse:soient S € .7 (R) et A € o7, (R) telles que M = S+ A. Alors M =sT+AT =5-A par linéarité de la transposée.
T M+MT , M-MT
Donc M+M' =2SetS= — Par suite, A= —
. ) M+MT M-MT
o Synthése : soient S = 5 etA= 7
2M + MT+M + MT-M
OnaS+A=T:M,S =T:SetA =T:—A.

Ainsi, tout élément de .45, (R) se décompose de facon unique comme somme d’'un élément de .7, (R) et d'un élément de
TnR) 1| Mn(R) =71 (R) & oy (R).
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6. On résoud I'équation différentielle y" — 3y’ + 2y = 0. Léquation caractéristique est r> —3r +2 = 0 de solutions 1 et 2. Donc

Ainsi,

F= {x'—> Ae*+Be?*, avec A,Be [R}»
= {A(x—» %) + B(x— e2%), avec A, B € R}

= Vect(x — e¥, x — %)

‘ (x — €%, x— e2¥) est une famille génératrice de F. ‘

7. Soient A1, 12,13 € R. Supposons que A1 M + A2 N+ A3P =0 g, ®)-

8.

Alors

AM+12=0
A /11) ( A2 0) ( 0 —/13) (0 0) A1-A3=0
+ + = et etl;=A12=213=0.
(o A1)\ o/ g 0 0 0 Ay +A3=0 1=42=73
A1=0

\ La famille (M, N, P) est libre. \

(a)
(b)

(c)

(@)

(b)

Une p-liste de E est un élément de EP. Ily en a nP.
1

n-p)!’

Un arrangement de p éléments de E est une p-listes d’éléments distincts de E.Ilyen a (

n!
pl(n—p)!
Pour apparier les 2n joueurs ensemble, on commence par choisir 'adversaire du premier joueur (il y a 27 — 1 choix), puis

n
Une p-combinaison est une partie de E a p éléments.Ilyena ( )
p

on apparie les 2n—2 = 2(n - 1) autre joueurs. Donc| N(n) = 2n—-1)N(n-1). ‘

en!  2n)!
;_, 2k Tonp’

On obtient alors N(n) = 2n—-1)2n-3)---3N(1).Or N1)=1et| N(n) =

10. Pour choisir une partie a p éléments de [1, n] on peut :

11.

12.

13.

n-2
choisir une partie qui contient 1 et2:ilyena ( 2) ;
p—

choisir une partie qui contient 1 mais pas2:ilyena (

|

n-2

p—-1
. . . . . . n-2

choisir une partie qui contient 2 mais pas 1:ilyena p-1

)
)

n-2
choisir une partie qui contientnilni2:ilyena ( )
p

n-2 n-2 n—-2 . o
En tout on a donc ( ) + 2( ) + ( ) parties de [1,n] a p éléments.
p

p—2 p-1

Or, par définition, ilyena "

Ainsi,

1o e

On compte :

il y a 6 résultats possibles pour le premier lancer
il y a 5 résultats possibles pour le deuxieme lancer
il y a 4 résultats possibles pour le troisiéme lancer

Entoutilya| 6 x5 x4 =120 possibilités ‘qui donnent trois résultats différents.

(a)

(b)

(©)

(@)
(b)

(c)

, donc’ 210 groupes différents. ‘

10)_ 100 10x9x8x7

On choisit 4 personnes parmiles 10 : on a =—=
4 46! 4x3x2

=—=—), donc‘ 35 groupes différents. ‘
4] 413! 3Ix2

. . 7 7! 7x6x5
On choisit 4 personnes parmi les 7 non fumeurs : on a

C’est le complémentaire de I’ensemble précédent, doncily a‘ 210 - 35 = 175 groupes différents. ‘

Un espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, & et ¢ deux familles de vecteurs de E avec & libre et ¢ génératrice de E.
Alors on peut ajouter des vecteurs de ¢ a & pour obtenir une base de E.

Soit F un sev de E de dimension finie n. Alors F est aussi de dimension finie p < n. Il existe donc une base (fl,...,fp)
de F que I'on peut compléter en une base (f1,..., fp, 81,-..,&n-p) de E. On pose alors G = Vect(g,..., §n—p) qui est un
supplémentaire de F dans E.
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14. \ dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G). \

15. (a) ‘ rg(uy,..., up) = dim(Vect(uy, ..., up)). ‘

(b) Lafamille (uy,..., up) estgénératrice de Vect(uy, ..., up). Elle estlibre ssi c’est une base de Vect(uy, ..., up) ssi p = dim(Vect(uy,
(c) Comme Vect(uy,...,up) estunsevdeE, (u1,..., up) estgénératrice de E ssi E = Vect(uy, ..., up) ssi n = dim(Vect(uy, ..., up))
16. (a) e« Analyse:soit L; € K,[X]. Onsuppose que Vj € [0, 7], L;(a;) =8 ;.
n
Alors pour j € [[0, n]] avec j # i, Li(aj) =0, donc aj est racine de L;. Donc H (X —ap)IL;. Il existe A € K[X] tel que

k=0
k#i

n n
Li=A[] (X-ay). Commedeg| [] (X -ay) | =netdeg(L;) < n, deg(A) < 0. Ainsi, A est constant.
k=0 k=0

k#i ki
n
1
Deplus, Li(a;)=1=A (a; —ay),donc = ————.
p i\a; IQ i~ dk n (X - ag)
k#i ki
n X-a
DoulL; = H k.
k=0 4i —ak
k#i
n X-a n a;—a
o Synthése : posons L; = H k . Alors deg(L;) = n, donc L; € K,[X]. Puis, L;(a;) = H Li7 % _ 1,etsij#1,
k=0 @i —af k=0 @i — Ak
ki k#i

Li((lj) =0.

Ainsi, | 3IL; € Kp[X11Vj € [0,n], L;(aj) =6, ;. ‘

(b) Soient Ag,...,An € K. Supposons que AgLg + -+ An Ly = Ok |x]-
Soit i € [0, n], on évalueen a; : A\gLo(a;) + -+ + AnLn(a;) =0,donc A; =0.
Ainsi, (Lg,...,Ly) estlibre de cardinal n+1 = dim(Kn[X]).’ % estune base de K, [X]. ‘

(c) Notons xy, ..., X, les coordonnées de P dans la base £ : P = xgLo+ -+ X Ly. Pour i € [0, n], on évalue en q; : P(a;) = x;.
‘ Les coordonnées de P dans la base £ sont (P(ayg),..., P(ay)). ‘
17. Soient A1,A2,A3€R:

AP+ 2Py + A3P3 = Op(x] < A1+ 2 +/13)X2 + (=222 +4A3) X — A1 -2+ A3 = Or[x)
AM+A24+13=0
— {212 +413=0
-A1—-2A2+A3=0

AM+A2+13=0
— 212 +413=0
L3—L3+L;
—-A2+2A3=0

{11+/12+13=0

—A2+2A3=0
A1 =-313
Ao =213

Pour A3 = 1, on obtient A1 = -3, A =2. Donc —3P; +2P, + P3 = Og|x)] et P3 = 3P; — 2P € Vect(Py, P).
Avec A3 =0, on obtient A1 P; + A2 P = Og;x] < A1 = A2 =0. Donc (P1, Py) est libre.
Ainsi,‘ 1g(P1, P, P3) = 1g(P1, P) = 2. \
18. (a) e Soit P =0p(x): P€ Ecar P(1) =0=P(2).
o SoientBQeEetAeR: (AP+Q)(1) = AP(1) + Q(1) = AP(2) + Q(2) = (AP + Q)(2). Donc AP+ Q € E.
Donc‘ E estun sev de R3[X]. ‘

(b) SoitP=aX3+bX?+cX+deRs[X]:

PeE << a+b+c+d=8a+4b+2c+d
<~ c=-7a-3b
«— P= aX3+bX2+(—7a—3b)X+d, avec a,beR
— P=a(X®-7X)+b(X*>-3X)+d, avec a,be R

Donc E =Vect(P; =1,P = X?-3X, P3 = x3-7x): (P1, P2, P3) est une famille génératrice de E. La famille est libre car elle
est échelonnée en degrés.

Ainsi, | (P1, P2, P3) est une base de E.
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(c)

19. (a

(b)
(©)

20. (a)
(b)

21.  (a)

(b)

(c)
()

(e)

On pose Py = X : la famille (P1, Py, P3, P4) est libre car échelonnée en degrés et de cardinal 4 = dim(R3[X]). C’est une base
de R3[X]. Donc‘ G = Vect(X) est un supplémentaire de E dans R3[X]. ‘

c d 0 o0 1 0 0

La famille (A, B, C) est génératrice de F. Elle est aussi libre. Donc c’est une base de F. Donc

Déja dim(G) =1, donc dim(F) + dim(G) = 4 = dim(4> (R)).

De plus, FN G est un sev de G, donc dim(F N G) € {0,1}. Si on avait dim(FNG) =1, alors FNG=Fet Fc G.Or I» ¢ F car
1+0#0.Doncdim(FNG) =0.

Ainsi, ‘ F et G sont supplémentaires dans .#> (R).

F:{(a _a),aveca,c,dE[R}:Vect(A:(l _1),32(0 0),C:(0 ?)).Donc‘Festunsevdeﬂg(lR{).‘

P(ANnB)
P(B)
e Soit Ae 2(Q) :comme ANBcB,0<P(AnB)<P(B),donc0=<Pg(A) <1.
P(QnNnB) P(B)
e PRQ)=——"=—""-=

P(B) PB
« Soient A, C € 22(Q) incompatibles :
P(AuC)nB) P((AnB)uU(CnB)) P(AnB) P(CnB)
Pp(ALIC) = = =

P(B) P(B) P P(B)
Ainsi, ‘ Ppg est une probabilité sur Q. ‘

Soit A € 22(Q) un événement. La probabilité de A sachant B est Pg(A) =

=Pp(A)+Pp(C).

Soit Q un univers. Un systéme complet d’événements de Q est une famille (Ay,..., A;) d’événements de Q tels que : Vi, j €

n
[Ln],i#j=>AnAj=detQ=]||A;
i=1

n
Soit (2, P) un EPF et (Aj,...,Ay) un SCE de Q. Soit Be 22(Q) : P(B) = Z P(BNA;j).

i=1
. P4(B)P(A)
Soit (2, P) un EPF et A, B € 22(Q) tels que P(A) >0 et P(B) > 0. Alors Pg(A) = ~ B
Soit n = 1. Soit (Q2, P) un EPF et Aj,..., A, des événements de Q tels que P(A; N---N Ap—1) # 0. Alors P(A; N---Ay) =
P(A1)Pa, (A2)PAnay (A3) - PajnenA,_ (An).
Pour n =1, iln’y arien a faire.
Pour n =2, on note &), : « VAj,...,Ap € (Q) telsque P(A1N---NAp-1) #0,
ona P(A] n-: 'An) = P(Al)PA1 (AZ)PAlﬂAg (A3) . ”PAlﬁ---ﬂA,,,l (An) ».
« Initialisation : soient A, Ay € 22(Q) tels que P(A;) # 0. Par définition, Py, (A2) = %:1;42), donc P(A1 N Ap) =
P(A1)Py, (A2).
o Hérédité : soit n = 2. Supposons que &, est vraie.
Soit Aq,...,Ap+1 € P(Q) tels que P(A1N---NAp) >0.0n pose A= Ap41 et B= A1 Nn---N Ay, et on applique & :
P(ANB)=P(B)PA(B).
De plus, comme Bc Ajn---A;—1,0<P(B) < P(A1n---n Au_1) eton applique &, :
P(B) =P(A1)Pa,(A2)PA;nA, (A3) - PAyn..n Ay (An).
Ainsi, P(A;N---NAp+1) = P(AN B) = P(B)Pg(A) = P(A1)Pa, (A2)Pa,na,(A3) - Pan..nAn_ (An)Pa n-na, (An+1)-

22. Onnote A: «toutes les boules sont dans la méme urne ».

Comme on est en situation d’équiprobabilité, | P(A) = 310 =

23. (a)
(b)
24. (a)
(b)

(©)

11y a 3 choix pour placer chaque boule dans une urne, donc card(Q) = 310,

On choisit une urne (3 choix) et ensuite on met toutes les boules dedans (pas de choix) : card(A) = 3.
3 1
3_9 .

On utilise le SCE (T, T) et la formule des probabilité totale puis celle des probabilités composées :
P(S)=P(SNT)+P(SNT)

=P(MPr(S+ P(T)PT(S)
11 31
=4 ——

1
Donc| P(S) = Z

Pr(SP(D) _ 37

On cherche Pg(T). On utilise la formule de Bayes : Ps(T) = P 1
1

[A=FinFan--nFy|

Par indépendance, P(A) = P(F})P(F)---P(Fp) et| P(A) = (1-p)™.

Soit k€ [[1,n] :’ Biy=Fin--NFe_1nFE. ‘Par indépendance, P(By) = P(Fy)--- P(Fr_1)P(Fy) et| P(B;) = p*"1(1 - p).

1
et| Pg(T)=—.
s()2
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