Mathématiques

Devoir Surveillé de Cours 9 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Vingt et une questions indépendantes).
1. (a) Donner la définition de rang d'une application linéaire.
(b) Enoncer le théoréme du rang.
(c) Donner la définition d'une projection et d'une symétrie.
2. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Soit f € £ (E, F).
(a) Donner les définitions de ker(f) et de Im(f).
(b) Montrer que ker(f) est un sevde E.
(c) Montrer que f est injective si et seulement si ker(f) = {0g}.
(d) Soit (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. Montrer que f (Vect(ey, ..., ey)) = Vect(f(e1),..., f(en)).
3. Soit E un K-espace vectoriel et soient f,g € £(E) telsque fog=go f.
Montrer que ker(f) et Im(f) sont stables par g.
4. Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f € £ (E) tel que f?—3f +2idg = 0. (5).
(a) Montrer que Im(f —idg) cker(f —2idg) et Im(f —2idg) c ker(f —idg).
(b) Montrer que E =ker(f —idg) @ ker(f —2idp).
5. (a) Enoncer le théoreme fondamental de I'analyse.

(b) Enoncer le résultat de stricte positivité de I'intégrale.

. 1 k+1 1 1
6. Mont t tkeN,—sf —dx=-—.
(a) Montrer que pour tou 1 . o X T
n
1
(b) En déduire que pour tout 7€ N*, In(n+1) < Z —<1+In(n).
k=1

=

1
1k

M=

(c) Déterminer la limite et un équivalent simple de
k

~

/2
. Pour tout n €N, on pose I, = f sin” (#)dt.
0
(a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

n+1 L T
(b) Montrer que pour tout n €N, I12 = ?In et en déduire que (n+ 1) I411, = 7
n

[
(c) Montrer que I, ~ I+ et en déduire que I, ~ o
n

8. (a) Enoncerl'inégalité de Taylor-Lagrange.

no(—1 k-1
(b) En appliquant Taylor-Lagrange a la fonction x — In(1 + x), calculer la limite de la suite u, = ) _ ( ])c .
k=1
R |
9. Calculer la limite de la suite (u,,) définie pour n=1par: u, = — Z R
niol+3k
10. (a) Soit E un K-ev et 2 et € deux bases de E. Donner la définition de matrice de passage de la base 98 a la base

€.
(b) Enoncer la formule de changement de base pour une application linéaire.
11. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et 2 = (ej, €2, e3) une base de E. Soit f 'endomorphisme de E tel que
0o 2 -1
Matg(f) =3 -2 0 |.
-2 2 1
(a) Déterminer une base de F =ker(f —idg), G =ker(f —2idg) et de H = ker(f +4idg).

(b) Déterminer une base ¥ de E dans laquelle la matrice de f est diagonale et préciser les matrices de passage
entre % et ¢ et larelation entre toutes ces matrices.

12. (a) Rappeler la définition d'une loi de Bernoulli, son espérance et sa variance.
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(b) Rappeler la définition d’une loi binomiale, son espérance et sa variance.
(c) Quelle estla relation entre les deux?
13. (a) Enoncer I'inégalité de Markov.
(b) Rappeler la définition de la variance.
(c) Enoncer et démontrer la formule de Huygens.
(d) Enoncer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
14. (a) Donner la définition de la covariance de deux variables aléatoires réelles.
(b) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi de Bernoulli de parametre

p€l0,1[.OnposeU=X+YetV=X-Y.
Calculer Cov(U, V) puis montrer que U et V ne sont pas indépendantes.
15. Soit n € N*. Deux joueurs lancent 7 fois une piéce équilibrée. On note X; et X les nombres de piles obtenus par les
joueurs 1 et 2.
(a) Quelle loi suivent X; et X»?
(b) Calculer la probabilité que les deux joueurs obtiennent le méme nombre de piles.
2
" (n 2n
On admettra que ) = )
=o\k n

() Onnote Y = X; — X». Déterminer I'espérance et la variance de Y.

16. (a) Rappeler le résultat concernant la convergence et la somme des séries géométriques.
(b) Rappeler le résultat concernant la convergence et la somme des séries exponentielles.

17. Soit (uy) € KN. Montrer que si Z u, converge alors u,, — 0.
Donner un contre-exemple pour la réciproque.

18. Soit a > 1. En utilisant une comparaison série-intégrale, montrer que Z —, converge.
n

19. Déterminer la nature des séries :

1
@ ) ——

n=1 vh(n+1)

1
(b) > cos (F)

n=1
© Z \/n+1§os(n)'
n=1 n

b
20. On pose E =% ([a, b],R). Pour tout f, g € E, on pose (f,g) = f f(Hg(r)dt. Montrer que (.,.) est un produit scalaire
a
sur E.

21. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la démontrer.
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Correction du Devoir Surveillé de Cours 9 '

Correction de I'exercice 1 :

1. (a)

(b)

(©)

(b)

(c)

(d)

4. (a)

(b

=

5. (a

=

(b

=

6. (a

=

(b

=

Soit f € £ (E, F) une application linéaire. Si Im(f) est de dimension finie, on dit que f est de rang fini et on note rg(f) =
dim(Im(f)) lerang de f.
Soient E et F deux K-evet f € Z(E,F).
« Soit S un supplémentaire de ker(f) dans E. Alors fjs est un isomorphisme de S dans Im(f).
o Si E est de dimension finie, dim(E) = rg(f) + dim(ker(f)).
Soit E un K-ev et F et G deux sev supplémentaires dans E. Pour tout x € E, on note x = xr + X sa décomposition dans la
somme direte E=F & G.
¢ Laprojection de x sur F parallélement a G est pg(x) = xF.
¢ Lesymétrique de x par rapport a F parallélement a G est s (x) = XF — XG.
ker(f)={x€E| f(x) =0p}etIm(f) ={ye F|3x€E, f(x) =y}
e f(0g) =0F car f estlinéaire, donc O € ker(f).
o Soientx,yeker(f)etleK: f(Ax+y)=Af(x)+ f(y) =0p. Donc Ax + y € ker(f).
Ainsi ker(f) est un sevde E.
e = :supposons que f est injective. Soit x € ker(f). Alors f(x) = 0 = f(0g), et comme f est injective, x = 0. Donc
ker(f) c {0g}. Comme ker(f) estun sev de E, {0g} c ker(f). Donc ker(f) = {0g}.
e < :supposons que ker(f) = {0g}. Soient x, y € E tels que f(x) = f(y). Alors f(x) — f(y) = 0r donc f(x—y) =0F et
x—yeker(f) ={0g}. Donc x— y =0f et x = y. Ainsi, f estinjective.
e c:soit y € f(Vect(ey,...,epn)). Il existe x € Vect(ey,...,ey) tel que x = f(y). Donc il existe 11,...,1, € K tels que x =
Arer+:-+Anen. Ainsi, y= f(A1e1 +---+ Anep) = A1 f(e1) +---+ Anf(en) € Vect(f(e1),..., f(en)).
e D:soit y € Vect(f(e1),..., f(en)) Il existe Ay,..., A, € K tels que y = A1 f(e1) +---+ Anf(en). Donc y = f(Adje1 +--- +
Anen) € f (Vect(ey,..., en)).
Soit x € ker(f). Alors f(g(x)) = fog(x)=go f(x) =g(f(x)) = g(0g) =0g. Donc g(x) € ker(f). Ainsi ker(f) est stable par g.
Soit y e Im(f). Il existe x € E tel que y = f(x). Donc g(y) = g(f (x)) = f(g(x)) € Im(f). Ainsi, Im(f) est stable par g.

e Soit y e Im(f —idp). Il existe x € Etel que y = (f —idg)(x) = f(x) —x. Donc (f —2idg)(y) = f(y) =2y = f(f (x)) — f(x) —
2(f(x)—x) :f2(x)—3f(x)+2x:OE.Doncyeker(f—ZidE).
e Soit y € Im(f —2idp). Il existe x € E tel que y = (f —2idg)(x) = f(x) —2x. Donc (f —idp)(») = f() —y = f(f(x) —
2f(x)—(f(x)—2x)=fz(x)—3f(x)+2x=OE.Doncyeker(f—idE).
Soit x € E.

* Analyse : soient xj € ker(f —idg) et x2 € ker(f —2idp) tels que x = x1 + x2.
En particulier, f(x1) —x; =0 donc f(x1) = x1 et de méme f(x2) = 2x2. Donc f(x) = x1 +2x2.
Dol f(x)—x=xp etx] =x—x2 =2x— f(x).

o Synthése : posons x; =2x— f(x) et x2 = f(x) —x. Onabien x] + x2 = x. De plus, x1] = (f —2idg)(—x) e Im(f - 2idg) c
ker(f —idg) et xp = (f —idg) (x) € Im(f —idg) c ker(f — 2idEg).

Ainsi, Vx € E, 3!(x1, x2) € ker(f —idg) x ker(f —2idg), x = x1 + x2.
Donc E =ker(f —idg) @ ker(f —2idg).

P
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a € I. La fonction x — f f(2)dt est'unique primitive de f sur [
a

qui s’annule en a.

b
Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] telle que Vx € [a, b], f(x) =0 etf f(®dt=0.Alors Vx € [a,bl], f(x)=0.
a

1
Soit k € N*. La fonction x — T est continue et décroissante sur [k, k+1], donc pour tout x € [k, k+1], f(k+1) < f(x) < f(k).

k+1 k+1 k+1 1 k+1 1 1
Par croissance de l'intégrale, ; flk+1)dx < fk fodx = fk f(k)dx et donc =1 < fk ;dx < T
n+l 1 no1
Soit 7 € N*. On somme I'inégalité de droite pour k allant de 1 & n et par relation de Chasles : f —dx < ), T Or
X k=1
n+l q 1 |
f —dx=[nWI{"" =In(n+1)-In(1) =In(n+1). DoncIn(n+1) < ) =
1 * k=1
n-1 1 1 n-1 1 n 1 n 1
On somme 'inégalité de gauche pour k allantdelan—1: Z — =< f —dx =1In(n). Or, —= -, donc Z —<
o k+l S ox o k+1 =y -k

1+In(n).

n
1
Ainsi, | pour tout n € N* In(n+1) < Z % <1+In(n).
k=1
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n
. 1
(c) Comme In(n+1) P +00, par minoration g % +00.

n—+oo
o1
De plus, 1 +1n(n) ~In(n) etIn(n+1) = In(n) +In(1 + 1/n) ~ In(n). Par encadrement, »  — ~In(n).
k=1
7. (a) Soit n € N. Pour tout € [0,7/2], 0 < sin() < 1, donc sin”*! (1) < sin”(¢). Par croissance de I'intégrale, I;,+1 < Ip;. Donc
la suite (I;;) est décroissante. ‘
(b) SoitneN.

/2
Ipso = f sin®(£) sin” (£)d¢
0
/2
:f (1 - cos?(8) sin” ()dt
0
/2
:In—f cos () sin™(H)d¢
0

On fait une IPP en posant u(t) = cos(t) et v’(t) = cos(#)sin” (1), de sorte que

Into=1In- ! [COS(t)s‘ln”Jrl(t)]”/2 * fﬂlzsin’“z(t)dt
1 n+1Jo
1
=l
donc +21n+2—1n et| In42 = n+11n.
n+1 n+2

On remarque alors que (n+2) 1,12 = (n+1)I; donc (n+2) 1421541 = (n+1)I41I5. Lasuite ((n+1) 1,41 I;) est constante.

7 7
Or, Ip = 3 et/ =1.Donc|VreN, (n+ DIy411n = 3

n+1 n
(©) Pourtout €N, Inv2 < Ins1 < In- Or Iz = —— In ~ — Iy = I. Par encadrement, .

Ainsi, & = (n+ DIy In ~ (n+ 112, donc I2 ~ 2 et| I d
) 2 = n+lin n n on n 2n~

8. (a) Soit f:I— K une fonction de classe ¢"etacl.On suppose qu'il existe M e Rtel que: YVt e I, If(”“) ()| = M. Alors :

f(k)( a) |x—a|”+1
Vxel, - = =
xel |fe0- k;o (e-a)f n+ 1)
(b) Soit f: x — In(1 + x). La fonction f est de classe &> sur I = [0,+o0[ et soit a = 0 € I. Pour tout n = 1, f(n) X —
D" m-1!
( —)(x+ gln ) ,donc f(0) = (-1)* 1 (n-Dret fO0) =In(1 +0) = 0. De plus, pour tout £ € I, | f*D (1) < nl.

D’apres Taylor-Lagrange, on obtient :

n
vxel, ‘f(x)— >

(_l)k—l k‘ |x|n+1
X" =
=k

n

S|

On appliqueen x =1: [In(2) — uyl <
Ainsi, par encadrement, | u, — In(2).

1 1tk
9. Posons f:x— qui est une fonction continue sur [0, 1]. D’apres le théoréme sur les sommes de Riemann: u;, = Z - —

1+3x izo \n) n—+oo
f f(t)dt

1 1 In@
dt=—-[In(1+38)],=—.
o 1+3¢ [n( Mo
In(4)
Donc un—»T

10. (a) Lamatrice de passage de la base 98 a la base € est Pg = Maty g (idg) : ce sont les coordonnées des vecteurs de % écrits
dans la base 2.

. ’ / ; . _ p% %
(b) Soient E et F deuxK-evavec %Bg, B deuxbases de E et B, B, deuxbases de F. Soit f € Z(E, F): Mat%b@% (= P%E Matgg, o, (f)P%

11. (a) Soit X =(x,y,2) € R3:
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12.

13.

14.

15.

16.

(b)

=

(a

(b)

(c)

(a)
(b)
(c)

(d)

(@)
(b)

(a)

(b)

(©)

(@)

-x+2y-2z=0
e Matg(f—idp)X=0 < {3x-3y=0 — {x:y , donc F = Vect(e] + e2 + e3) et comme e + e + e3 # 0,
—2x+2y=0 B
une base de F est (e] + e2 + e3).
—2x+2y-2z=0 { A ) A
e Matg(f-2idp)X =0 < {3x-4y=0 2 ,doncF:Vect(gel+eg—§eg) et comme §e1+
—2x+2y z= 0 Z=-3Y

2
2—363 # 0f, une base deFest( e] +eg——e3)

4x+2y—z:0
e Matg(f+4idp)X =0 < {3x+2y=0

y 2 2 2
% ,doncF:Vect(—§e1+e2—§e3) etcomme —§€1+
—2x+2y+5z=0 3

2 2
e — 563 # 0f, une base de F est (—gel +ep— 563)

4 2 2 2
Onpose fi=ej+ex+e3, fo=—ej+ex——e3et f3=——e;+ex— —e3.
On vérifie que la famille € = (f1, f», f3) est libre et comme elle est de cardinal 3 = dim(E), c’est une base de E.
D’apres la question précédente, f(f1) = f1, f(f2) =2f2 et f(f3) = —4f3, donc Matg (f) = diag(1,2,-4).

; 2 2 -

3 1 5

Lamatrice de passagede Ba% estP=|1 1 1 |eton trouve son inverse avecle pivotde Gauss: P~ =| = 0
1 _% - g 21 3

303 2 3

Enfin, Matg (f) = P~ Matg (f)P.

Soit X une variable aléatoire, p € [0, 1]. On dit que X suit une loi de Bernoulli de parametre psi X(Q) ={0,1} et P(X=1)=p
Alors EX)=petV(X)=p1-p).
Soit X une variable aléatoire, n € N et p € [0, 1]. On dit que X suit une loi binomiale de parametres (n, p) si X(Q) = [0, n] et

pour tout k€ [0,n], P(X =k) = ( )p 1- )”_k.AlorsE(X)=npetV(X)=np(l—p).

Si X1,..., Xy sont n variables mutuellement indépendantes qui suivent toutes la méme loi de Bernoulli %(p), alors X +
.-+ X}, suit une loi binomiale de parametres (n, p).
EX
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R+ et a > 0. Alors P(X = a) < L
a
Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles. Alors V(X) = E ((X — E(X))z).

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles : V(X) = E(X?) - E(X)2.
En effet, V(X) = E ((X - E(X))z) =E [X2 —2B(X)X + E(X)z) = E(X%) - 2E(X)E(X) + E(X)% = E(X%) - E(X)? car I'espérance
est linéaire.

V(X)

e
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs réelles : Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).
Cov(U,V) = E(UV)-E(U)E(V) = E(X2 - Y?) = (E(X) + E(Y))(E(X) - E(Y)) = E(X?) - E(Y?) - E(X)? + E(Y)? = V(X) - V(Y)
etcar X~Y.
PU=2V=1)=0,P(U=2=P(X=1,Y=1)=P(X=1P(Y =1) = p? # Oparindépendance, P(V =1) = P(X =1,Y = 0) =
P(X=1P(Y =0)=p(1-p)#0deméme. Donc P(U =2,V =1) # P(U=2)P(V =1) et| U et V ne sont pas indépendantes.

X1 et X> comptent le nombre de succes lors de n répétitions indépendantes d'une méme épreuve de Bernoulli de para-
1

Soit X une variable aléatoire réelleete >0: P(|I X — E(X)|=¢) <

metre —.
2

Donc‘ X1 et X» suivent une loi binomiale de parametres (n,1/2).

n n
On utilise le SCE (X1 = k) ¢ [o,] €t la formule des probabilités totales : P(X) = X3) = Y PX1=Xo,X1=k) =) P(X;=
k=0 k=0
n
k,Xo=k)= )Y P(X) =k)P(X, = k) par indépendance.
k=0
2 2
" (n)" 1 1 1 & (n 1 [2n
Donc P(X; = Xp) = —_—— = — ,donc| P(X] =X3) = — d’apres I'indication.
=X kgo(k) 22k g2n-2k = p2n kgo(k) =) 22"(”) b

Par linéarité de 'espérance, | E(Y) = E(X1) - E(X2) = 573 =0.

Comme X et X, sont indépendantes, X et —X» aussi. Donc V(Y) =V (X1)+ V(-X2) =V (X)) + V(X)) et| V(Y) = —
+00 1

Soit a € K. La série Z a” converge ssi |a| < 1. Dans ce cas, Z a = 1=
n=0 —a
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an +00 an
(b) Soit a € K. La série Z —- converge et Z — =e4,
n! n=o 1!

n
17. Supposons que Z uy converge. Pour tout n = 0, on pose S, = Z uy, de sorte que la suite (S;) converge. Donc uy, = Sp, —S;—1 —
k=0
0.

- 1. 1
La série ) — diverge et pourtant — — 0.
n n
1
18. Posons f:t— r qui est continue sur ]0, +oo[. Comme a > 1, f est décroissante sur ]0, +oo[, donc pour tout k = 2 et pour tout

k k
telk—-1,kl, f(k) < f(t) dou f(k) :fk fk)de ka f(1)dt par croissance de I'intégrale.
-1 -1

noq n o 1 gy gqpn  n7% 1 1
En sommant avec Chasles, pour tout n = 2, Z — Sf —dt=[——1t Iy =- + < cara > 1.
= k* h @ l-a a-1 a-1 a-1

1
Ainsi, la suite des sommes partielles de Z P (qui est une SATP) est majorée, elle converge donc.

1 1 1 1
19. (@ ———=~ — etlasérie ) — diverge. Par équivalence de SATP, ———— diverge.
vnn+1l) n Zn 8 q Z nn+1) 8
1
(b) cos (—2) —1#0,donc la‘ série diverge grossierement. ‘
n
vVn+1lcos(n)| |cos(n) 1 . 1 . [cos(n)|
(© ‘ P T < 3z La série Z 3z converge car 3/2 > 1. Par comparaison de SATP, Z 37 converge.
vn+1lcos(n vn+1cos(n
Par équivalence de SATP, ) ‘ —2() converge donc| )| —2() converge absolument, donc converge.
n n

b b
20. o Symétrie:soit f,g€ E, (f, g) :f f(t)g(t)d:f g f(nd=<(g .
Donc (.,.) est symétrique. “ “

b b b
o Bilinéarité : soit f,g,he Eet LeR, (Af+ g, h) :f (Af+g)(t)h(t)dt:f (/lf(t)h(t)+g(t)h(t))dt:/lf f@Oh@®dr+
a a a

b
f g(Oh(n)dt = A(f, h) + (g, h) par linéairité de l'intégrale.
a

Donc (,,.) estlinéaire a gauche et par symétrie, bilinéaire.

b
o Positivité : soit f € E, (f, f) = f f(t)zd > 0 par positivité de I'intégrale.
a

b
« Définie positivité : soit f € E. Supposons que (f, f) = 0. Alors f f(t)zdt =0, et comme f2 est continue et positive sur
a

[a, b], par stricte positivité de 'intégrale, V¢ € [a, D], f(t)2 =0, donc f =0g.
Ainsi, (.,.) est un produit scalaire sur E.
21. Soit (E, (.,.)) un espace préhilbertien réel de norme associée ||.|. Soit x, y € E, [{x, )| < llxll | ¥|.-

Si y =0, alors I'inégalité est vérifiée.
Sinon, posons P: t— | x+ ty|* définie sur R. Pour tout ¢ € R, P(f) = 0 et P(z) = | x|> +2£(x, y) + £ | y||°. Donc P est une fonction
polynomiale du second degré qui s’annule au maximum une fois sur R : son discriminant est négatif ou nul.

o 2 2
Ainsi, (2(x, y))? —4lx? ly|“<o0et (x, ) = l1xl® (W] e
Par croissance de la racine carrée : [{x, )| < [l x|l || |-
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