Mathématiques

Devoir Surveillé 4 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Neuf questions indépendantes).

1

2.

. Enoncer le théoréme fondamental de 1’analyse.

(a) Enoncer le théoréme d’intégration par parties.

X
(b) Calculer f tarctan(t)dzt.

(a) Déterminer une primitive de x — 74
x —
1

(b) Déterminer une primitive de x — ———-.
X“+2x+5

n
Calculer I'intégrale I = f e2tsin(3t)dt.
0

. Soit a une fonction continue sur un intervalle I et (H) : y’ +a(f)y=0.
Rappeler 'ensemble des solutions de (H) et le démontrer.

Soit a,b,ce Ravec a#0et (H):ay” +by +cy=0.
Enoncer le théoréeme donnant I’ensemble des solutions a valeurs réelles de (H).

Soitwg>0,Q0>0,T>0et Eg eR.

d*u 4t 1
(a) Résoudrel’équation différentielle —; + —— +w(2) u= Eyx (1 - —) en fonction du signe de — —4. On pourra
dez  Q dt T Q?
chercher une solution particuliére sous la forme d’'une fonction affine.

1
(b) Tracer I'allure d'une solution lorsque Q > 2

Résoudre les systemes linéaires suivants, et interpréter les résultats en termes d’intersections de droites/plans :
X+y+2z=3 2x-3y+4z=-3 © x-y=1
c
(@ {x+2y+z=1 (b) { —x+2y+z=5 -x+y=2
2x+y+z=0 4x—-5y+14z=1
_ 2
3 . . . X+my=m
. Résoudre en fonction du parametre m € R le systeme { 2
mx+y=m

Exercice 2 (Deux droites).

Soie

1
2

1 1
nt A et B deux points de R* de coordonnées respectives (Z,Z) et (3, 5) Soit d la droite d’équation 3x +4y =7.

. Déterminer une équation de la droite (AB).

. Déterminer l'intersection des droites (AB) et d.

Exercice 3 (Une équation différentielle).

. 5x% +21x+22
1. Soit f:x—» ———.
(x—1(x+3)?
. . . a b c
Déterminer trois réels a, b et c telsque : Vx €] —3,1[, f(x) = + + .
x-1 x+3 (x+3)2
1
2. Soit (E):y' + f(x)y = .
(x— 1)3(x+3)2eﬁ V9 —x?
Résoudre (E) sur] —3,1[.
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Exercice 4 (Un peu de logique). On considére la propriété P :
Va,beR, ab<a=(a<0oubz=1).

1. (a) Ecrirela contraposée de P.

(b) La contraposée de P est-elle vraie? Justifier.

(c) P est-elle vraie? Justifier.
2. Ecrire la négation de P.
3. Lapropriété:

Va,beR, (a<Ooub=1)=>ab<a
est-elle vraie? Justifier.

4. Aucun rapport : soit f : [0,1] — R une fonction continue. En utilisant un raisonnement par analyse-synthése, mon-

1
trer qu’il existe un unique réel a et une unique fonction continue g: [0,1] — R tels que f gdt=0etVxe[0,1],
0

f(x)=gx)+a.

Exercice 5 (Une équation différente).
On cherche a trouver toutes les fonctions f : R — R, deux fois dérivables sur R et vérifiant :

VxeR, ff"x)-f(x)?=1

On raisonne par analyse-synthese.
1. Analyse: soit f:R — R deux fois dérivable sur R telle que : Vx € R, f(x) f"(x) - f'(x)* = 1.
(a) Montrer par I'absurde que f ne s’annule pas sur R.

(b) Prouver que f est trois fois dérivable sur R.
i

(c) En déduire que — est constante sur R.

On note K cette constante.
(d) Calculer K en fonction de f(0) et f'(0) et justifier que K > 0.
(e) Déterminer une expression de f en fonction de K.
(f) Prouver qu’il existe a € R tel que :

1
VxeR, (x) = —=ch(VKx+a)
X flx \/EC VKx+a

1
oubien Vx e R, (x) = ———ch(VKx+a)
T0="Tx

2. Synthese : a vous de jouer.

Exercice 6 (Une étude de fonction)}z
1

o ch(®)
1. (a) Montrer que G est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

On considere la fonction G : x —

(b) En déduire les variations de G sur R.
2. En utilisant le changement de variable u = —¢, montrer que G est impaire.

3. En utilisant le changement de variable u = sh(#), montrer que : Vx € R, G(x) = arctan(sh(x)).
On rappelle la formule ch? —sh® = 1.

s N T
4. Prouver que G réalise une bijection de R dans ] ~55 [

5. Justifier que: Vi e ] —g, g [, sh(G™'(1) = tan(p).

On pourra noter x = G~ (t) et utiliser la question 3.

6. Justifier que G~! est dérivable sur ] _rr [ puis montrer que: Vit € ]—g, % [, (Gil)’(t) =

2’2 cos(t)’
T ¢
7. Justifierque:Vie |——, — ,Gi1 t :f X
J d ] 22[ (0 o cos(x)
T
8. En utilisant le changement de variable u = sin(x), calculer G~ () en fonction de ¢ € ] ~35 [
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Correction du Devoir Surveillé 4 I

Correction de I'exercice 1:

X
1. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a € I. La fonction x — f f()dt est la seule primitive de f quis’annule en a.
a

2. (a) Soient u et v deux fonctions de classe C! sur [a, b] :

b b b
fu'(r)v(t)dt:[u(t)v(t)],l—f u(t)v' (r)de.
a a

1 £
(b) On fait une IPP en posant u(#) = arctan(?), v/ (t) = L v() = = et Vi=t:
+

2

1+1¢2

X2 an() 1fx1+t2 1
= — arctan(x) — — -
2 2 1+12 1+1¢2

x 2 1
f tarctan(t)dt = [? arctan()]”* - Ef

X2 x 1
= > arctan(x) — 2 + 3 arctan(x) +C, CeR

a b a b _ (a+b)x+2a-2b

1
3. (a) On cherche a,b € R tels que pour tout x e R\ {+2}, — = —— + ——.0r — + —— = —————— , doncon prend a+ b =0 et 2a—2b =1, donc
¥ -4 x-2 x+2 x-2 x+2 (x+2)(x-2)

1 1 ...
b=-—eta=-.Ainsi
4 4

f[ 1 1 ¢ dx lf’ dx
—dx=- —_——
x2 -4 4) x-2 4J) x+2

1 1
= Zln(\t—ZI)— Zln(|t+2l)+C, CeR

x+1)2
(b) Pourtoutxe[R,x2+2x+5:(x+1]2+4:4((7) +1),donc

4 1 1
f 5 dx=—-
X +2x+5 2

1 t+1
7arctan(—)+c, CeR
2 2

1
[
(x+1 2

T) +1

T s
4. On commence par calculer]:f &2 e3itds,
0

]:f”e(erSi]tdt
o

1 .
— Q@+3i)t
=——e
2431 o
- L (62n+3in_1)
2+3i
2-3i
- T(‘ezn‘”
=207 +1) +3i(€*" +1)
o 13 '
21
3 +1
Donc| I=Im(J)) = %.

5. Soit A une primitive de a sur I. Lensemble des solutions de (H) est {t —Ke A0 ke [R}.
Soit y une fonction dérivable sur I.

yestsolution de (H) < Ve I,y () +a(®)y(t)=0
= vieLeAD Y () +amet Dy =0
— Vte],(eAy]’(t):O

— IKeR,VieR, y(n)edD =K

= ‘ IKEeR,VieR, y(r) = Ke AW

6. SoitA=b*-4ac.
« siA>0,0onnote r ety les solutions de ar? + br + ¢ = 0 et I'ensemble des solutions de (H) est {x— Ae'1* +Be2%, A, BeR};

« siA =0, onnote ry la solution de ar? + br + ¢ = 0 et 'ensemble des solutions de (H) est {x — (A+ Bx)e'0%, A, Be R};

« siA <0, onnote azifles solutions de ar? + br + ¢ = 0 et I'ensemble des solutions de (H) est {x— e%* (Acos(x) + Bsin(fx)), A, B € R}.
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7. (a) Onva commencer par une solution particuliére! On pose up : t— at+b avec a,beR.

: " wo g 2 4t
up estsolution de (E) < VteR, up(t)+6up(t]+w0up(t):Eo 1_7

] 4E
— VIeR, —Oa+w(2)(at+h):Eo——0t
Q T
4E ,
= VieR, (w%a+ To)t+60a+wgb—E0:0
4E 4E| w, E 4E| 4E, E 4E|
Doncwla+ —2 =0eta=——2 puis—0u+w2b—E0:0,doncb:—0 0 . Une solution particuliére est donc : up:t»—»——ot-# 0 0
04+ 2 0 2 3 2 2 3
Tw§ Q G QTwy Twy —of QTw,
)l . P L2, Wo 2 L 2 1
Léquation caractéristique est : X + ) X +wg =0 dont le discriminant est g @ —4].
1 \ . S . . wy | wo 1 . V. . R
e Si & —4> 0, alors I'équation caractéristique a deux solutions réelles r4 = — E + > @ —4. Les solutions de 1'équation homogene sont de la forme :

up () =Ae™+!'+Be’"avec A, BER ‘

o Si @z —4 <0, alors I'équation caractéristique a deux solutions complexes conjuguées : r+ = . Les solutions de I'équation homogene

wq 1 . [wo 1
—1/4— —t|+Bsin| —,/4— —t||avec A,BER |
2 Q? 2 Q?

o Si @ =4, alorsI'équation caractéristique a une seule solution: ro = — % . Les solutions de I'équation homogene sont de la forme :| u;(£) = (A+ Bt)e'0!, avec A, BER |,

Dans tous les cas, une solution de (E) est de la forme .

1
(b) Quand Q> > la solution est la somme d’une fonction affine (la solution particuliére) et d’un signal pseudo-périodique.

sont de la forme :

_Yo,
ug(t)=e 2Q " Acos

8 (@)
X+y+2z=3 X+y+2z=3 xX+y+2z=3
x+2y+z=1 — —-z=-2 — —-z=-2
yre Ly—Ly—Ly ym# L3—Lg+Ly yoz
2x+y+z=0 L3—L3-2L; -y-3z=-6 —4z=-8
donc I'’ensemble des solutions du systeme est| {(-1,0,2)}. ‘Les‘ trois plans se coupent en un point. ‘
(b)
2x-3y+4z=-3 2x-3y+4z=-3
x=9-11z
-x+2y+z=5 — y+6z=7 —
Ly—2Lp+Ly y=7-6z
4x—-5y+14z=1 L3—L3—2L1 y+6z=7
donc I'’ensemble des solutions du systeme est| {(9—11z,7 -6z, 2),z€ R}. ‘Les‘ trois plans se coupent le long d’une droite.
()
x-y=1 - x-y=1
—X+y=2 Lp—Lp+Ly (0=3
donc le systéme est| incompatible ‘ Les‘ deux droites sont paralléles. ‘
9.

2 2

x+my=m x+my=m
S): 5 — 0 5
mx+y=m Ly—Ly-mLy |(1-m%)y=m“(1-m)

e Sim=1,(S) < x+y=1donc!'ensemble des solutions est {(1—y,y),y € R};

—y=1
o sim=-1,(S) < {g_;/ et (S) est incompatible;

2 m2
x=m*-my X= w2 om2
o sim#=+l,(S) < m2 = 1+5n , donc I'’ensemble des solutions est { | ——, .
y= _om 1+m 1+m
1+m y T+m
Correction de I'exercice 3 :
b c +b)x% + (6a+2b+c)x+9a-3b—
1. Pour tout x €] -3,1[, a2 = taxb) ( ) x,donc il suffit de résoudre le systéme
x-1 x+3 (x+3)2 (x=1)(x+3)2
a+b=5 a+b=5 a+b=5
6a+2b+c=21 — —-4b+c=-9 — —-4b+c=-9
Ly—Ly—6Ly Lz—L3-3Ly
9a-3b—-c=22 L3—L3-9L; \~12b—c=-23 —4c=4
1 T X+3
2. Lafonction F: x — 3In(1-x)+2In(x+3)+ estune primitive de f sur]—3,1[. Doncl’ensemble des solutions de y’+f(x)y: Osur]-3,1[est{ x— Kei,l(e R .
X+3 (1-x3(x+3)2
_ 1 __1
e x+3 e X+3

On fait varier la constante : on prend s une fonction dérivable sur ] —3,1[ et yp : x — s(x) Pour tout x €] —3,1[, y},(x) =s(

1-x03(x+32" T
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1 _1 _ 1 o1
(1-x3e 3 —e X+3 (=31 -2 +3)2+2(01-03(x+3) e X+3 e~ X+3 (5x% +21x+22)
s(x) =5 +
(1-x)8(x+3)4 (1-x3(x+3)2 (1-x)4(x+3)4
Donc
1 1 1 1
e x+3 & 3 (5x% +21x+22) o Gx?+21x+22)  (x-1)3(x+3)2e T3
A-0ix+3)4 1-03@-Dx+3* Vo-x2

"
(1-x)3(x+3)2 s

yp est solution de (E) <= Vx€]-3,1[,5 (x)
1
_ x-1)3(x+3)%e7+3

1
Vxe -3¢ ) —
<~ Vxe€]-3,1[,s (x =
(1-x3(x+3)2 V9— 2
1 1
< Vxel-3,1[5 (0 = =—3
9-x \1-(%)

x] e 3 t solution de (F)
— | ——— est solution ae .
3/ (1-x3x+3)?

x
On pose donc s: x— arcsin(g) qui est dérivable sur]-3,3[, et yp : x — arcsin(
__1_
e x+3
KeR }

1
. e x+3 x
Lensemble des solutions de (E) est K ———F—— +arcsin ( 7) —_—,
(1-x)3(x+3)2 3) (1-x)3(x+3)2
Correction de I'exercice 2 :
5-2_ 36 I 36 - 1 119
= Donc il existe be Rtel que y = ¥ + b est une équation de (AB). Or A€ (AB)donc2=—-— n +bethb=—.

1. Le coefficient directeur de (AB) est T~ 5"
3 _ =
4

Une équation de (AB) est

2. Soit (x,y) unpointdeIRi2 sur (AB) etsurd :
3 = -
x+4y=17 3x+4y=7
36x+55y =119 Ly—Lp—12Ly |7y=35
59
-—,5].
3

13
donc y =5 et x = - —. Les deux droites se coupent au point de coordonnées

Correction de I'exercice 4 :
1. (@) Va,beR,(a>0etb<1)=>ab>a.
(b) Non, elle est fausse: onprend a=1etb=-1etonaalorsa>0etbh<1maisab<1.

(c) P estaussifausse car elle est équivalente a sa contraposée.
2. da,beR|ab<aet(a>0eth>1).
3. Non, car on peut prendre a=—-1etb=-1,onadonca<0oub =1, mais ab> a.
1 1 1 1
e Analyse : soit g:[0,1] — R continue et a € R. On suppose quef gdt=0etVxe[0,1], f(x) = g(x) + a. On integre : f f(nde :f g(t)dH—f adt = a. Puis
0 0 0 0

4.
1
pour tout x € [0,1], g(x) = f(x) _./;) f(nde.
1 1
o Synthese : soit a :fo f(dt et pour tout x € [0,1], g(x) = f(x) — a. La fonction g est continue par opérations et Vx € [0,1], f(x) = g(x) + a. Enfin, fo g(nde =

1 1
f f(t)dt—f adt =o0.
0 0

1
1l existe donc une unique fonction g: [0,1] — R continue et un unique a € R tels quef g(dtetVxe[0,1], f(x) = gx) +a.
0
(a) Supposons par I'absurde qu'il existe xg € R tel que f(xg) = 0. Alors — f (x0)2 =1etdonc1 =<0, cequiestabsurde. Donc| Vx€eR, f(x)#0.

Correction de I'exercice 5 :
1+ (/"2 ” - / " ,
est dérivable sur R par opérations car f et f° sont dérivables sur R et f ne s’annule pas. Donc

1.

1+ f (02
ELMCon et la fonction

(b) Pour tout x € R, f"(x) = @
)
LA S
f

[ est trois fois dérivable sur R.
1" gl gl
r=rr .D’autrepart,():(ff”—(f')z)'=f’f”+ff’”—2f”f’=ff”'—f’f”.D0nc(

(f;’)’:i

f2

1
(c) Lafonction £ est dérivable sur R par opérations, et

1"
et la fonction f— est constante sur R.

U ! 2
'O 14107

VxeR f"[x) =K
Tfe T O f0)?

d Onaf©O)f"0) - f©?%=1,donc
(e) D’apresla question Ic, f est solution de (E) : f — K f = 0. Léquation caractéristique est r? — K = 0 dont les racines sont +v/K car K > 0.

Ainsi, | il existe A, B € R tels que Yx e R, f(x) = AeVKx L ge-VEx,

(f) Onremplace I'expression dans I'équation : Vx € R,
@ - e =1
donc (AeVE* +Be VER) Ak eVET 1 Bi e VEY)  (AvEeVEY —pyRe VE¥)2 1

donc4ABK =1

En particulier, AZ0et B= ——.
4AK
VKx 1 -VKx
1 2AVKe +2A\/I?e

VK 2

. /K 1 _Jxk
Ainsi, Vx e R, =AeVKY L —_ *=
nsi, Vx €R, f(x) e 1 e

e SiA>0,0onpose a=In(2AVK) et pour tout x e R, f(x) = \/% ch(VKx+a).
1
=———ch(VKx+a).
VK

+ Si A>0,0npose a=In(-2AVK) et pour tout x € R, f(x)
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1
2. Soit K €]0,+oo[ et a € R. On pose f:x— ﬁ ch(VKx + a) qui est bien dérivable deux fois sur R. En remplagant dans I'équation, on vérifie que f est bien solution. De

méme pour 'autre cas.

1 1
Ainsi, | les solutions du probleme sont les fonctions x — ﬁ ch(VKx+a) et x— — ﬁ ch(VKx + a) avec K €]0, +co[ et a € R.

Correction de I'exercice 6 :
1
ch(n)

1. (a) Lafonction f:t— est continue sur R par opérations (ch ne s’annule pas). D’apres le TFA, G est 'unique primitive de f sur R qui s’annule en 0. Donc

1
G est dérivable surRet VxeR, G (x) = .
ch(x)

(b) Comme pour tout x € R, G'(x) > 0,| G est strictement croissante sur R. [

-x 1 -x 1
2. Soit x € R. On pose u = —t de sorte que du:—dt:G(x):f 7dt:—f dt=-G(-x).
0 0

ch(-1) ch(z)

3. Soit x € R. Posons u = sh(¢) de sorte que du = ch(#)d¢:

X ch(z)
- [,
S T

sh(x) 1
:f ——du
0 1+u?

sh(x)

= [arctan(u)]

donc| G(x) = arctan(sh(x)).

4. o G est continue sur R (car dérivable);

e G eststrictement croissante sur R;

o G(x)

b4
+— (question précédente).
x—too 2 @ p )

T
D’apres le TBM, | G réalise une bijection de R sur ] 33 I

5. Soitte l—g, % [, onnote x=G ' () eR. D’apres la question 3, G(x) = arctan(sh(x)), donc tan(G(x)) = sh(x) et| tan(¢) = sh(G~1 ().

— s T
6. Comme G est dérivable sur R et pour tout x € R, G’ (x) # 0, d’apres le TBM, | G 1 est dérivable sur } 33 [

De plus, on dérive I'égalité de la question précédente : V¢ € ]—g, g [, 1+tan?() = (GH (0 ch(G™ (1) = (G () 1+sh2(G~1(0)) = GV (1) \/1+tan2(z). Or pour

o 2 1 1 —1y/ 1
toutte]—f,f[,1+tan (t) = —— etcos(t) >0, donc =G Y@ )
22 cos2(t) cos?(t) cos(t)

1
Ainsi)| Ve ]_%v g [’(Gil)/m = cos(t)”

t
7. CommeG(O]:O,onaG_l(O):Oetd'aprésleTFA,VIE]—E,%[,G_l(t)—G_l(O):fO G~ Y (wdx.

L |
Donc Vte]—l,z[,Gfl(l‘]:f —
2’2 0 cos(x)

8. Soitre ]—g, % [ On pose u = sin(x) de sorte que du = cos(x)dx :

_ I cos(x)
el 0> :f ——d
o 0 cos?(x) *

7ft cos(x)dx
B 0 1—sin2(x)

sin(r) du
- j(; 1-u?
sin(r) du
- fo 1-wd+uw

1 rsin(@®) 1 1 psin(®) 1
:—f —Jr—f du
2Jo 1-u 2Jo 1+u

1 . 1 _
=5 l=In(1- ulgn® 4 5 nd1+ uppy™®

T -1 1 1+sin(f)
Donc Vte]—f,fl,G )= -In[———|.
2 2 2 1 —sin(f)
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