Mathématiques

Devoir Surveillé de Cours 4 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Dix-sept questions indépendantes).
1. Enoncer le théoréme fondamental de I'analyse.
2. Soit a € C. Montrer que x — e est dérivable sur R et que sa dérivée est x — ae®*.

3. (a) Enoncer le théoréme d’intégration par parties.

X
(b) Calculer f tarctan(f)dz.

* o dt
4. (a) Calculer f — 5 enposant u = Vt.
I+t

X
(b) Calculer f en posant u = cos(t).

t
sin(f)

5. (a) Déterminer une primitive de x —

x2 -4
1

(b) Déterminer une primitive de x — ———.
x2+2x+5

cos?(x)

sin? (x)
6. Etudier la fonction k : x — f arccos(vV)dt +f arcsin(v1)dr.
0 0

T
7. Calculer 'intégrale I = f e?!sin(3ndt.
0

8. Soit a une fonction continue sur un intervalle I et (H) : ¥’ + a(f)y = 0.
Rappeler 'ensemble des solutions de (H) et le démontrer.

9. Soita,b,ce Raveca#0et(H):ay' +by +cy=0.
Enoncer le théoréeme donnant ’ensemble des solutions a valeurs réelles de (H).

10. Résoudre I'équation différentielle 2y’ — y = sin(x).

11. Résoudre y' —2y = e’ avec y(0) = 1.

1
12. Résoudre sur R I'équation différentielle W' + T W =0.
x+i

13. Résoudre I'équation différentielle (1 + 1)y’ + y = arctan(z).

14. Résoudre dans R I'équation différentielle y” + y = e’ cos(21).
15. Résoudre dans R I'équation différentielle y” +2y' +y =2e™".
16. Résoudre les systemes linéaires suivants, et interpréter les résultats en termes d’intersections de droites/plans :
X+y+2z=3
(@ {x+2y+z=1
2x+y+z=0

2x-3y+4z=-3
(b) { —x+2y+z=5
4x—-5y+14z=1
x—y=1
(c) { Y
-x+y=2
5x2 +21x +22

17. SOlthX'—’m

définie sur |1, +ool.

a b c
+ + )
x-1 x+3 (x+3)?

(a) Déterminer trois réels a, b, c tels que : Vx €]1, +ool, f(x) =

(b) En déduire une primitive de f sur |1, +ool.
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Exercice 2 (Deux droites).

1 1
Soient A et B deux points de R? de coordonnées respectives (Z,Z) et (3, g) Soit d la droite d’équation 3x +4y =7.

1. Déterminer une équation de la droite (AB).

2. Déterminer l'intersection des droites (AB) et d.

Exercice 3 (Un peu de logique). On consideére la propriété P :
VYa,beR, ab<a=>(a<0oub=1).

1. (a) Ecrirela contraposée de P.
(b) La contraposée de P est-elle vraie? Justifier.
(c) P est-elle vraie? Justifier.
2. Ecrire la négation de P.
3. Lapropriété:
Va,beR, (a<Ooubz=1)=ab<a
est-elle vraie ? Justifier.

4. Aucun rapport : soit f: [0,1] — R une fonction continue. En utilisant un raisonnement par analyse-synthese, mon-
1
trer qu'il existe un unique réel a et une unique fonction continue g: [0,1] — R tels que f g(ndt=0etVxel0,1],
0

fx)=gx)+a.

Exercice 4 (Une équation différentielle).
On considere I'équation différentielle (E) : y® — y = 0, d’inconnue y : R — R trois fois dérivable.
Pour la résoudre, on procede par analyse-synthese.

1. Analyse: soit f : R — R une fonction trois fois dérivable. On suppose que f solution de (E) etonpose g= "'+ '+ f.
(a) Montrer que g est solution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (E') a déterminer.
(b) Résoudre (E') et en déduire une expression de f.

2. Faire la synthese.

LAS - Le Raincy 2/6 Devoir Surveillé de Cours 4



Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé de Cours 4 '

Correction de I'exercice 1 :

X
1. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a € I. La fonction x — f f(t)dt estla seule primitive de f qui s’annule en a.
a

2. Posons f:x— e%" etnotons a= b+ icavec b,c € R. Pour tout x € R,

flx

b. b

Or, x— e”* cos(cx) et x — e
De plus, pour tout x € R

(%) = beP* cos(cx)

) = elbriox
= ebx gicx

b.

ebP* cos(cx) +iel

X sin(cx)

“sin(cx) sont dérivables sur R par opérations. Donc f est dérivable sur R.

b.

—ce b

X sin(cx) + ibeP¥ sin(cx) + ice? cos(cx)

= eb’C (b(cos(cx) + isin(cx)) + ic(cos(cx) + isin(cx)))

bx

=e’* ae'*

3. (a) Soient u et v deux fonctions de classe C! sur [a, ] :
b b
f d(Hv(tde= [u(t)v(t)]g—f u(nv' (nde.
a a
. , 1 o
(b) On fait une IPP en posant u(¢) = arctan(¢), u' (t) = o2 v(t) = 5 etv(t)=t:
x 2 1[x £
f tarctan(t)dt = [— arctan(£)]* — —f dr
2 2J) 1+¢2
= —2 arctan(x) l fx 1+ 1
B 2) 142 1422
X2 x 1
=| —arctan(x) — - + -~ arctan(x) +C, CeR
2 2 2
4. (@) Onpose u=+/7desorte que t = u? donc dt = 2udu et on fait attention aux bornes :
fx de _fﬁ 2udu
Vit Ve u+ud
VE du
=2 f
1+ u?
=| 2arctan(vx) +C, CER
(b) On pose u = cos(t) de sorte que du = —sin(#)d¢ donc
j‘x dt 7_[’“ —sin()d¢
sin() sin2 (1)
7_fx —sin(t)dt
B 1—0052(1‘]
cos(x) du
- _f 1-u?
cos(x) du
_f (u-1u+1)
1 cos(x) 1 1
=5 - ——du
2 .[ u-1 wu+l
1 1
=5 In(|cos(x) - 1)) — 3 In(lcos(x) +1) +C
= lm(il_ms()”)w, CeR
2 1+ cos(x)
b b 2a-2b
5. (a) On cherche a,b € R tels que pour tout x € R\ {+2}, > S +——.0r 4 = M
xé—-4 Xx-2 x+2 xXx=2 x+2 (x+2)(x-2)
1 1
b=-—eta=—.Ainsi
4 4
f’ 1 1t de 1 dx
- o dx=- | == _2 | ==
x2-4 4 x-2 4 X+2

1 1
Zln(\t—ZI)— Zln(|t+2|)+C, CeR

, donc on prend a+b=0et2a—-2b=1, donc
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x+1)2
(b) Pourtoutx(—:[R,x2+2x+5:(x+1)2+4:4((7) +1),donc

1

t 1 1 t =
fidxz—f —z_
X2 +2x+5 2 (x+1)2+1

It
I
-t}
g
j=4
o
=
—_
B
N
T
o
a
m
=

6. Posons f: x— arccos(V) et g : x — arcsin(v/7). Comme arccos et arcsin sont définies sur [~1,1], f et g sont définies sur [0, 1]. Par opérations, elles sont continues sur
[0,1].
Notons F et G les primitives de f et g sur [0,1] qui s’annulent en 0 (TFA). Alors h: x — F(cos2 (X)) + G[sin2 (x)) et comme pour tout x € R, cosz(x],sin2 (x) €[0,1], h est
définie sur R. Par opérations, h est dérivable sur R.
De plus, pour tout x € R, i(—x) = h(x) donc h est paire, et h(x+ ) = h(x), donc h est -périodique.
Pour tout x € [0,7/2],

7' (x) = —2sin(x) cos(x) F' (cos? (x)) + 2sin(x) cos(x) G’ (sin? (x))

= —2sin(x) cos(x) arccos(y/ cos? (x)) + 2sin(x) cos(x) arcsin(y/ sin? (x))

= —2sin(x) cos(x) arccos(cos(x)) + 2sin(x) cos(x) arcsin(sin(x)), car x € [0,7/2]
= —2sin(x) cos(x)x +2sin(x) cos(x)x, car xe€ [0,7/2]

=0.

Donc h est constante sur [0,7/2]. Par périodicité et parité, h est constante sur R.

1 1
Enfin, h(7t/4):f2 arccos[\ft]Jrarcsin(\/f)dt:fz gdt: %
0 0

Donc| VxeR, h(x) = %

T .
7. On commence par Calculer]:f el editqr,
0

]:f”emsmdt
o

_ 1 e+shnm
BEFETA o
_ 1 ‘e2n+3in_1)
2+3i
2-3i 5.
=" (-e*"-1
3 ( )
=27 +1) +3i(€®" +1)
o 13 '
327 +1
Donc I:Im(]):%‘

8. Soit A une primitive de a sur I. Lensemble des solutions de (H) est {t —Ke A0 ke [R}.
Soit y une fonction dérivable sur I.
yestsolutionde (H) < Vte I,y () +a(®)y(t)=0
= vieLeAD Y () +amet Dy =0
!
— VIEI,(eAy] (£)=0

— JKeRVieR yned =k

= ‘ IKeR,VieR, y(r) = Ke AW

9. Soit A = b% —4ac.
« siA>0,0onnote ry ety les solutions de ar? + br + ¢ = 0 et 'ensemble des solutions de (H) est {x— Ae’1¥ +Be"2*, A, BeR};
« siA=0, on note ro la solution de ar? + br + ¢ = 0 et 'ensemble des solutions de (H) est {x— (A+Bx)e'0*, A,BeR};

« siA<0, onnote @+ if les solutions de ar® + br + ¢ = 0 et 'ensemble des solutions de (H) est {x — e** (Acos(x) + Bsin(fx)), A, B R}.
1 1 X
10. Notons (H):2y' -y=0 < y' - 5V= 0.0Onposea:x— — 3 dont A: x— —g est primitive sur R. Lensemble des solutions de (H) est {x —Ke2 ,Ke IRZ}.

Notons (E'):y' - 2V=3 e'*. On pose yp: x— Pe'* avec PeR.
1 a1
yp estsolution de (E') <= Vxe [R,iPe”@EPe”‘ =3 e!*

_ 1
T —1+2i

~— P

e!* est solution de (E').
-1-2i

1
Doncyp:x— ——
TP T

De plus, Vx€R, yp(x) =

(cos(x) + isin(x)), donc Im(yp (x)) = _?1 sin(x) — % cos(x).

sin(x) + 2 cos(x)

X
Lensemble des solutions de 2y/ —y=sin(x) est {x — Ke2 — 5

,KeIRl}.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Notons (H): y' =2y =0.0n pose a: t — —2 dont une primitive est A: £ — —2¢. Uensemble des solutions de (H) est {t —Ke*l Ke IRZ}.
On pose (E) : y/ -2y= &2l et ypit— Pte®! avec PeR.

yp estsolution de (E) < Vte [RZ,ZPteZ[ +Pe?l —2pre?t = et

— P=1

Donc yp:t— te®! est solution de (E).
Lensemble des solutions de (E) est {t —Ke?t+re?l Ke IR%}.

Soit y: t»—~K32[+te2l‘y(O) =1 < K=1.

La solution du probleme de Cauchy est

1
On pose (H): W' + W = 0. Notons a : x — S

. 1
-1
2(x+1) 20x+1)  2(x2+1)  2(x2+1)
1 arctan(x)
x—K—-——e 2 ,KeRp.

Y2

Onnote (E): (1 + %)y’ +y =arctan(s) < y'+

1 1
de primitive A: x — 1 In(x?+1) - 3 arctan(x). Lensemble des solutions de (H) est

_ arctan(r)

= et (H):y +
+27 v 2 Y

1 1

y=0.0Onposea:t— de primitive A: t — arctan(#) sur R. Lensemble des

1+2 1+ 12
solutions de (H) est {t»—» Ke~arcan() g ¢ [R}.

—arctan(t)

Onpose yp:t—s(t)e , ou s est une fonction dérivable sur R.

_ 1
yp est solution de (B) < VreR,s (1) e” 2" = arctan() 2
+ 1

<~ VieR, s'(t) =arctan(f) —5 earctan(t}

1+12

1
172 earctan(x] dux = arctan(f) earctan(t) _ earctan(t) +C par IPP.
+ X

—arctan(?) _ aretan(f) — 1 qui est solution de (E).

t 1 t
Or, f arctan(x) -— eCtan() 4y = [arctan (x) AN _ f
+x

arctan(f) _

e

Donc on prend yp : t — (arctan(l) e arctan(z) ) e

Lensemble des solutions de (E) est

{[ — Ke~arctan(t) 4 areran(f) — 1}4

Soit (H) : y" + y = 0. Les solutions de I'équation caractéristique associée r? +1=0sont +i. Donc I'ensemble des solutions de (H) est {t— Acos(#) + Bsin(f), A, B € R}.
Soit (B"): y"" +y =e'1*2D) Onpose yp: t— Pe!1*2) gupec.

yp est solution de (E') < VreR, (1+2i)2Pef1720) 1 pet1+20) _ ((1+20)t

1
<~ P= -
—2+4i

-1-2i i
e(1+20)¢

Donc yp:t— est solution de (E').

De plus, V€ R, yp(1) = (—% - ié]et(cos[zn +isin(21), donc Re(yp (1)) = (—M + M)e’.

10 5

cos(2t)  sin(2t)
e ey

)e’,A,BeR}.
10 5

Ainsi, 'ensemble des solutions de y”' + y = e’ cos(21) est {t — Acos() + Bsin(f) + (

Soit (E): y' +2y' +y=2e" " et (H): y" +2y’ +y = 0. Léquation caractéristique associée est r2+2r+1=0 < (r+1)?> = 0 dont la seule solution est —1. Donc I'ensemble
des solutions de (H) est {x— (A+ Bx)e”*,A,BeR}.
Soit yp : x— Px?e”¥ ol P e Ret de dérivées y), : x — 2xPe” ¥ —Px?e ¥ ety : x—2Pe ¥ —4Pxe * +Px?e ™"
yp estsolution de (E) <= VYxeR,2Pe % —4Pxe ¥ +Px?e ¥ +4xPe ¥ —2Px?e ¥ +Px?e ¥ =2¢7%
<> VxeR2Pe *=2¢7%

— P=1

Donc yp : x— x> e~ est solution de (E).

Lensemble des solutions de (E) est

{x—» (A+Bx)e™™ +x2e_x,A,B€[R}. ‘

(a)

X+y+2z=3 X+y+2z=3 xX+y+2z=3
x+2y+z=1 — —-z=-2 — —-z=-2

Y Ly—Ly-Ly y L3—L3g+Ly Y
2x+y+z=0 L3—L3-2L, -y-3z=-6 —-4z=-8

donc I'ensemble des solutions du systeme est | {(—1,0,2)}. ‘Les‘ trois plans se coupent en un point. ‘

(b)

x=9-11z

—x+2y+z=5 — y+6z=7
Ly—2Ly+Ly y=7-6z

2x-3y+4z=-3 2x-3y+4z=-3 {
4x—-5y+14z=1 L3—L3—2L] y+6z=7

doncI'’ensemble des solutions du systeme est‘ {(9-112,7-62,2),z € R}. ‘Les‘ trois plans se coupent le long d'une droite.

©

x-y=1 x-y=1
—
—X+y=2 Lyp—Ly+Ly |[0=3

donc le systéme est| incompatible ‘ Les‘ deux droites sont paralléles. ‘

a b c a+b)x%+(6a+2b+c)x+9a—-3b—x
(a) Pour tout x €]1,+o0[, —— + + :( ) ¢ ) , donc il suffit de résoudre le systeme
x-1 x+3  (x+3)2 (x—1)(x+3)2
a+b=5 a+b=5 a+b=5
6a+2b+c=21 L <L:>6L —4b+c=-9 L <L:>3L —4b+c=-9
9a-3b-c=22 [ojoers |-12b-c=-23 377 |a0=4

donc| a=3,b=2,c=-1.
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1
(b) Lafonction| x—3In(x—1)+2In(x+3) + Y53 convient.
X

Correction de I'exercice 2 :

1
52 36 36 361 119
1. Le coefficient directeur de (AB) est > T= 5" Donc il existe be Rtel que y = — =* + b est une équation de (AB). Or A€ (AB)donc2=— =1 +betb= =5
1
Une équation de (AB) est| y = — -0 x+ 11
ne équation de est| y=——x+—.
g Y 55 55
2. Soit (x,y) un point de R? sur (AB) etsurd :
3 = =
x+4y=17 - 3x+4y=7
36x+55y =119 Ly—Ly—12L; |7y=35
13 . . . 13
donc y =5 et x = ——. Les deux droites se coupent au point de coordonnées| (— 3 5|
Correction de I'exercice 3 :
1. (a) Va,beR,(a>0etb<1)=ab>a.
(b) Non, elle est fausse: onprend a=1etb=-1etonaalorsa>0etb<1maisab<1.
(c) P estaussifausse car elle est équivalente a sa contraposée.
2. 3a,beR|ab<aet(a>0eth>1).
3. Non, car on peut prendre a=—-1etb=-1,onadonc a<0ou b =1, mais ab> a.
1 1 1 1
4. « Analyse : soit g : [0,1] — R continue et a € R. On suppose quef g)dr=0etVxe[0,1], f(x) = g(x) + a. On integre : f f(nde :f g(t)dt+f adt = a. Puis
0 0 0 0

1
pour tout x € [0,1], g(x) :f(x)ff f(ndze.
0

1 1
o Synthese : soit a = f f(0dt et pour tout x € [0,1], g(x) = f(x) — a. La fonction g est continue par opérations et Vx € [0,1], f(x) = g(x) + a. Enfin, f gndt =
0 0

1 1
f f(t)dt—f ad=0.
0 0

1
1l existe donc une unique fonction g: [0,1] — R continue et un unique a € R tels quef g(ndtetVxe[0,1], f(x) = gx)+a.
0

Correction de I'exercice 4 :

1. (@) Comme f est trois fois dérivable sur R, g est dérivable sur Ret g’ = f(s) +f"+f = f+f"+f = gcar f estsolution de (E). Donc’ gestsolutionde (E'):y' -y =0.

(b) On pose a:x— —1de primitive A: x — —x sur R. Lensemble des solutions de (E') est {x — Ke*, K € R}.
Donc il existe K € R tel que Vx € R, g(x) = Ke*, et donc f est solution de (E"): y" +y' + y = Ke*. Notons (H) : y’ + y' + y = 0 d’équation caractéristique
1+iV3

2 +r+1=0. Ses solutions sont % Lensemble des solutions de (H) est {x — e 2 (Acos(v3x/2) + Bsin(v3x/2)), A, B € [R}.

Soit yp : x— Pe* ou PeR.

yp estsolution de (E") <= VxeR,Pe *+Pe ¥ +Pe ¥ =Ke ™™

<~ P=—
3

K
Donc yp:x— 3 e* est solution de (E").

K
Ainsi, il existe | A, B,K € Rtels que Yx € R, f(x) = e *'2(Acos(V3x/2) + Bsin(v3x/2)) + 3 e*.

_ K . e
2. Soient A,B,KeRetf:x—e 12 (Acos(v/3x/2) + Bsin(v3x/2)) + 3 e*. La fonction f est trois fois dérivable sur R et de plus, pour tout x € R :

AV3

-A+BvV3 -B-
Jcos(\/gx/Z)Jr —

fl= e /2 sin(\/gx/Z)] + gex

V3

AV3-B K
cos(V3x/2) + — sin(v/3x/2) sin(\/§x/2)) 3 e*

_ A+BvV3
[ =e /2 —7+2\f

F® (x) = e 2 (Acos(v/3x/2) + Bsin(v3x/2)) + g e~

Donc f est bien solution de (E).

K
Lensemble des solutions de (E) est {x — e_xlz(Acos(\/?:xIZ) + Bsin(vV3x/2)) + 3 e*,AB,Ke [Rl}. ‘
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