Mathématiques

Devoir Surveillé 03* '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Une suite de complexes).
Soit © un nombre complexe non nul. On pose z; = 1 et pour tout entier naturel n=2, z, =1+ u+u+---+u
Pour tout 7 € N*, on note A, le point du plan complexe d’affixe z;,.

1. On suppose dans cette question que u = i.
Soit B et C les points du plan de coordonnées respectives (-4, —1) et (6, 3).

(a) Déterminer une équation de la droite (BC).
(b) En déduire que le point A; est sur la droite (BC).

2. On suppose dans cette question que u = e'5.
Placer successivement dans le plan complexe les points A, A,..., Ag, sans calcul.
Comment sont placés les points suivants?

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur u pour qu'il existe n € N* tel que A, = O.
On pourra essayer de simplifier l'expression de z,, en prenant garde a ne pas diviser par 0.

Exercice 2 (Une suite et des sommes).
Pour tout n €N, on pose :

1 (2n & &
ap = , Sp=) akan-y et Tp=)_ kapa,.
n+l{n k=0 k=0

—

. Calculer ay, a1, az, as, as et Sy, S1, S2, S3, S4. Que peut-on conjecturer?
. Soit n e N.

\S)

n
(a) Montrer que T, = Z (n—k)a,_iag.
k=0
(b) En déduire que 2T, = nS,.

. Montrer que pour tout neN, (n+2)a,+1 =22n+1)ay.

= W

. Déduire des questions précédentes que pour tout n € N,

+3

5 Sn+1 = apy1 +2(n+1)Sy,.

n
Ths1+Sn+1 = ans1 +2(n+1)S, puis que

o

. En déduire par récurrence sur n e N que S, = @y+1.

2]

. Montrer que pour tout entier n € N, a, est un entier naturel.

Exercice 3 (Une somme double).

Soit n e N*.
1. Calculer ) |i—jl.
l<i<jsn
2. Endéduirelavaleurde ) [i—jl.

1<i,j<n

Exercice 4 (Sommes de Pascal).

1. Soit N € N. Vérifier que :

N . N NN-1) . Nl NWN-1D)(IN-2) . N N(N-1)(N-2)(N-3) .
(1):N(51N21),( ):—(s1N22),(3):—(31N23),( )z (siN =4).

2 2 6 4 24

o[k n+1
2. Pour tout n€N, onnote ?(n) : «YgeN,avecqg<n, y_ = ».
k:q q q+]‘
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(a) Enraisonnant par récurrence sur n, que £2(n) est vraie pour tout n € N.
On distinguera les cas g = n+1 et q < n dans I'hérédité.

. k k+1 k
(b) Justifier que pourtout0<g=<k-1, = - .
q qg+1 g+1
(c) Redémontrer alors £2(n) sans récurrence.
3. Interpréter cette égalité sur le triangle de Pascal.

n n n
4. Enprenant g =1, g =2 puis q =3, en déduire les valeursde )k, Y k(k—1)et ) k(k-1)(k-2).
k=1 k=2 k=3

Probleme 1 (Autour des solutions d’'une équation du second degré).
Soit a, b € C*. On considere I'équation d’'inconnue z € C:

Z2—2az+b=0 (E)

On note z; et z; les deux solutions, éventuellement confondues, de (E).
Lobjectif du probléme est de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) = arg(z,)[27] et pour
que |z1| = |22

1. Questions préliminaires

(a) Rappeler, en fonction de a et b, les valeurs de z; + z, et de z1 2.

1
(b) SoitzEC*.Montrerque:z+—E[R <~ (zeRou|z|=1).
z

(¢) On considere la fonction f: x —

1
X+ —‘ définie sur R*.

X
Montrer que f admet un minimum sur R* et le calculer.
Indication : on pourra commencer par étudier la parité de f.

2. Etude d’exemples
Dans les cas suivants, a-t-on |z;| = |zz|? arg(z;) = arg(zp)[27] 2

(@ z°2-2(1+i)z+4i=0;
(b) z°-@2-i)z+3-i=0;
(©) 22-3(1+2i)z—6+8i=0.

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que z; = z,
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que z; = zp.

4. Une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = |z|

(a) On suppose que |z1| =|z3|.
-
i. Exprimer > en fonction des arguments de z; et zp.

a2
ii. Montrer que > €]0,1].

2
. . a 21 2
(b) i. Montrer que si — € R alors — + — €R.
b 22 21
a2
ii. Montrer que si > €]0,1], alors |z1]| = |z2].

(c) Conclure.
5. Une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) = arg(z,)[27]

(a) On suppose que arg(z;) = arg(zp)[2n].

. . b .
i. Exprimer — en fonction des modules de z; et z,.
a

b
ii. Montrer que — €10,1].

a

. b
(b) Montrer que si — €10,1], alors arg(zy) = arg(zp)[27].
a
On pourra poser A = — puis résoudre (E) en calculant son discriminant en fonction de a et A.
a

(c) Conclure.
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Correction du Devoir Surveillé 03* '

Correction de I'exercice 1 :

2 2
1. (a) Lapente de la droite (BC) vaut N Donc il existe b € R tel que la droite (BC) admette y = 5 X+ b comme équation.

8 3
Comme le point (—4, —1) est sur la droite, b vérifie —1 = —g +bdonc b = g

2 3
Ainsi, une équation de (BC) est| y = gx + =

2 3
(b) Comme zp =1+1,le point A a pour coordonnées (1,1). Or,on a 5 + 5= 1, donc les coordonnées de Ay vérifient 'équation

trouvée dans la question précédente. Donc| A € (BC).

2. Onplaceles points qui sont aux sommets d'un hexagone régulier de c6té 1 avec Ag = O. Les points suivants se répetent : Agg,, =
A pour tout ke Net me[1,6].

3. Déja, si u =1, alors pour tout n € N*, z,; = n, donc O n’est pas atteint.
n

Supposons donc que u # 1. Alors pour tout n € N*, z, = ]

.Ainsi, z;, =0 = u"=1.

Donc,‘ il existe n € N* tel que Ay = Ossiu#1 etuestuneracine n-iémedel |

Correction de I'exercice 2 :

L. \aozl,al=1,a2:2,a3=5eta4=14.\

\ So=1,8 =2 8=5, 53=14etS4=42.‘
On peut conjecturer que S;; = an+1 pour n€N.

n n
2. (a) Onposej=n—kdans Ty, : T, = Z (n—j)an_jaj, donconabien| Ty, = Z (n-k)a,_ray.
j=0 k=0

n

n n
(b) Oncalcule: 2T, =T+ Tp= )Y (n—-Ka,_rar+ Y kaxa,_x= Y. napa,_ g, donc
k=0

k=0 k=0
3. SoitneN:

2(n+1)
n+1

(n+2)an+1 = (
_2(n+1)2n+1)2n)!
T+ DI+
_ 22n+1) 2n)!

n+1 n'n!

donc| (n+2)ap+1 =2@2n+1ap41. ‘
4. SoitneN:

n+1
Tn+1+Sne1= Y (n+2-K)ay1-rax
k=0

n
=apan+1 + Z (n+2-k)a,,_xar (pouravoir n— k=0 dansla somme)
k=0

n
=ap+1 + Z 2(2(n-k)+1a,_ra; question précédente
k=0

n n
=ap1+4) (n—-Ka,_ rag+2 Y an_rax
k=0 k=0

=ap+1 +2nS, +2S,

d’apreés 2b. Donc| Ty4+1 + Sp+1 = an+1 +2(n+1)Sy,. ‘

n+1 n+3
Sn+1, donc 5

5. Montrons par récurrence sur n € N que Sy, = a;+1.-

Puis, Tpi1 = Sp+1 = Ans1 +2(n+1)Sy.

o Initialisation : voir premiere question.

o Hérédité : soit n € N. Supposons que Sy, = @y +1.-

o s . L 4(n+1) 2+4(n+1)
D’apres la question précédente, S;+1 = an+1+ Sn=ay+1——— par HR.
n+3 n+3 n+3
D S 2(2n+3) d'apres 3
onc =——a =a apres 3.
n+l n+3 n+l1 n+2 p
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D’apres le principe de récurrence, | VrneN, Sy, = ap+1. ‘

6. On procede par récurrence forte sur n € N.
« Initialisation : voir premiére question.

o Hérédité : soit n € N. Supposons que pour tout k € [0, n], ar € N.
n

D’apres la question précédente, a,+1 = Sy, = Z aya,—j qui est une somme d’entiers naturels par HR. Donc a4+ € N.
k=0

D’apres le principe de récurrence, | VneN, a, € N.

Correction de I'exercice 3 :

1.
Y li-jl= ¥ j-i= i- i
l<i<j<n l<i<j<n l<i<j<n 1<i<j<n
nj-1 n-1 n
=Y Y- )i
Jj=2i=1 i=1j=i+1
n n-1

=) jG-D-) itn-9
2 i=1

n—

n n 1 n-1
DINAEDWELDMED WA
j=2 j=2 i=1 i=1

_ nn+1)2n+1) B nn+1) B nz(n—l) + (n-1)ni2n-1)

6 2 2 6
_n((n+D@n+1)-3(n+1)-3n(n-1+nm-1)2n-1)
B 6
_n((n+D@n-2)+(n-1)(-3n+2n-1)

B 6
_nRm+1Dn-1)+n-1D(-n-1)

B 6

(n—-1Dnn+1)

Donc| Y li—jl= 5

l<i<jsn

n
2. Onséparelasommeentrois: Y li—jl= Y li—jl+ Y li—jl+ > li—jl
1<i,j<n i=j=1 l<i<jsn l<j<isn
Or, la premiere somme est nulle et les deux suivantes sont égales (en changeant le nom des indices) et leur valeur est calculée a
la question précédente.
_(n-1)n(n+1)
= 3 .

Donc| Y li—]l

1<i,j<n

Correction de I'exercice 4 :

1. Soit N =4.

N , N N(N-1)(N-2)(N=—3y—~ NWIN-1)(IN-2)
. (l)zN(cestducoursl) D ( )z =

3 6 x (N—3y—~ 6
N\ NW-1(N—27— N(N-1) N\ N(N-D(N-2)(N-3)(N—4~ NN-1N-2)(N-3)
2|7 2x (N 2 4| 24 x (N—4~ B 24

(N) (N) N(N-1) (N) N(N-1)(N-2) (N N(N-1)(N-2)(N-3)
Donc =N, =— =—et = X
1 2 2 3 6 4 24

) k n+1
2. (a) Montrons par récurrence sur n que pour tout g € N avec g < n, Z = g+1)
k:q q

0

k 1
« Initialisation : pour n =0, on a forcément g =0, et Z (0) =1= (1) La formule est vraie pour n = 0.
k=0

n+l (g n+2
o Hérédité : soit n € N. Supposons que £?(n) est vraie et montrons Z(n+1):VgeNavecg<n+1, Z (q) = (q ol
k=q

ntl ok +1
Iy a deux cas afaire:si g = n+1, alors Z ( ):(n

- ), donc la formule est vraie pour ce q.
k=n+1\"

n+1
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Si g < n, alors ,il (k) - i (k) ’ (";1)

k=q q k=q q

d’apres la formule de Pascal.
Donc £ (n + 1) est vraie.

D’apreés le principe de récurrence,

k k
(b) D’apres la formule de Pascal, pour tout0<g<k-1, ( ) + (

n+1
. Par hypothese de récurrence, on a : Z

o

k=

Vn,geNavecgsn, Y

£l

1

n+1
qg+1||

q qg+1

)=

e (2= )

o2 )nel (3

k+1

g+1

)_(qfl)'

(c) Onfait attention au terme k = g qui n’est pas pris en compte dans la question précédente.
Soit n,q e Navec g < n.

On retrouve bien

()G}

|

k=q+1

n+1 i
=1
* Z (q+1

i=q+2

:1+(n+l)_(q
qa+1] \aq

n+1
g+1/

(2 S

oo (k+1
q+1

)_

n k
k=q+1 q+1

L k
2 )
k=q+1 qg+1

+1
+1

3. On fait la somme des termes de la colonne g (qui commence a la ligne g) et on obtient le coefficient binomial placé 1 cran en

dessous et a droite du dernier sommé dans la colonne.

1 2

2

ok 1 k 1 1
4. * Pourg=letn=1, Z( ):(n+ ).Ord’apréslaquestion1(1):ket(n+ ): (n+2 n

ok 1 k
o Pourg=2etn=2, ) (2) = (n+ ) Or d’apres la question 1 (2) =

k=1

f=2 3

Donc

n
Y k(k-1)=2

(n+nn-1) (n+nn-1)

6

4

o[k n+1 L ) k
e Pourg=3etn=3, Z 3] = . Or d’apres la question 1 :
k=3

2 3

_ klk-1)(k-2)
B 6

Donc

n
Y k(k-1(k-2)=6

(n+nn-1)(n-2) _ (n+1nn-1)(n-2)

24

4

Correction du probléeme 1 :

1. (a) Relations coefficients racines:| zj + z2 = 2a, z122 = b.

(b) On peut raisonner par double équivalence, ou bien plutét remarquer que :

Ainsi,

1
z+—€R < |z]=10uzeR.
zZ

1 1 _
Z+—€ER << z+-=2z+
Z Z

ST

= |zlzz+2—|z|22—z:0

= (2> -1)(z-2)=0

= |z1?=1

(c) Pourtout x€R*, —xeR* et f(~x) = f(x), donc f est paire.

ou

z=2

.Onretrouve donc

|

n+1
4

6

|

1

On étudie donc f sur]0, +oo[: Vx>0, f(x) = x+—. f est dérivable sur 10, +oolet Vx>0, ' (x) = 1 -
X

donc les variations suivantes :

n
Z = nn+1) .
k=1 2

k(k—1) (n+l) (n+Dnn-1)
et =

_ (n+1nn-1)(n-2)
- 24 ‘

1 2

1
— = .On obtient
x2 x2
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X 0 1 +00
) - 0 +
+00 +00
2

Dong, par parité, ‘ f admet un minimum en 1 et en —1 qui vaut 2. ‘

2. Onrésout les trois équations :

. . 2
(@ A=4(1+i)2—16i=-8i=8e3"/2 = (2\/§e3””4) = (=2+2)2, donc z; =

Ainsi,‘ 21| = | 22| mais arg(z1) # arg(z2)[27]. \

b)) A=@2-i)?-12+4i =-9 = (3i)?, donc z; =

cos(arg(zy)) = L

V2

et cos(arg(zp)) = —i.

V5

Ainsi,\ |z1| # 22| et arg(z1) # arg(zp) [27]. \

(© A=9(1+2i)%+24

-32i=-3+4i=

Ainsi,‘ |z11 # |z2| mais arg(z;) = arg(zp)[27]. ‘

3. ‘21:z2 — 44%-4h=0 = azzb.‘

4. (a) i. Notons®8; etf; des arguments de z] etz : 21 =

1 +2i)2, donc z; =

D’apres les relations coefficients-racines, — =

242i—-2+2i
2
2—-i+3i . 2—-i-3i
— =1l+ietzpg=———
2 2
3+6i+1+2i .
—— =2+4ietz =
2
121101 et zp = |25 €02,
a? (z1+22)2 _ (ei91+ei92)2 donc a? _
b 42129 4ei01+62) b~

=2ietzg=———7—=2.

3+6i—-1-2i

242i+2-2i
2

=1-2i. Donc |z1| = \/E, |z2| = \/5.

=1+2i.Donc z1 =22.

cos(f1—-02)+1

2

2

a
ii. Comme —1 < cos(0; —02) < 1, on obtient d’apres la question précédente, > € [0,1]. Par hypothese, a # 0, donc

“ o1
b T
2 2
. R . . . a (21 +22) 1(z1 =z 1
(b) i. D’apres les relations coefficients-racines, — = SiTE - (—1 + —2) +—.
b 4z120 4\zp z1
. a2 Z1 Z
Donc|si — € R, alors — + — €R.
b z) Z1
) a? . o ! 21
ii. Supposons que > €]0,1]. D’apres la question précédente et la question préliminaire, — e Rou |—|=1.
22 22
Fal a® 1 Al 1 R . Fal z21
e Si—€eRy, — =-f|—|+==1dapresla question lc. Doncf(— =2et — =1,donc z1 = 2.
22 b 4" \z 2 22 F2)
. 21 a® 1 _(z1 1 N . . .
e Si—€eR_, — =—-—f|—|+ = =0dapres la question 1c. Donc ce cas est impossible.
22 b 47 \zo 2
.| 21
e Si|—|=1,alors|z1| =|z2|.
z2
Dans tous les cas, on a| |z1| = |z2|.
a2
(c) Onamontré que:||z1|=|z2| < 7 €]0,1].
5. (a) i. Notons 6 € R un argument commun a zj et 2 : 2] = |z | el et z2 =|z2| el
b 4212 4]z1]lz2|
Donc — = 5 = 5
ac  (z1+22)7  (lz1]+1220)
ii. Comme (1z1]-122))* 20, ona (211 + |22 = (1211 = |22))* + 4l 2111 22| = 42y l|2p].
.. Aallzl s . - b
Ainsi, ———= <1, et comme b # 0, d’apres la question précédente, — €10,1].
(Iz1]+ |22 a
b b
(b) Supposons que €]0 1]. Posons A = . Alors A = 4a® — 4b = 4a® — 41d® = 44*(1 - A) = (2av'1-1)2. Donc z1=a+

avl =a(l+ \/ Netzp=a—-avl =a(l-Vv1-A). Ainsi, ‘ arg(z)) = arg(a) = arg(zp)[27]. ‘

(¢) Onamontré que:

b
arg(zy) = arg(zp)[2n] < 3 €]0,1].
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