Mathématiques

Devoir Surveillé 03 .

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Douze questions indépendantes).
1. Montrer par récurrence sur n e N que : Vx € [-1,+o0l, (1+ xX)"=1+nx.

2. Soit n € N*. Exprimer le produit des nombres pairs de 2 a 27 puis le produit des nombres impairs de 1 2 2n+ 1 avec
des factorielles.

3. (a) Enoncer la formule pour la somme des termes d'une suite géométrique.

n n
(b) SoitneNetteR.Calculer ) cos(k?)et ) sin(kr).
k=0 k=0

4. (a) Soit n, k € N. Rappeler la définition de (Z)

(b) Rappeler la formule de Pascal et la démontrer.
5. Linéariser cos®(x) et cos(2x) sin(x).
1 a b c
, =—+ + .
kk+1)(k+2) k k+1 k+2

6. (a) Déterminer a, b et c trois réels tels que pour tout k € N*

n
1
b Iculer 1 e E——
(b) Calculer la somme kZ::1 Gkt D(k12)

7. (a) Rappeler la formule du bin6me de Newton.

n
(b) Soit neN. Calculer ) al
e=o\k

n n—-2
(c) Montrer que pour tout k,neNavec2<k<n,ona k(k— D(k) =n(n- D(k 2).

n
(d) En déduire la valeur de Z k(k-1) (Z) pour tout n = 2.
k=2
& +1
8. Démontrer par récurrence sur n € N que Z (-D*k% = (—1)”M.
k=0

9. Soit n € N*. Simplifier le plus possible la somme Z - ! .
1sizjsnJ T1

10. Soit neN.
(a) Calculer, indépendamment les unes des autres les sommes :
i

j=0

An

On pourra inverser l'ordre de sommation pour C,.
(b) Vérifier que A, +3" = B,, + Cy,, puis retrouver ce résultat d'une autre facon.

11. Résoudre z8 + z* +1 =0 dans C.

1+iV3
12. (a) Mettre sous forme exponentielle.

1-iv3
1+iv3
(b) Résoudre I'équation Z8= l\/_.
1-ivV3

13. On considere les points du plan complexe A(—i), B(1+i) et C(—1+21i).

(a) Montrer que le triangle ABC est isocele rectangle.
On fera un dessin.

(b) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un carré direct.
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Exercice 2 (Des complexes et une droite).
On considere les deux points du plan A et B, de coordonnées respectives (4,1) et (—6,—3).

1. Déterminer une équation de la droite (AB).
2. On considere I'équation (E) : z° + (=3 —3i)z° + (=3 +4i)z— 15+ 9i = 0.

(a) Déterminer les racines carrées de 21 + 20i.
On donne29” = 841.

(b) On admet que (E) admet une solution imaginaire pure zy = ib € iR. Déterminer la valeur de z;.
(c) Déterminer les deux autres solutions z; et z, de (E).

3. Vérifier que les points D(z;) et E(z») sont sur la droite (AB).

Exercice 3 (Sommes et fonctions).

n
Soit n = 1 un entier naturel. Pour tout x € R, on pose f(x) = Z xk.
k=0

1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. Déterminer une expression simplifiée de f. On distinguera deux cas suivant la valeur de x.

n
3. En déduire la valeur de Z K2k,
k=0
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Correction du Devoir Surveillé 03 '

Correction de I'exercice 1:
1. Montrons par récurrence sur n€ N que: Vx € [-1,+oo[, (1+x)" =1+ nx.
« Initialisation : pour n =0, on prend x € [-1,+oo[ et on note que (1 + x°
« Soit n€N. Supposons que : Vx € [-1,+oo, (1+x)" = 1+ nx.

Soit x € [-1,+ool. Par HR: (1+x)" =1+ nx, et comme 1 +x >0, (1-¢-x)’“rl = (1+x)(1+nx) =1+x+nx+nx2, donc (1+x)

n+l1

donc (1+x) =1+ (n+1)x.

D’apres le principe de récurrence,‘ pour tout n€N, Vx € [-1,+oo[, (1+x)" = 1+ nx.

n n
2. « Produit des nombres pairs:| [] 2k)=2" [] k=2"n
k=1 k=1
n 2n+1 n
- 2n+1)!
« Produit des nombres impairs : [] 2k+1)= nk'il, donc| [[@k+1)= ¢ nn )
k=0 I, @R k=0 2%nl
3. (@) Soit (up) une suite géométrique de raison ¢ et p < d deux entiers naturels :
d (d-p+Dup sig=1
Z up = 1- qd—p+1 )
k=p Up == 7 sinon

n . .
(b) On commence par calculer S, = Y ekt Sit=0[2n), alors Sy, = n+1. Sinon, el! #1 et :

=letl+0xx=1,donconabien (1+x)°=1+0xux.

=1+ (n+1)x+nx%. Or nx® =0,

k=0
ei(n+1)[71
Sn= eltf—1
n+l1
elTIZzsin(%t)
e'2 2isin(%)
n+l
cpr sin| 2=t
ooy on(2)
sin(3)
donc:
. n+1 sit=0[27] . si t=0[27]
cos(kt) =Re(Sp) = COS("Tt)Sin["THf) et sin(kt) =Im(Sy) = %’)Sin("THt
k=0 I Te— sinon k=0 sinon
sin (%) sin (
n 0 sik>n
4. (a) k = n! . .
———— sinon
kl(n—-k)!

n n n+1
i N. = .
(b) Soientn,keN.Ona (k)+(k+l) (k+1)

k+1 k+1

+1
. Premiercas:sik>n,alorsk+1>netk+1>n+1,donc(2):( " ):(n ):Oetlaformuleestvraie,

1
e Deuxiémecas:sik=n,alorsk+1>net n + n =1+0= n+ .
k k+1 k+1

o Troisieme cas:si0<k<n-1,alors

n n n! n!
+ = +
(Ic) (k+1) kl(n—-k! (k+D/(n—k-1)!

_ nl(k+1) N nl(n—k)
(k+Dl(n-k)! (k+D(n-k)!

_ nl(k+1+n-k)

T (k+Dn-k)!

_ (n+1)! _(n+1

-m—(m

Dans les trois cas, la formule est vérifiée.
5. On utilise les formules d’Euler et de Newton :

3 eiX 4 g—ix 3
cos’(x)=| ——
2
B e3iX 1 3aiX {3e—iX 4 o=3iX
- 8
_ 2cos(3x) +6cos(x)
B 8

|

LAS - Le Raincy 3/6

Devoir Surveillé 03



Mathématiques

cos(3x) +3cos(x)

3
cos” (x) =
(x) 2

Donc

o eZix+e—2ix eix_e—ix 2
cos(2x)sin“(x) = ———8 | ———
2
(eZix+e—2ix)(eZix _2+e—2ix)
-8
e4ix_ze2ix+1+1_ze—2ix+e—4ix
8
2cos(4x) —4cos(2x)+2
8

2

2 cos(2x)

. cos(4x) 1
cos(2x)sin“(x) =

2 4

Donc

6. (a) On cherche a, b, c € R qui conviennent. On met les termes de droite au méme dénominateur :

(a+b+0)k®+(Ba+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2)

c _alk+D(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1) _
k+2 k(k+ 1D (k+2) h

+L+
k+1

=

Ainsi, il suffit de prendre a, b et ¢ tels que :

a+b+c=0
3a+2b+c=0
2a=1

1

Ainsi N* | —————
insi, pour tout ke N™, I DKT2)

-2
_k+

-1
k+1

+

1
2

k+2 [

g

On utilise la question précédente :

u 121
; (k+1)k+2) Ek;%

On fait le changement d’indice i = k + 1 dans la deuxiéme somme et j = k + 2 dans la troisieme :

1
k(k+ 1)(Ic+2)

i M:

1 1

Donc -= s
4 2(n+1)(n+2)

n
; k+1)(k+2)

©

8. .

Soienta,beCetneN:

(a+b)" =

>

(Z)akbn_k X

(Z)lkln_k =(1+D"=2"|

k=0

>

k=0

£

k=0

Soient k et n deux entiers naturels tels que 2 < k < n. Calculons :

n!

n!

(n-2)!

Ic(k—l)( ) k(k— l)

n n-2
k(k—l)(k) = n[n—l)(k_z) A

Soit n = 2. D’apres la question précédente,

K-kl

On a bien

n

n
> k(k—l)(n)
k=2 k

On fait le changement d’indice i = k-2, de sorteque i vade 0an—2:

n

> k(k-1)

k=2

Y nn-1)

k=2

=n(n-

(k=2)!(n-2-(k-2))!

D

k=2)(n-2~(k-2)!"

2 T (n-2
(k 2)_"(” l)z(k 2

A

D’apres la formule du bindme de Newton : Y

n-2
n-2 _
( . ):2" 2 Donc
i=o\ !

L n
> k(k—l)( )
k=2 k

nn-12"2|

0
Initialisation : pour n=0, ) Dk =0et (-1

000+1)
k=0 2

=0, donc la formule est vraie au rang 0.

)
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w +1
o Hérédité : soit n € N et supposons que Z (71)kk2 =(-D" M
k=0

Z( DFK2 = (1" L (n+ 1)2 +Z( k2

k=0 k=0
+1
—(—1)"(n+1)2+(—1)"%
n
—(_1\" — —
=0 m+n (n+1)+2)
-2n-2+n
=D+ ) ————
+1)(n+2
— (71)n+1 (n )(n ]_
2
La formule est vérifiée aur rang n+ 1.
w 2 +1
Pourtout neN, | " (-1)Fk? = (-n 2D |
k=0 2
9. On réécrit avec une somme double de sorte que celle a I'intérieur somme sur i :
S
1<z<]<n/+l j=1i=1J +1
noo,
=Y )i
jm1itlia
_§ L ity
,:1,1/f 2
1 & .
=3 Z j
j=1
i nn+1)
Donc —_— =
1=isjsn 1 4
n J (p
Cn=3 Y |.]2
j=0i=0\!
= (7)2]
noi(y 1=isj=n !
mREP £ ()
nony i=0j=0 = 2
w- AL iy
=0i= n i
’ £ L N
n n i— i— —
-3y n i=0\"/ j=0 _,Zb ; Z_:lz
j=o i=o\! n () 1-2i+1 ) =
10. (a) :Z n n—i+1
no i) 1-2 _2”2 -2
=y 2/ i= =X\
i=
j=0 nn\ _;
J :Z(.)(ZHI—U 1 (n
_2n172n+1 i=0 1 ZZ ; 21 2n i+1 )
=2l = 1 (n . . i=0
=2 2" =
=27 -1 Ll L\ :i(") pign-i+1 i(”)zi
—2x3_on i=o\! i=0
n
:Z 2n+1 3n

Donc

‘An:22"+1—2", Bp=2x3"-2", Cn:22n+l_3n

(b) On trouve bien Ay +3" = B;, + Cp,. On part ensuite du terme de droite :

By+Cpn= Y (rf)zh Y ('_1)21'

1sj=isn\! 1<i<jsn\!
1<jzisn\! 1<i<jsn\! 1<i=j<n\!
n| i &n
= Y ('J21+Z(,)2’
1<i,j<n L i=1\?

car on calcule deux fois la somme lorsque les indices i et j sont égaux. Donc

n
Bn+Cy = Z

I [\/]:

(<)2f+3"
et| Bp+Cp=Ap+3" |
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11. SoitzeC.Onaz®+z*+1=0 < z* estsolution de x* + x+1=0.

S o . . -1+iV3 2im
Or, le discriminant de cette équation vaut -3 = (iv/3)?, donc ses solutions sont 2 =et73 .
Ainsi,
2in _2in
B+t+1=0 = z'=e3 ouzt=e 3
4 4
z z
<~ | —=| =1lou - =1
in _in
eb e 6
+im k

< 3ke[0,3],z=¢ 6 i

tin
Lensemble des solutions est donc {e 6 ik, avec ke [0,3] }

(a) Soit on met d’abord le complexe sous forme algébrique, soit on met directement le numérateur et le dénominateur sous forme exponentielle. Ici, on trouve
/4

12.
T
que 1+ iv/3 a pour module 2 et pour argument 3 De plus, 1 - iV/3 est son conjugué, donc a pour module 2 et pour argument — 3
. iZ .
.| 1+iv3  2e'3 2in
Ainsi - = — =€ 3.
1-iV3 2¢7 '3
(b) SoitzeC:
1+iv3 2im
ZG = \[ =" z6 =e 3
1-iV3
6
iy
= |27l =
e 18
2ikn  2in
< 3ke[0,5],z=e 6 €18
2ikn | 2in
Lensemble des solutions est donc {e 6 18 ,kefo, 1,...,5}} "
13. (a) En faisant un dessin, le triangle a I'air rectangle en B. On calcule donc
Za-zp _ —1-2i _ (-1-2i)(-2-i) _
zZc— 2B T2+ 5 -

Donc 22 = i| =1 et (BC, BA) = 2 (27)
onc — =|i|=1e f = —[2nm].
BC 2
Ainsi ABC est bien rectangle isocele en B.
(b) On cherche I'affixe de D tel que ABD soit rectangle isoceéle direct en A, donc

ZD —ZA . . . . .
———=i<>zp=ilzp—za)+tza=i(1+20)—1i.
ZB —2A

Correction de I'exercice 2 :

-3-1 2 2 8
1. La pente de la droite (AB) vaut 54 = 5 Donc il existe b € R telle qu'une équation de (AB) soit y = gx +b. Comme A est sur la droite, b vérifie: 1 = H + b, donc

3
b=-2.
5

2
Une équation de (AB) est| y = gx— 5

a®-b*=21 2_
a==25 a=5 a=-5
L2 .
2. Oncherche a,beRavec (a+ib)” =21+20i < { 2ab=20 — 10 = ou
2 2 b=— b=2 b=-2
a“+b° =29 a

Les deux racines carrées de 21 +20i sont donc .

On pose zg = bi avec b € R une solution de (E), de sorte que : — ib3+ B+ 3i]b2 +(-3i—4)b—-15+9i = 0. La partie réelle et la partie imaginaire du terme de gauche sont

3.
—b+3b* -3b+9=0 ) o 5 - ) T
donc nulles : 3b? —ab—1520 . Les solutions de la deuxieéme équation sont 3 et — 3 On vérifie que 3 est solution de la premieére équation. Donc .
4. On factorise z3 + (=3 -31)z% + (-3 +4i)z— 15+9i = (z—3i)(z° + az + b), de sorte que -3ib=-15+9i donc b= -5i—3 et a—3i = -3 -3, donc a = —3. Donc on cherche
3+5+2i 3-5-2i
les solutions de z2 —3z—3—5i = 0. Le discriminant vaut A = (—3)2 —4(-3-5i)=21+20i = [5+2i)2. On obtient alors| z; = % =4+ietzy= STozal -1-il
. 2 3
5. Onremarque que D = A et comme (—1,-1) est solution de y = gx— 3 Ee€ (AB).
Correction de I'exercice 3 :
1. Lafonction f est une fonction polynomiale, donc elle est dérivable sur R et pour tout x € R, | f/(x) = > k1|
k=0
1- xn+1
2. | Six=1, f(x) =n+1 | Sinon, on a une somme géométrique avec une raison différente de 1:| f(x) = I
-Xx
3. Lasomme cherchée est f’(2). Pour x # 1, on peut dériver I'autre expression de f :
Fo= —(n+Dx"1-x)-1-x"H (1) na™ -+ )x"+1
1-x»? (1-x? '
2" (1) x 2" +1
Pour x = 2, on trouve f(2) = % =2m2" - (n+1)x2"+1=(n-12" +1.
n
Donc| Y k2K 1= '@ =(m-12"+1]|
k=0
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