Mathématiques

Devoir Surveillé 01 .

(durée : 2 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1. Les neuf questions suivantes sont indépendantes.
1. (a) Soit x € R. Rappeler la définition de la partie entiére de x.
(b) Soit x € R. Montrer que |x] < x < [x] + 1.

(©) Soitx,y€R.A-t-on |x+y| = x|+ |y] ? Justifier.

2. Enoncer puis démontrer I'inégalité triangulaire.
3. Démontrer que: Vx e R, |sin(x)| < |x|.
4. Soient I et J deux intervalles de R. Rappeler les définitions de I'union et de 'intersection de I et J.
5. Soit x € R. Rappeler la définition de la valeur absolue de x.
6. Simplifier au maximum les fractions suivantes (ou x et y sont des réels non nuls) :
3,1 - _
its )~y
A=gop et B=—r0 5
3732 @y
7. Dans chaque cas, comparer les deux nombres en justifiant :
17 24
(@ —et—
5 7
(b) 2v7et3v3.
8. Résoudre les inéquations suivantes :
3 3 2—-x
@x°=x (b)) —<x ©|x+1|=2 do<——«<1.
X 2+x

m nm 7 7 L (Tm
9. Enremarquant que — = — + —, calculer cos| — | et sin[ —|.
12 3 4 12 12

Exercice 2. Pour tout réel mm, on consideére I'équation (Ey,) : (m +3)x? —2(m—2)x + (m —5) =0.
Déterminer le nombre de solutions réelles de I'équation (E;,) en fonction de m.
On fera attention au degré de (Ey;) !

1
Exercice 3. 1. Montrer que pour tout x >0, x+ — = 2.
X

2. En déduire que pour tout x, y et z réels strictement positifs, de somme s, on a:

1 1 1
—+—+—=6-s.
X y z

Exercice 4. Soient x€ Ret neN*.
1. Justifierque: n|x] < nx<nl|x] +n.

2. En déduire que [%J = [x].

Exercice 5. 1. Résoudre I'inéquation sin(2x) > 0.
2. En utilisant les formules d’addition, démontrer que pour tous réels aet b :
cos(a+ b) cos(a— b) = cos?(a) — sin?(b).

3. En utilisant les deux premiéres questions, résoudre I'inéquation trigonométrique

cos? (x— g) —sin? (x— %) > 0.
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Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé 01 '

Correction de I'exercice 1 :

1. (a) Lapartie entiére de x est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

(b) Par définition, |x] < x. Puis, comme | x] + 1 est un entier relatif strictement supérieur a |x], il n’est pas inférieur ou égal a
x.Donc x < |x] +1.

1 1
(c) Non, par exemple, avec x = Sety=s, lx]+ |y =0mais [x+y| =1.
2. Pourtoutx,yeR, [x+y| < |x|+]yl.
Soit x, y € R. D'une part, |x+y|2 = |(x+y)2| = (x+y)2 = x? +y2 +2xy.0r, xy <|xyl, donc |x+y|2 <x? +y2 +2|xyl = |x|2 + |y|2 +
21xllyl = (xl +1yD?.
Comme la fonction racine carrée est croissante sur Ry, [x+ y| < |x| +[yI.
3. e Pour tout x €] —oo,—1] U [1, +oo[, |x| = 1 = |sin(x)|, donc I'inégalité est vraie sur cet ensemble.

e Posons f: x — x—sin(x) qui est une fonction dérivable sur [0, 1]. Pour tout x € [0,1], f'(x) =1-cos(x) = 0. Donc f est
croissante sur [0,1]. Comme f(0) = 0, pour tout x € [0,1], f(x) = 0. Ainsi, Vx € [0,1], sin(x) < x. Or, pour tout x € [0,1],
x € [0, ], donc sin(x) = 0.
Enfin, pour tout x € [0, 1], |sin(x)| = sin(x) < x = |x|.
e Soit x € [-1,0]. Alors —x € [0,1], donc | sin(—x)| < | — x| et par imparité du sinus, |sin(x)| < |x|.
Ainsi, Vx e R, |sin(x)| < | x|.
4. JuJj={xeR|xelouxeJletiInJ={xeR|xeletxeJ}.

5. Six=0,|x|=xetsix<0,|x|=-x.

Tt _ 11 11 -2.-1.3 -62 -2 3,9
6. A= S5—3 :7=—,d0nc A=—letB=x"“y "x’y "x%y ,donc.
195 £ 14 14
6 6 6
17 24 119-120 17 24
7. —— —=——F———<0,donc| — < — |
5 7 35 5 7

2V7)? =28 et (3v/3)? =27, donc .

8. (a) x°=x < x(x*—1)=0 et on fait un tableau de signes :

X —00 -1 0 1 +00
X - - 0 + +
X2 -1 + 0 - - 0 +
x(x?-1) - 0 + 0 -z +

Lensemble des solutions est donc| [—1,0] U [1,+oo[ |.

3—x2 (V3-x)(3+x)
— —
X X

(b) % <x <0 < 0 et on fait un tableau de signes :
X —00 V3 0 V3 +00
x - - 0 + +
V3-x + + + 0 -
V3+x - ] + + +
Vavdo L, - e
X

Lensemble des solutions est| ] — v/3,0[U] V3, +ool |.

(c) Soitx € R. Il vérifie |x+1| = 2 ssisa distance a —1 est supérieure ou égale a 2. Doncl’ensemble des solutions est| | — oo, —3] U [1, +oo] |.

2+x

(d) e On fait un tableau de signes pour

LAS - Le Raincy 2/5 Devoir Surveillé 01



Mathématiques

X —00 -2 2 +oo
2—Xx + + 0 —
2+x - 0 + +
2—x _ + 0 _
2+x
2—-x
Lensemble des solutions de —— >0est|]—-2,2[ |
TTx
2—x — —2x . .
. < —— -1<0 < —— <0eton fait un tableau de signes :
24+x 2+4+x 24+x
X —00 -2 0 +0oo
—2x + + 0 -
2+Xx - 0 + +
—-2x _ 0 4 —
2+Xx

Lensemble des solutions de

X
<1 est‘ ] —00,-2[U]0, +oo] |
X

X 2—-Xx
Lensemble des solutions de 0 < -— <1 est\ 1-2,2[n(1 — 00, —2[U]0, +00) =10, 2] \

9. On applique les formules d’addition :

cos{ ) o[ + ) =os(3)os() - 9n(F)om )

VIl V3 \3
2

22

12 4

d’ol1| cos (

sin(%) = sin(g + %] = sin(;—[)cos(%] +cos(;—[)sin(%)

+

S
S
SIS

N =

do

<4

sin(7ﬂ):M .

12 4

Correction de 'exercice 2 :

ATTENTION : I'équation n’est pas toujours de degré 2! Si m = —3, (E_3) est une équation de degré 1, elle a donc une seule solution
réelle.

Si m # -3, on a bien une équation de degré 2. On calcule le discriminant : A = 4(m — 22 —4(m+3)(m—5) = 4m* - 16m+ 16 — 4(m? -
2m—15) = —8m+76. On étudie le signe de A selon la valeur de m :

m —00 19/2 +00

On distingue les cas :

e si m=-3,1'équation (E;;) a une seule solution réelle;

e sime \ {—3}, 'équation (Ej;) a deux solutions réelles;

—o0, —
2

. 19 ., . . .
e sim= 5 I'équation (E;;) a une seule solution réelle;

e sime ,’équation (Ej;,) n'a pas de solution réelle.

19
=, +00
2
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Correction de I'exercice 3 :

1. On peut procéder de plusieurs facons. La fagon que je préfére, est de modifier I'inégalité au brouillon pour voir qu’elle est équi-
valente 4 x*> —2x + 1 = 0. Pour la démonstration propre, on procéde ainsi.
Soit x >0. Comme (x—1)>=0,0na:

¥ -2x+120

donc x%+1=2x

241
et >2 car x>0
X
N 1
doli x+-—2=2
X

1
Ainsi, | Vx>0, x+—=2|
X

2. Comme x, y et z sont strictement positifs, I'inégalité précédente s’applique :
1 1 1
X+—=2 et y+—=2 et z+-—=2.
X ¥ z

En ajoutant les trois inégalités, on a :

1 1 1
X+y+z+—+—+-2=6
X ¥y z

Comme s = x + y + z, on obtient bien :

1 1 1
—+—+-2=6-5
X y z

Correction de I'exercice 4 :

1. D’apres la définition de la partie entiére, | x] < x < [x] + 1. En multipliant par » (qui est positif), on obtient :

nlxl]<snx<nl|xl+n

2. D’apres 'encadrement précédent, et comme 7 [ x| est un entier, on a:
nlx| < lnx|<nlx|/+n

En divisant par n (qui est strictement positif) :

LstM<LxJ+1
n

nx
Comme |x] et [ x] + 1 sont deux entiers successifs, on a {uJ =|x] |
n

Correction de I'exercice 5 :

1.
En s’aidant du cercle trigonométrique, sin(2x) >0 < Jk € Z tel que

0+2km<2x<m+2kn

T
<=>kn<x<5+kﬂ

T V4
Donc I’ensemble des solutions est {x eR|IkeZ, kn<x< 5 + kn} = U ]kn, —+ kn[ i
kez
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2. Pourtousréels xety:

cos(a+ b) cos(a— b) = (cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)) (cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)) (formules d’addition)

1 2 2z . 7 z 77: T[
3. En utilisant la formule démontrée dans la question précédente avec a = x — 3 eth=x— 5 :

Or, on a résolu cette inéquation dans la premiere question. Ainsi, ’ensemble des solutions est

= cos? (a) cos? (b) — sin® (a) sin® (b)

<~ sin(2x)>0

= cosz(a) (1 - sinz(b)) - sinz(b) (1 — cosz(a)J (on utilise ici cos? x+sin®x = 1)

= cos®(a) — cos?taysifie (b) — sin® (b) + sin®(hycos® (a)

= cos®(a) — sin® (b)

kLe_JZ]kn,g+kn[ .
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