I. Manipulations de somme et de produits

Chapitre 5 : Sommes et produits

I. Manipulations de somme et de produits

I.1. Notations et exemples

Définition 1. Soit I un ensemble fini et non vide et (a;);e; une famille de nombres complexes indexée par I. On note
Z a; (resp. ]_[ a;) la somme (resp. le produit) de tous les éléments de la famille (a;);e;.
iel iel
Si I est 'ensemble vide, on convient que Z a; vaut 0 et l_[ a; vaut 1.
iel iel

RemarqueI.1. Lindice i est muet et n'existe que dans la somme/le produit. On peut donc le remplacer par un autre
symbole qui n’est pas utilisé ailleurs. Il n’apparait pas forcément non plus dans la somme/le produit.

Notation I.1. SiI=[p,q], on notera alors:

q
Y ai=ap+tapa+-tag=)y ai= Yy a.
iel i=p p<i=q

q
Remarque 1.2. Dans lasomme ) aj, i1y @ cceercrcncen termes.
k=p
Exemple I.1. o Lasomme des n premiers entiers strictement positifs s’écrit :

o La somme des huit premieéres puissances de 2 s’écrit :

n fois

n
¢ Le produit H k=1x2x---x nsenote aussi n! et se lit « factorielle n ». On prend comme convention que 0! = 1.
k=1

Exemplel.2. Ona:

M=
taw
[\
I

T
n

=
~.
N
I

—
1l
—

n
Mais: Y k* =
i=1

Exercice 1. 1. Ecrire chacune des expressions suivantes avec le signe ) _:

(@) 5a; +5as +5a3+5a4 = (@ 22+24425+... 4212 =
(b) ap+apy1+---+dxp = (h) l+g+§ i+ i:
2 4 8 16 1024

+az+as+a; =
© ar+as+as+as () 2=4+6—-8+---+50=

(d) ag+arx+ a2x2+a3x3+~-+adxd =

W) ag-a*+a°-q*+q°—-+q* =

e) 12422 +...4+n?=
© ® a"t+a" b+ a" B+ +ab" P+ =

1 1 1

6 +—tt—=
n+l n+2 2n
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I. Manipulations de somme et de produits

2. Ecrire chacune des expressions suivantes sans le signe Z ou H :
8

@ ) 1=
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(e)

kel

1l

—
"_.

M=

(f)

a
l
> &
I+
—
I
=
Il

=
"
Il

(8

|
[\S)

(h)

=

n!

O oo

I.2. Linéarité, relation de Chasles et autres propriétés

Exemple 1.3. * Lorsqu’on ajoute toujours le méme nombre :
‘n
Ya= Q404 .. 40— ME
k=1, \_/
N e

» Lorsqu’on sort un terme:

)T oy o+ ag g 4 ag)
)= o b =D

ak:an+2ak qq_+aLfL @ 4 }" @\

M=
Q
kel

kel
1l
—

M=

k=1 g'iq\/
. LOquue on somme une somme : n
;({ll+b)—0~/\l"ifl—ﬂ_\,b_\, —\Lb_bl: ;—ﬂ;\_-; i \
g AT "—//
 Lorsqu’on a un facteur commun : L o
;Aam\aﬁ/& apt A g, - /\[&4_4_._,{_0.,\\ - A (;ZQ,\—_
7\

¢ Un télescopage :
Z(am—ai):/{_o\ ?/_Q/Jr?(_?( LB 0T B T Ay
= Z\Q;L } L Y \)‘\/ ‘/¥y\/{7\ Q(\q & 4
q _ I
Proposition 1. Z aw 5. k; Iﬁl_l’c = A%ak (homogénéité);
q
V\H al (/M / 6. Z (ar+1 — ax) = agq+1 — ap (téléscopage); A—

q q
2 Z = Z k=p
k=p
S act Y ap=Y ay Chasles)
q 7. ay + ay = ag asles);
3. ) ap= Z k=p  k=q+1 k=p
k=p k=p q q
4. Y ap+ Y by =Y (ar+by) (linéarité); 8. | Y. ar| = ). lak| (Inégalité triangulaire).
kel kel kel k=p k=p
—
_——
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I. Manipulations de somme et de produits

Proposition2. 1. kﬁa:aqpﬂ; 5. kﬁak 11[ lak!; q—
=p = k=
q q q qpa ’
2. [Ta ] be=[]tarbr); 6. 1 kel _ da+l (telescopage)
k=p  k=p k=p k=p
q q .
3. []Aap =977+ nak"% ﬁakx [T ax= nak (Chasles).
k=p k:”f k=p k=q+1 k=p
q q
4. l_[(ak)m:(]_[ ak) ;
k:ﬁ— k=p [~ \
& ~ m-Ad i L
Exemple 1.4. ¢ Le produit des nombres pairs de 2 a 2n vaut : & (2 Q> - 2 EIT _B- AN
=4 -
o Le produit des nombres impairs de1a2n+1vaut TT g & )_ IS 2 -xél"'t( )
g‘:o
Exercice 2. 1. Calculer: - w)(tp( gké - X (ZV\ )X(LV\T‘}
(.leiz—}\,,xz»tg,;. BTN H)’ . {xh x 6 ¥.. x(2In)
Zzl— 24 = Jo
9
.Z(Sk—S) 2%3&_ if_ 1&_5><Y— j"o
= o ] _[ _‘L/' !‘Z':’ / - -
L4 )
Ly L
2. Calculer:
szz 2ol e+l = D e
Z L )“-2 PR I ERY I /\20
i(zusf)— ZZ(‘J— Z}O Sa *‘LD _ﬂ/(/bj
J=1 J‘ D3y b
4 = 94
Yetin= LJ«L/I - ) —/ZLZ +0 - ”1-
=t £, Ul ’_.P‘Z:qi(gXl o L, - Ll/ /

3. Calculer:

ozf/zﬁlub}é QL Q) %’L

LE= O+ (ol 49+ 4y

R T U

4. Calculer:

m-| )
9}& Zkz /}/7/ Aom _(o -\—/}/‘4/ +(W) j’ %— OJFLL

k=1

n+1 n 1 $h - 1 —_—
’DZE_ZI ’4—»—}1+//1_ ,,_Z 4/_ Z— /]4_/’/)’/[ )
W onp T - T
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I. Manipulations de somme et de produits

I.3. Changement d’indice

! (‘/L/,aok/}y

L)

roposition 3. Soient p < q deux entiers naturels, N € N et (ay)xez une famille de nombres complexes. On a
q q+N
Y oag= ), akNetHak— ]_[ ag-N
\$I> k=p k=p+N k=p+N
t
i q-p j— [’
ap = Ag—k
ip ko L O
LI =4

S -

4 =)
& -1 ,2\ Exercice 3. Compgéter les expressions suiv.
il;f ; % s
Y LoD ax=) a5 3. ) a
k=2 =8 - k=p+1
’%}-’5'\(7) A= _,EL £L\; &—
,& i~ Al n n+l1 ]
- 2. X = X i ¢
JE TR ey
wlatl "

—

oser le changement d’indicg pour ne pas se tromper.

Exemple 1.5. En pratique, on peul\y
e N

(k+1)?, on pose i = k + 1. Alors lorsque k=0, ona i = 4— etlorsque k=n, i =

Pour modifier la somme %
nil k= _Q

Donc Z(k+1) = Z.:A..
A=A

Con&deagns la somme %k et posons i=n—k. Lorsque k 0, i =/l. et lorsque k = =n i=Q, desorte que
k=0 5

—_

Zjvx
kO
%oncZZk M

»D

(huH) q__

Exercice 4. Simplifier les sommes suivantes :
n+1 1

w1 Y -1y

3. ) ai+y aj-2) ap=
i=0 j=1 k=2
n 1

4. ) ln(1+ —) =
k=1 k

n-1 n-1
Z an—kbk_ Z an—(k+1)bk+1 —
k=0 k=0
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