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PCSI2 Formulaire: Propriétés incontournables Lycée Thiers

I Notions fondamentales

Propriété 1: (opérations sur les ensembles)

Soit E un ensemble.
(1)(lois de De Morgan) Si (A;);c; est une famille de parties de E avec I # & on a

Uai=NAa A=A
iel iel iel icl
(2)(distributivité) Si (A;);c; est une famille de parties de E avec I # & on a

BN (UA,-) =J@nB) ; BU (ﬂA,) =((A;UB)

icl icl icl icl

Propriété 2: (manipulations de sommes et de produits)

(1) (Changements d’indice)
Les changements d’indices autorisés sont uniquement ceux du type k' = +k+ p avec p € N.
(2) (Téléscopages) Si I = [m,n+ 1] avec m < n (et a; # 0 pour tout i € I pour la formule du produit) on a :

< ) " Aivl  Apil
Z(ai—s-l—ai) =dn+1 —dm ; Hi =
i=m i—m i am
(3) (Sommes triangulaires)
non nJ n—1 n n  j—1
Y =Y Y=Y ) ci Y =Y ) = Y )<
m<i<j<n i=m j=i Jj=mi=m m<i<j<n i=m j=i+1 Jj=m+li=m

Propriété 3: (dénombrements classiques)

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N* et p € [1,n].
(1) Le nombre de p-listes de E est: nP
C’est également le nombre d’applications de [1, p] dans [1,#].
n!
(n—p)V’
C’est également le nombre d’applications injectives de [1, p] dans [[1,7].
(3) Le nombre de permutations de E est: n!
C’est également le nombre d’applications bijectives de [1,n] dans [[1,7].
n!

(2) Le nombre de p-listes sans répétition de E est:

(4) Le nombre de p-combinaisons de E est: = _—
p) (n—p)!xp!
C’est également le nombre de parties a p éléments dans [1,n].

Propriété 4: (applications entre ensembles finis)

(1)(principe des tiroirs) Si n > p alors une fonction f : [1,n] — [1, p] n’est jamais injective.
(2)(méme cardinal) Soit f : [1,n] — [1,n]. Ona

f estinjective <=  festinjective <= f est bijective
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II Nombres réels et complexes

Propriété 5: (fondamentale)

(1) Toute partie de Z non vide et minorée (resp. majorée) posseéde un minimum (resp. un maximum).
(2) Toute partie de R non vide et majorée (resp. minorée) posséde une borne supérieure (resp. inférieure).

Propriété 6: (caractérisations des max, sup, min et inf)

Soit A une partie de R et (M, m) € R?.

M est un majorant de A

3 (an)neN EAN , (Cln) m}M

M est un majorant de A

M = maxA <—
MeA

; M =sup(A) << {
m est un minorant de A

EI (an)neN GAN 5 ((,ln) m m

m est un minorant de A

m = minA <—
meA

; m=inf(A) < {

De plus, si A C R possede une borne supérieure ona: (Va €A, a<M) = sup(A) <M

Propriété 7: (Q et R\ Q sont denses dans R)

Tout réel est limite d’une suite de rationnels, et aussi limite d’une suite d’irrationnels.
Pour la suite de rationnels qui tend vers x on pourra prendre par exemple

[ 10"x]
n = N
107

Propriété 8: (nombres complexes de module 1)

Soit z € C. On a les équivalences suivantes:

VnEN, rn<x<r,,—|—W

1
0 e z7=-
Z

zeU«= J0€eR, z=¢

Propriété 9: (inégalité triangulaire)

Soit zy,...,z, des nombres complexes. On a

n

<Y Izl

i=1

n
Y
i=1

De plus on a égalité si et seulement si tous les z; sont situés sur une méme demi-droite:

3R, Vic[l,n], 3N R, z;=Ae’

Cela équivaut a dire que tous les z; non nuls ont le méme argument.
Cela équivaut également a dire que les z; sont positivement liés: 3k € [1,n] , Vj € [1,n] , IA; € R, zj = Az
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Propriété 10: (formulaire de trigonométrie et angle moitié)

Des que les expressions précédentes sont bien définies, on a

tana +tanb

cos(xty) = cos(x)cos(y) Fsin(x)sin(y) ; sin(xxy)=sin(x)cos(y)xcos(x)sin(y) ; tan(axb)= IE P

cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 2cos?(x) — 1 ; sin(2x) = 2cos(x) sin(x)

cos(x—y)+cos(x+y) =2cosxcosy ; cos(x—y)—cos(x+y)=2sinxsiny ; sin(x+y)-+sin(x—y)=2sinxcosy

: : (010") [ .(0-0)  .(6'-0) 0-0"\ .+6)
eif L elf —ei 2 (e' 2 4e 2 ):2cos<2 e 2

: (010 [ (0-8)  .(6'-6) .. (606" ;010)
elf —elf =¢l 2 (el 2 —¢e' 2 )zlem( 7 e 2

Propriété 11: (description des racines n-iemes de I’unité)

Soit n € N*. L’équation z" = 1 admet alors exactement n solutions distinctes sur C et I’ensemble des solutions est
: 2k
U, = {e‘T ; ke [0,n— lﬂ}

Variante: pour résoudre 7" = a on trouve une solution particuliére zo et en posant Z = z/z on s’est ramené a Z" = 1.
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III Suites et séries numériques

Propriété 12: (suites récurrentes linéaires d’ordre 2- cas K = R)

Soit (up)n>0 une suite réelle et (a,b) € R x R*. On note (%, ;) la relation

(%a,b) : VneEN, upyo=auuy +buy,

2

On note A le discriminant de ’équation x* = ax+ b (appelée équation caractéristique de la suite).

(1) Si A > Qetsiry,r, sont les racines réelles de 1’équation caractéristique on a :
(uy) vérifie (%,3) <= I(a,B) ER® , Vn N, u, = ar + Brs
(2) Si A =0 et si r est 'unique racine réelle de 1I’équation caractéristique on a :
(uy) vérifie (Zap) <= I(a,B) ER* , Vn €N, u, = (o + Bn)r"
(3) Si A < O etsi r = pe'? est une forme exponentielle d’une des deux racines de 1’équation caractéristique on a :

(up) vérifie (%) <= 3(a,B) ER* , Yn €N, u, = p"(acos(n) + Bsin(nd))

Propriété 13: (limite et suites extraites)

Soit (u,) une suite réelle ou complexe.

(1) Si (u,) tend vers une limite alors toute suite extraite de (u,) tend vers cette méme limite.
(2) Si les suites extraites (u2,) et (uz,+1) tendent vers une méme limite alors (u,) tend vers cette limite commune.

Théoreme 1: (de comparaison)

Soit (ay)n>0, (bn)n>0 et (un)n>0 trois suites réelles telles que a, < u, < b, 2 partir d’un certain rang.

(1)(Gendarmes) Si (a,) et (b,) convergent toutes les deux vers £ alors (u,) converge vers /.
(2) Si (ay) tend vers +oo alors (u,) tend vers +oo.
(3) Si (b,) tend vers —oo alors (u,) tend vers —oo.

Théoreme 2: (de la limite monotone)

Toute suite réelle monotone admet une limite (finie ou infinie).

Plus précisément:

(1) Toute suite réelle (u,),>0 croissante et majorée par M converge vers un réel £ < M.
On a alors £ = sup{u, ; n € N} et en particulier u, < ¢ pour tout n.

(2) Toute suite réelle (uy),>0 décroissante et minorée par m converge vers un réel £ > m.
On a alors ¢ = inf{u, ; n € N} et en particulier u,, > ¢ pour tout n.

(3) Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.

(4) Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Théoreme 3: (des suites adjacentes)

Soit (u,)n>0 €t (v;)n>0 des suites réelles.
Si (uy) et (v,) sont adjacentes alors elles convergent vers la méme limite.
De plus, si £ est cette limite commune et que (u,) est croissante on a

VneN, U, <<y,
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Propriété 14: (reformulation de I’équivalence)

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles ou complexes telles qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.

Uy ~ Vy <> Uy = vy +0(vy)

Propriété 15: (propriétés des suites équivalentes)

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles ou complexes qui ne s’annulent pas & partir d’un certain rang.

(1) Si (uy,) converge vers ¢ € K* alors u, ~ /.
(2) Si u, ~ v, et que (u,) possede une limite a (finie ou infinie) alors (v,) tend aussi vers a.
(3) Si (uy) et (v,) sont réelles et que u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe (strict) a partir d’un certain rang.

Propriété 16: (opérations sur les équivalents)

Soit (1), (vn), (an) et (b,) des suites réelles ou complexes qui ne s’annulent pas & partir d’un certain rang.

(1) On suppose que u, ~ a, et que v, ~ by,. Pour tout p € Z on a:
|ttn| ~ |an] 5 Up X Vy ~ ay X by 5 — N == ; ()P ~ (an)?

(2) De plus, si (uy) et (ay) sont réelles et strictement positives & partir d’un certainrangona: Vo €R,  (u,)* ~ (a,)*
3) Sia, < u, < by, a partir d’un certain rang et que a, ~ b, alors u, ~ a,.

@ Remarque 1: opérations sur o et &

v" Pour des suites complexes (u,) et (v,), on pourra souvent se ramener a une étude réelle en utilisant que u, = o(vy)
équivaut a |u,| = o(|v,|) (ceci n’est pas valable pour la relation ~).

v Deés que les objets sont bien définis on dispose des relations suivantes (A € K*):

Ao(uy) = o(Auy) =0(uy) 5 ouy)+o0(uy) =0(uy) 5 0(uy) X 0(vy) = 0(uyvy)

a, ~ b,
{bn = o(uy) = an=o(u:)
O(up)+O0(up) = O(uy) 3 O(up) X O(vy) = O(ugvy) 5 Ouy) x 0(vy) = 0o(upvy)
an=0(uy) = ay, = O(up) ) an = o(uy) B ) an, = 0(uy) _
{a" ~up = ap=0(un) ' {un =0(vy) = an=oln) {un =0 (v, = =)

Propriété 17: (reformulation des croissances comparées usuelles)

Sia>1letf>a>0o0na

(Inn)* =o(nP) ; nP=o(@) ; d"=on!) ; nl=o(") ; n*=o(P) ;. a"=o(p")

Propriété 18: (équivalents usuels)

Soit (uy) est une suite réelle ne s’annulant pas & partir d’un certain rang vérifiant u, — 0, et o € R*.

On a: 5
sin(uy,) ~ uy, 2 tan(uy,) ~ uy, 0 cos(uy) —1 ~ =
e —1~u, 0 In(1+uy) ~ uy, 0 (14 up)* =1~ auy,
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Propriété 19: (séries convergentes)

Soit (u,),>0 une suite d’éléments de K.

(1) Si la série ¥ u, converge alors la suite (u,) converge vers 0.
(2) La série Y (un+1 — uy,) converge si et seulement la suite (u,,) converge et on a

+o0
L (st =) = Jim_ s =t

(3) Si la série Y |u,| converge alors la série Y u, converge et on a

oo oo
n=0 n=0

Propriété 20: (théoreme de comparaison des séries a termes positifs)

Soient (uy)n=0 €t (v,)n>0 deux suites réelles a termes positifs.
On suppose que 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang ng.

(1) Si Y v, converge alors Y u, converge.
(2) Si Y u, diverge alors Y v, diverge.

Propriété 21: (utilisation des relations de comparaison)

Soit (t4)n>0 et (v;)n>0 deux suites d’éléments de K.

@) Siup, = O(vy) etsi ) |v,| converge alors Y. |u,| converge.
(2) Siu, =o(vy) etsiy |v,| converge alors ¥ |u,| converge.
(3) Si uy ~ vy, alors Y |uy| et ¥ |v,| sont de méme nature.

On appliquera souvent ce résultat dans le cas des séries a termes positifs: les conditions de convergence absolue sont
alors des simples conditions de convergence.

Propriété 22: (série géométrique)

Foo 1
(1) La série Z 7" converge si et seulement si |z| < 1. On a alors: Z F=—
n>0 k=0 -2z
e oo Zk
(2) La série Z — converge pour tout z C.Ona: Z i et
n! !
n=0 k=0

. L 1 . .
(3) Soit & € R. La série Z — converge si et seulement si @ > 1.
n>1
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IV Systemes linéaires et matrices

@ Remarque 2: méthode du pivot de Gauss et résolution d’un systeme échelonné

v' Dans la pratique, on utilise les OEL pour transformer le systeme de départ en différents systemes équivalents
jusqu’a arriver a un systéme échelonné:
On commence par éliminer une inconnue (par exemple x;) dans (n — 1) équations: on choisit une équation
contenant x| dont le coefficient non nul est a; 1 (c’est le premier pivot), on place cette ligne en premiére position
puis on effectue des opérations du type L; < aL;+ L, de maniére a éliminer x; des lignes Ly, ..., Ly;
On ne touche plus ensuite a L et on répete cette stratégie pour éliminer une autre inconnue dans le sous-systeme
restant qui comporte au plus (n — 1) équations avec au plus (p — 1) inconnues ;
La méthode s’arréte quand il n’y a plus d’inconnues a éliminer dans les lignes qui restent: on a obtenu un systeme
échelonné.

v" Sil’une des équations auxiliaires est du type 0 = b; # 0 alors le systeéme échelonné n’admet aucune solution. Sinon
il est compatible et on peut supprimer ces équations auxiliaires;

v Si le systeme est compatible et si » = p (systeme triangulaire) le systeme admet une unique solution: on peut la
déterminer en remontant le systeme;

v Si le systeme est compatible et si r < p le systeme admet une infinité de solutions: on trouve la forme générale en
commengant par exprimer x, en fonction des parametres puis on remonte le systeme.

v On veillera a toujours se servir d’une ligne “’pivot” a chaque étape qu’il s’agira de ne pas modifier pour éviter toute
erreur: on examinera par exemple ’effet des opérations Ly <— L1 — Ly et Ly < Ly — L faites lors de la méme étape.

v’ SiA € .#,,(K) on peut transformer A en une matrice échelonnée T par opérations élémentaires sur les lignes: il
existe alors P = Py ... P, € GL,(K) telle que PA = E échelonnée. On peut ensuite transformer E en une matrice
diagonale simple J, (définie ci-dessous) par opérations sur les colonnes: il existe Q = Q; ... Qs € GL,(K) telle que
EQ=1J,.

VA € M,,(K), 3(P,Q) € GL,(K) X GL,(K), PAQ=J, = ( I Orn—r )
Opfr,r Opfr,nJrr

v' SiA € GL,(K) alors on peut réussir a obtenir I, en utilisant uniquement les opérations élémentaires sur les lignes
(ou uniquement sur les colonnes). Cela correspond au cas ot E = I,, = J,, dans le point précédent.
On a alors PA = I, avec P € GL,(K) (ou AQ = I, avec Q € GL,(K) ce qui implique A~! = P (ou A~! = Q): c’est
la méthode de Gauss de calcul de ’inverse, appelée parfois méthode des miroirs.

Propriété 23: (matrices élémentaires)

1) Si E;ije //mp(K) etEyy € /fpg(K) alors

E;jExe = 8jkEi € My q(K)

(2) Toute matrice M € .#, ,(K) est combinaison linéaire des matrices (E; ;) i<i<n -
’ “rIki<e
Plus précisément, si M = (m; j) on a
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Propriété 24: (opérations sur les lignes et colonnes)

Soit A € My p(K) et B € .M, 4(K).

(1) SiB=[Cy | ---| C,] est décrite par colonnes alors la description par colonnes de AB est AB = [AC | --- | AC,].
Ly LB
(2) SiA = | . | estdécrite par lignes alors la description par lignes de AB est AB= | :
Ly L,B
p
(3) Soit X € .#),1(K) que I’on écrit X = Y x;E; 1, et soit A = [Cy | --- | C,] décrite par colonne. On a
i=1
p
Vi e [[lvpﬂ 5 AEiJ :Ci 5 AX:x1C1+---+XpCp=inCiGJ//n,l(K)
=y

=

(4) La matrice obtenue en effectuant une transvection L; <— L; + o&¢L; sur une matrice A est la matrice T; j ¢A.
La matrice obtenue en effectuant une transvection C; <— C; + aC; sur une matrice A est la matrice AT; j o.
La matrice obtenue en effectuant une dilatation L; - BL; sur une matrice A est la matrice D; gA.

La matrice obtenue en effectuant une dilatation C; < SC; sur une matrice A est la matrice AD; g.

La matrice obtenue en effectuant une permutation L; <+ L; sur une matrice A est la matrice P; ;A.

La matrice obtenue en effectuant une permutation C; <+ C; sur une matrice A est la matrice AF; ;.

Propriété 25: (opérations sur matrices triangulaires ou diagonales)

La somme et le produit de deux matrices triangulaires supérieures sont encore des matrices triangulaires supérieures.
Il en est de méme pour des matrices triangulaires inférieures, ou des matrices diagonales.

Propriété 26: (formule du binome du Newton)

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n telles que AB = BA.
Ona

P
P\ i kpp—k
VpeN, (A+B)? = ()AB”
P ( ) kgb k

Propriété 27: (caractérisation de I’inversibilité de M)

Soit M € #,(K).
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) M est inversible,

(ii) Le systeme MX = Og» d’inconnue X € K” est de Cramer,

(iii) det(M) # 0,

(iv) rg(M) =n,

(v) Les vecteurs colonnes (resp. lignes) de M forment une base de K”,

(vi) M est inversible a droite (resp. a gauche): il existe B € .#,(K) telle que MB = I, (resp. BM = I,,)

Propriété 28: (inversibilités particulieres)

(1) Un produit de matrices inversibles est encore inversible.

(2) Une matrice triangulaire 7 est inversible si et seulement si tous ses termes diagonaux sont non nuls.
Dans ce cas T~! est encore une matrice triangulaire (de méme type que 7).

(3) Les matrices associées aux opérations élémentaires sont inversibles.
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V Algebre linéaire

Propriété 29: (caractériser un sev)

(1) Soit E un K-espace vectoriel et F' un ensemble.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si les conditions suivantes sont toutes réalisées:

FCE ; Op €F ; VA €K, V(x,y) €F?, (Ax+y) EF

(2) Si F = Vect(ui,...,u,) avec uy, ..., u, éléments d’'un K-ev E, alors F est un sev de E.
(3) Toute intersection non vide de sous-espaces vectoriel d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.
(4) Si E, F sont des K-espaces vectoriels et que u € Z(E, F) alors Ker(u) est un sev de E, et Im(u) est un sev de F.

Propriété 30: (égalité de deux sev en dimension finie)

Soit Fi, F, des sev d’un K-espace vectoriel de dimension finie.

I CF

Fi=F <
e {dim(Fl) = dim(F)

Propriété 31: (caractérisation de la somme directe)

Soit E un K-espace vectoriel et Fj, F> des sous-espaces vectoriels de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes (seulement si £ de dimension finie pour les deux derniere équivalence):

ODE=Foh,

i) YxeE,I!(x1,0)EFXF, x=x+x
(i) E = Fi + F et F N F> = {0z},

(iv) dim(E) = dim(F) +dim(F) et F; NF, = {0g},
(V) Fi + F, = E etdim(E) = dim(F}) + dim(F).

Propriété 32: (formule de Grassmann)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

Théoreme 4: (classification des espaces vectoriels de dimension finie)

Des K-espaces vectoriels de dimension finie E et F sont isomorphes si et seulement si dim(F) = dim(E).

Propriété 33: (base et décomposition)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

(1)(décomposition associée a une base)

Soit (eq,...,e,) une base de E et p € [1,n— 1]. On pose F = Vect(ey,...,e,) et G = Vect(epi1,...,ep).
On aalors que E = F & G.

(2)(base associée a une décomposition)

On suppose E = F & G. On pose B = (ui,...,u,) une base de F et B = (vi,...v,) une base de G.
On a alors que % = (ui,...,up,V1,...,vq) est une base de E.

_ ~10-
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Propriété 34: (caractérisation des familles libres ou génératrice en dimension finie)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et (u1,...,u,) une famille finie de p > 1 éléments de E.
Soit % une base de E.

F = (ui,...,up) estlibre <= rg(ur,...,up)=p <<= r1g(Maty(ZF))=p

F = (u1,...,up) est génératricede E <= r1g(ui1,...,up) =dim(E) <<= rg(Matgz(¥))=dim(E)
F = (ur,...,up) basede E <= r1g(uy,...,up) =p=dim(E) <= Maty(F))ec GL,(K)

Propriété 35: (opérations sur les familles libres ou génératrices)

Soit E un K-espace vectoriel et .% une famille finie de vecteurs de E.

(1) Si . est génératrice de E alors toute sur-famille de .% formée d’éléments de E est encore génératrice de E.

(2) Si .7 est génératrice de E et qu’on supprime de .# un vecteur qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de %
on obtient encore une famille génératrice de E.

(3) Si .% est libre alors toute sous-famille de .% est encore une famille libre.

(4) Si .7 est libre et qu’on ajoute a .% un vecteur de E qui n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de .% alors on
obtient encore une famille libre.

Propriété 36: (rang d’une composée)

Soit E, F et G des K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) etv € Z(F,G).

(1) Si u est un isomorphisme et que v est de rang fini alors v o u est de rang fini et rg(vou) =rg(v).
(2) Si v est un isomorphisme et que u est de rang fini alors v o u est de rang fini et rg(vou) = rg(u).
(3) Si u et v sont de rang fini alors vou est de rang fini et rg(vou) < min{rg(u),rg(v)}.

Propriété 37: (images d’une famille liée ou génératrice)

Soit E, F deux K-espace vectoriel et u € £ (E,F).

(1) Si u est surjective alors I’'image par u de toute famille génératrice de E est génératrice de F.
(2) Si u est injective alors I’image par u de toute famille libre de E est une famille libre de F'.
(3) Si u est bijective alors I’image par u de toute base de E est une base de F.

Propriété 38: (de £ (E,F),de Z(E) et de GL(E))

Soit E, F des K-espaces vectoriels.
(1) L’ensemble Z(E, F) est un K-espace vectoriel. Si E, F' sont de dimensions finies alors
dim(Z(E,F)) = dim(E) x dim(F)

(2) Le K-espace vectoriel .Z(E) est stable par composition.
(3) L’ensemble GL(E) est stable par produit et passage a ’inverse. Ce n’est pas un sev de .Z(E).

Propriété 39: (calcul explicite de Im(u))

Soit E, F deux K-espace vectoriel et u € Z(E, F).
Si (e1,...,ey) est une famille génératrice de E alors

Im(u) = Vect(u(er),...,u(e,))

C’est en particulier vrai si (ey,...,e,) est une base de E.

_ 11—



PCSI2 Formulaire: Propriétés incontournables Lycée Thiers

Propriété 40: (isomorphisme induit et formule du rang)

Soit E et F deux espaces vectoriels et u € Z(E,F).

(1) Si E = S @ Ker(u) alors u induit un isomorphisme de S sur Im(u).
(2) Si E est de dimension finie alors
dim (Im ) + dim (Ker «) = dim (E)

Propriété 41: (caractérisation des isomorphismes)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie et u € Z(E,F).
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) u bijectif,
(ii) u surjectif,
(iii) u injectif.

Propriété 42: (construction application linéaire sur une base ou une décomposition)

Soit E, F deux K-espaces vectoriels.

(1) Si (ey,...,e,) estune base de E et (¢, ...,e,) une famille finie de vecteurs de F alors il existe un unique u € £ (E,F)
tel que u(e;) = e} pour tout i € [1,n].
n
L application u vérifie alors: ul ¥ Aie; | = Y Ae
i=1 i=1
(2)SiE=E|®E;y et (u1,up) € L (E, F) x £ (Ey, F) alors il existe un unique u € Z(E, F) tel que g, = u; etujg, = up.
L application u vérifie alors, pour x = x1 +x, avec (x1,x;) € E| X E: u(x) =up(x1) +uz(x2)

Propriété 43: (caractérisation des projecteurs et des symétries)

Soit E un K-espace vectoriel et u : E — E une application.

(1) Lapplication u est un projecteur si et seulement si u € Z(E) et uou = u.
Dans ce cas u est le projecteur sur Im(u) = Ker(u — Idg) parallelement & Ker(u) et on a donc

E =Im(u) ® Ker(u) ; VxeE, x=u(x)+(x—u(x))

(2) L application u est une symétrie si et seulement si u € £ (E) etuou = Idg.
Dans ce cas u est la symétrie par rapport a Ker(u — Idg) parallelement a Ker(u+ Idg) et on a donc

E = Ker(u—Idg) ® Ker(u +1dg) . Vik€E, x= u(x)2+x n x—;t(x)

Théoreme 5: (de la base incomplete)

Soit E un K-espace vectoriel possédant une famille génératrice finie .%.
Toute sous-famille libre de E peut étre complétée, a 1’aide d’éléments de .#, en une base de E.

Propriété 44: (familles de taille dim(E))

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si .7 est une famille de E de taille exactement dim(E) alors:

Z est une base de E <= .7 est génératrice de E <= .¥ est libre

|
|
|
—_
v
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Propriété 45: (caractérisations des hyperplans )

Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes (seulement si £ de dimension finie pour la derniére équivalence):

(i) H est un hyperplan (c’est a dire le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E),
(i) I1 existe une droite vectorielle D de E telle que E = H & D (si H = Ker(¢) on a D = Vect(x) avec ¢(x) # 0).
(iii) dim(H) = dim(E) — 1.

Propriété 46: (changement de base pour un vecteur)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et % et ' deux bases de E.
Six € E on a alors
Mat g (x) = Py, Matg (x)

Propriété 47: (changement de base pour une application linéaire)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit B et B deux bases de E, et B et By, deux bases de F.
Siue Z(E,F) on alarelation:

Mat g, 2, (1) = Mat%;w@F (idp) x Matgg/E”% (u) x Mat‘%57«%’5 (idg) = P‘%’F%@} X Mat%,E*‘%,F (u) x P%'EHQE

Propriété 48: (changement de base pour un endomorphisme)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit % et 2’ deux bases de E.
Siu e Z(E) on alarelation:

Mat (1) = P X Mat g (u) x P~ avec P =Py 4 =Maty(#') =Maty 4(id)

Propriété 49: (similitude vs changement de base)

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases
(éventuellement) différentes.

Plus précisément: A et B sont semblables si et seulement si il existe u € .Z(K") et deux bases %, %’ de K" tels que
A =Maty(u) et B=Matg (u).

_ —13—
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VI  Analyse des fonctions réelles

Propriété 50: (ce que dit la limite sur la fonction)

Soit f: I — R une application définie au voisinage de a.
On suppose que f possede une limite finie ¢ en a.

(1) Si £ # 0 alors f est du signe (strict) de ¢ au voisinage de a.
(2) Si £ < M alors f(x) < M au voisinage de a.

Propriété 51: (ce que dit la fonction sur sa limite)

Soit f: 1 — Ret g: I — R deux applications définies au voisinage de a.
On suppose que f tend vers une limite finie £ en a et que g tend vers une limite finie ¢’ en a.

(1) Si f(x) < 0 au voisinage de a alors on a £ < 0.
(2) Si f(x) < g(x) au voisinage de a alorson a £ < /.

| r

Théoreme 6: (de comparaison)

Soitu:I — R,v:I— Ret f:I— Rtrois applications définies au voisinage de a.
On suppose qu’au voisinage de a on a ’encadrement u(x) < f(x) < v(x).

(1) (Gendarmes) Si u et v tendent vers une limite finie £ en a alors f tend aussi vers £ en a.
(2) Si u tend vers 40 en a alors f tend vers 4+ en a.
(3) Si v tend vers —eo en a alors f tend vers —eo en a.

Théoreme 7: (de la limite monotone)

Soit f: I — R avec [ intervalle ouvert.

Si f est monotone sur / alors f admet une limite (finie ou infinie) aux bornes de I’intervalle /.
De plus: si f est bornée au voisinage de la borne étudiée alors la limite en cette borne est finie.

Propriété 52: (reformulation de I’équivalence)

Soit f: D — Ret g: D — R deux fonctions définies au voisinage de a.

fr~ge=f=g+o(g)

Propriété 53: (propriété des fonctions équivalentes)

Soit f: D — Ret g: D — R deux fonctions définies au voisinage de a.

@) Si f(x) — £ € R* alors f(x) ~ £.
X—a a
(2) Si f ~ getque f(x) — b alors g(x) — b.
a xX—a xX—a
(3) Si f ~ g alors f et g sont de méme signe (strict) au voisinage de a.
a
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Propriété 54: (opérations sur les équivalents)

Soit f, g,u,v des fonctions définies sur D a valeurs dans R qui sont définies au voisinage de a.
On suppose que f ~ u et que g ~ v.
a a

(1) On a (avec p € N):
fl~ul 5 fxgruxv 5 fPeul
a a a
(2) Si g ne s’annule pas au voisinage de a on a:
f u
gav

(3) Si f et u sont strictement positives au voisinage de a on a (avec & € R¥):

fOCNuOC
a

(4) Siw: I — D est définie au voisinage de b et que w(x) —b> a alors
X—

fow;zuow

\.

Propriété 55: (équivalence par encadrement)

Soitu:D — R,v:D — Ret f: D — R trois applications définies au voisinage de a.
On suppose qu’au voisinage de a on a ’encadrement u(x) < f(x) < v(x).

Siu~valors f ~ u.
a a

@ Remarque 3: opérations sur o et &

v" Pour des fonctions a valeurs complexes on pourra souvent se ramener a une étude réelle en utilisant que f = o(g)
équivaut a | f| = o(|g|) (ceci n’est pas valable pour la relation ~).

v Sif=o(g)etsiw(x) 7 alors fow = o(gow). La version & est encore valable.
a X—>

v Dés que les objets sont bien définis et que 1’étude se fait au méme point on dispose des relations suivantes (4 € R*
et > 0):

Ao(g) =o(Ag)=o(g) ; o(g)+o(g)=o0(g) ; off)xo(g)=o(fg)

{fwu = f=o(g)

Soit & > 0 et B > 0 des réels strictement positifs.

(I)Sia>1ona

2)Sia<Pona

__ 15—
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Propriété 57: (équivalents classiques)

n
(1) Soit P(x) = Z @ un polyndme  coefficients dans R avec a, # 0 et a, # 0:
k=p

P(x) ~ apx? ; P(x) ~ apx" ; P(x) ~ apx"

x—0 X—roo X—r—o0

(2) Si f : D — R est dérivable en xo € D avec f'(xp) # 0 alors:

fx) = f(x0) ~ f'(x0)(x—x0)

X—X(

(3) On a (avec o € R*):
22
e—1 ~x ; (I+x)*=1~ oax ; In(l4+x) ~x ; Inx ~ x—1 ; sinhx ~ x ; coshx—1 ~ —
x—0 x—0 x—0 x—1 x—0 x=0 2

2
l1—cosx ~ — ; sinx ~ x ; tanx ~ x ; arctanx ~ Xx
x—0 x—0 x—0 x—0

Théoréme 8: (valeurs intermédiaires) (TVI)

Si I est un intervalle et f : I — R une application continue alors f(I) est aussi un intervalle.
Applications directes:

Si f est continue et que f(a) < A < f(b) (ou f(b) < Af(a)) alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = A.
Si f est continue et ne s’annule pas sur I’intervalle / alors f garde un signe constant (strict) sur /.

Théoreme 9: (bornes atteintes sur un segment)

Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R une application continue.

(1) L’ application f est bornée sur le segment [a, D] et atteint ses bornes.
(2) L'image par f du segment [a, b] est un segment.

Théoreme 10: (de la bijection version complete)

Soit f: I — R continue et strictement monotone sur 1’intervalle /.

(1) La fonction f réalise une bijection de I sur I’intervalle f(I) qui est obtenu avec les limites de f au bord de I;
(2) La fonction réciproque est aussi continue et strictement monotone sur f(I) et elle est de méme monotonie que f;
(3) Si f est de plus dérivable sur I et que f’(x) # 0 pour tout x € I alors f~! est dérivable sur J = f(I) et

wed, (Y0 = o

Propriété 58: (caractere ¢ d’une réciproque)

Soit f : I — J une application bijective de classe " avec n € N* U {eo}.

Si f’ ne s’annule pas sur / alors 1’application réciproque f~' est de classe ¢ sur J.

Propriété 59: (dérivabilité et DL, (xp))

Soit f : I — R une application et xy € I.

La fonction f est dérivable en xg si et seulement si il existe un réel ¢ tel que

£) =, £60) + U= 50) +0(x—x0)

__ _16-
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Propriété 60: (dérivée et extremum local)

Soit f : I — R une application dérivable et xo € I.

Si f admet un extremum local en xg et que xo n’est pas une extrémité de / alors f(xp) = 0.

Propriété 61: (formule de Leibniz)

| r

Soit f: I — Ret g: I — R des fonctions n fois dérivables sur / ou n € N*.

La fonction f x g est alors n fois dérivable sur [ et

wel,  (fxe)"@=Y (Z> FO@g" )

Théoreme 11: (Rolle et accroissements finis)

Soit deux réels a < b et f : [a,b] — R une application continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b].

(1) (Rolle) Si f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a,b| tel que f'(c) =0
(2) (Accroissements Finis) Il existe ¢ €]a, b[ tel que : f(b) — f(a)

= f(c)(b—a).

Propriété 62: (inégalité des accroissements finis)

Soit f : I — R une application dérivable /. On suppose qu’il existe un réel positif M tel que: Vx eI, |f'(x)| <M

Alors f est M-lipschitzienne
Viey)el, |f(x) = fO) <Mlx—y|

Variante pour f:/ — C:
La conclusion reste valable si f : I — C est €' et qu’il existe un réel positif M tel que: Vx €1, |f'(x)| <M.

Propriété 63: (signe de la dérivée et variations)

Soit f : I — R une application dérivable sur /.

(1) f est croissante sur [ si et seulement si f' > 0 sur 1.

(2) f est constante sur I si et seulement si f' =0 sur /.

(3) f est strictement croissante sur I si et seulement si f’ > 0 et qu’il n’existe aucun intervalle non trivial Ja, b[ sur lequel
f" soit identiquement nulle.

Théoreéme 12: (de la limite de la dérivée)

Soit f: I — R continue et xg € 1. On suppose que f dérivable sur I\ {xo}.

@ Si f(x) 0 £ € R alors f dérivable en xg, f'(xo) = £ et la fonction f” ainsi définie est continue en x.
X£X()

(2) Si f/(x) ——> oo alors f n’est pas dérivable en xo.
X*)XO
XF£X()

Théoreme 13: (formule de Taylor avec reste intégral) (HP)

Soit f: I — K de classe "' etacl. Ona

n (k) (g 7 fnt1)
Vxel, flx)= Zf ( )(x—a)k+/¥(x—t)”dt

_ 17—
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Propriété 64: (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit f : I — K de classe €' et a € I avec |f"*!)| < M, surI. Ona

|x—a|"+1

(n+1)!

n (k)
wel,  |fw- Y T e-at| < M
k=0 :

Propriété 65: (formule de Taylor-Young)

Soit f: I — K declasse " etacl. Ona

f()

Propriété 66: (unicité et équivalent)

Soit f : D — R une application définie au voisinage de a et admettant un DL, (a) avec n € N.

(1)(unicité) Ce DL, (a) est unique.
(2)(équivalents par DL) Si f(x) = ap(x—a)? +--- +a,(x —a)" 4+ 0,((x — a)") au voisinage de a avec a, # 0 alors:

f@) ~ ap(x—a)’

X—a

N

N
|

N

Propriété 67: (DL et parité)
Soit f: D — R une fonction définie au voisinage de 0 et admettant le DL, (0) suivant avec n € N:

f(x) = ap+arx—+ -+ ax" +o(x")

(1) Si f est paire alors a1 = 0 pour tout k tel que (2k+ 1) € [0,n].
(2) Si f est impaire alors ay; = 0 pour tout k tel que 2k € [0, n].

r
N
N
.o

Propriété 68: (DL d’une primitive)

Soit f: I — R une application continue avec a € I et F' une primitive de f sur /.
On suppose que f posséde un DL, (a) donné par

fx) = ao+ai(x—a)+---+a,(x—a)" +o((x—a)")

x—a

Alors dans ce cas F admet un DL, (a) donné par

_ B (@—a)? —  (x—a)! ntl
F(x)x:aF(a)—Fao(x a)+a; 5 +HFay ] +o((x—a)")

Propriété 69: DL, (0) classiques

On a les développements limités suivants en O (pour n € N et o € R):
] n n
= Y (- +o" ; In(l+x) = 1)k "
Hmm ol 1(142) =, T (145 o)
ok 2n41
o h — n
vy Z A e k;) @i Fow )
no 2kl onin n L a2k -
inhx = —_ " ; = —1 "
s xHoZ (2k+1)! +o(r™™) : °°“Ho,§o S o)
n 2k+] ) n . x2k+] i
g — n o _ n
sinx = Z 2k+1) +o(x*"t?) ; arctanxxgokg()(—l) = +o(x*th)
3 2
alo—1 a(e—1)...(a— 1)x"
fanx = x+ = +o0(®) ;  (14+x)% = l+ax+ o > SR ( ). (@=n+]) +o(x")
x—0 3 x—0 2! n!
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Propriété 70: (opérations sur les DL, (0))

Soit n € N* et f et g deux applications définies au voisinage de 0 et admettant chacune un DL, (0).

u voisinage de 0, on écrit f(x) = X)+ox")etgx) = Xx)+o0(x") ces deux développements limites.
Au voisinage de 0, on écri P ") et g A " deux développ limité
X— X—

(1) La fonction somme (f + g) admet un DL, (0). Plus précisément, on a au voisinage de 0
(f+8)(x) = P(x)+0(x)+o(x")
x—0
(2) La fonction produit (f x g) admet un DL,(0). Plus précisément, au voisinage de O :

flx) xg(x) = Plx)x Q(x) +o(x")

X—>

et le DL, (0) s’obtient en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n dans P(x) x Q(x).
(3) Si 9(0) = 0 alors la fonction composée f o g admet un DL,(0). Plus précisément au voisinage de 0

(fog)x) = (PoQ)(x)+o(x")

X—>

etle DL,(0) s’obtient en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n dans (P o Q)(x).

Propriété 71: (stricte positivité de I’intégrale)

Soita < bet f:[a,b] - R.
(1) Si f est continue et positive et d’intégrale nulle alors f est nulle.
(2) Si f est continue et positive et non identiquement nulle alors son intégrale est strictement positive.

Théoreéme 14: (convergence des sommes de Riemann)

Si f : [a,b] — R est continue alors la suite (S,(f)) converge vers I'intégrale de f de a 2 b quand n tend vers +-co.

b—a k(b— b—a k(b— /
Jim P (SO ) = i SN (0 SO ) < [0 a

k=0

Théoreme 15: (théoreme fondamental de I’intégration)

Soit f: I — R continue et a € I.
P
L application F : I — R définie par F(x) = / f(t)dt est de classe €' et vérifie F' = f.

a
En particulier: toute fonction continue sur / posséde une primitive sur /.

Propriété 72: (intégration par parties - IPP)

Soitu: I — Retv: I — R deux applications de classe ¢! sur I et (a,b) € I*.

Propriété 73: (changement de variable)

Soit f: 1 — R continue et ¢ : J — I de classe €’!. On a alors, pour tout (a,b) € J?,

b ¢ (b)
[flo0)x o @~ [ fixax
€ ¢(a)

On dit qu’on a effectué le changement de variable x = @(¢).

_— —19-
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Propriété 74: (intégrale d’une fonction paire, impaire ou périodique)

Soit f: R — R continue.

X X
(1) Si f est paire alors pour tout x € R on a: /f(t)dt = Z/f(t)dt
—x 0

(2) Si f est impaire alors pour tout x € R on a: / f()dt=0

x+T T
(3) Si f est périodique de période T alors pour tout x € R on a: / fo)dt = / f()dt
x 0

Propriété 75: (convexité et corde ou sécante)

Soit f: I — R convexe et (a,b) € I? avec a < b.

(1) Ona

(2)Ona

Propriété 76: (convexité et tangente)

Soit f: I — R convexe et dérivable et a € I. On a

Vxel, fx) > f(a)+(x—a)f'(a)

_ 20—
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VII  Polynomes et fonctions rationnelles

Propriété 77: (des opérations usuelles)

Soit P, Q, R des polynomes de K[X].
(1)Ona

deg(P+ Q) < max{deg(P),deg(Q)} ; deg(P)# deg(Q) = deg(P+ Q) = max{deg(P),deg(Q)}
deg(PQ) =deg(P)+deg(Q) ; VneN*, deg(P")=nxdeg(P)

(2)Ona
P+Q=0+P ; PO=Q0P ; OgxP=0kyx ; IlgxP=P

(intégrité) PQ = OK[X] — (P = OK[X] ou Q = OK[X])
(P+0)+R=P+(Q+R) ; (POR=P(QR) ; (P+Q)R=PR+OR=R(P+0)

(formule du bindome) vneN, (P+0)"= Z (Z) Pk
k=0

Propriété 78: (famille de polynomes échelonnés en degré)

Toute famille finie de polyndmes non nuls de K[X] de degrés deux a deux distincts est une famille libre de K[X].

Propriété 79: (division euclidienne)

Soit A et B deux éléments de K[X] avec B # 0.
1l existe un unique couple (Q,R) € (K[X])? tel que

A=0QB+R
deg(R) < deg(B)

On appelle Q le quotient de la division euclidienne de A par B, et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Propriété 80: (de la dérivation)

Soit P,Q deux éléments de K[X] et (A,u) € K.
(1) Ona
(AP+pQY =AP+uQ@  ;  (PxQ)=PQ+PQ ; (PoQ)=0'x(PoQ)

(2) Pour tout r e Nona: (AP+uQ)") =AP" + Q)
(3)(Leibniz) Pour tout » € N on a

r

e =£ (7)o

k=0
(4) Pour tout 7 € N on a deg(P"")) < deg(P) —r.

Plus précisément:

VreN, deg(p(r)) _ {deg(P) rsir < deg(P)

—oo §i r > deg(P)

Propriété 81: (formule de Taylor)

Soit P un élément de K[X] eta € K. On a
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Théoréeme 16: (de D’Alembert-Gauss)

Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.
Reformulation: Tout polyndme non nul de C[X] est scindé sur C.

Propriété 82: (racines et factorisation)

Soit P un élément non nul de K[X] et m € N*.

(1) Le scalaire o € K est racine de P si et seulement si il existe Q € K[X] tel que P = (X — ) Q.
(2) Le scalaire @ € K est racine d’ordre m de P si et seulement si

30 eK[X], P=X-a)"Q avec O(a) #0
(3) Si ay, ..., o, sont des racines distinctes de P d’ordres de multiplicité respectivement au moins my, ..., n, alors
p
30 eK[X], P:H(X—oci)mixQ
i=1

.

Propriété 83: (nombre de racines)

Soit P un élément de K[X].

(1) Si P est de degré n > 0 alors P admet au plus 7 racines (comptées avec leurs multiplicités).
(2) On suppose que P € K,[X]. Si P admet au moins (rn+ 1) racines (comptées avec leurs multiplicités) alors P = 0.
(3) Si P admet une infinité de racines alors P = 0.

Propriété 84: (caractérisation de I’ordre de multiplicité)

Soit P un élément non nul de K[X] et @ € K et m € N*.
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) a est racine d’ordre m de P,
(ii) Pour tout k € [0,m — 1] on a P®) (a) = 0, et P () # 0.

Conséquence: Si o est racine d’ordre m > 1 de P alors o est racine d’ordre (m — 1) de P'.

Propriété 85: (racines complexes d’un polynéme de R[X])

Soit P un élément de R[X] et (a,m) € C x N*.

Le scalaire o est racine d’ordre m de P si et seulement si @ est racine d’ordre m de P.

Propriété 86: (des polynomes scindés)

Soit P un élément non nul de K[X].

(1) P est scindé sur K si et seulement si la somme des ordres de multiplicités de ses racines dans K est égale a son degré.

(2) Si P € K,|X] et possede n racines distinctes dans K alors P est scindé sur K.

n n
(3) Si P est scindé sur Kde degrénetque P= Y aX* = a, I1(X — ;) alors on a les relations:
k=0

i=1

ia,-:—@ ) ﬁai:(—l)”@
i=1

an

Théoreme 17: (décomposition en irréductible dans K[X])

Tout polynéme P non constant de K[X] est le produit de polynémes irréductibles dans K[X].
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Propriété 87: (cas de C[X] et R[X])

(1) Les polyndémes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
(2) Les polyndmes irréductibles de R[X] sont: les polyndmes de degré 1, et les polyndmes de degré 2 dont le discriminant
est strictement négatif.

Propriété 88: (caractérisation par fonctions polynomiales)

Deux polynomes P,Q de K[X] sont égaux si et seulement si leurs fonctions polynomiales associées co incident sur une
partie infinie de K.

Théoreme 18: (décomposition en éléments simples)

Soit (P,Q) € (K[X])* avec Q non constant que 1’on suppose scindé  racines simples a, ..., B
On a alors qu’il existe un unique £ € K[X] et un unique p-uplet (4;,...,4,) € K? tels que

P(x) 2 A
vxe K\{ai,...,a,}, — =Ex)+
\{ 1 17} Q(x) () k;lx_ak
De plus: en notant A le coefficient dominant de Q on a
P(oy) P(oy)
Vke[1,p], M= =
[1,p] k (o) A .I;é[k(ak —aj)
J

De plus: si deg(P) < deg(Q) alors E = 0, et si deg(P) > deg(Q) alors deg(E) = deg(P) — deg(Q).
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VIII Equations différentielles

Propriété 89: (ensemble des solutions d’une EDL)

Soit (&) une équation différentielle linéaire d’ordre n € {1,2} et (&y) 1’équation homogene associée.
On note . I’ensemble des solutions sur / de (&) et .y I"ensemble des solutions sur / de (&x).

(1) Lensemble . est un K-espace vectoriel de dimension n.
(2) Si y, est une solution particuliere de (¢&°) alors on déduit . de .7y par I’égalité

S =yp+ I ={y=yp+yu | yu € Su}

(3)(probleme de Cauchy)
Sin =1 alors pour tout couple (xo,yo) € I x K il existe une unique solution y de (&) vérifiant y(xo) = yo.
Si n = 2 alors pour tout triplet (xo,yo,20) € I x K? il existe une unique solution y de (&) vérifiant y(xo) = yo et y'(xo) = z0.

Propriété 90: (homogene - ordre 1)

Soit a : I — K une application continue sur / et A est une primitive de a sur /.
L’ensemble des solutions sur I de I’équation différentielle y' +a(t)y = 0 est

Ty = {y:t»—)y(t) — 2eAW) ;) eK}

Propriété 91: (homogene - ordre 2 coefficients constants - K = R)

Soit (a,b) € R?. On considére I’équation différentielle y” +ay’ + by = 0 et on note .%% son ensemble des solutions sur I.
On note A le discriminant de I’équation caractéristique > +ar+b = 0.

(1) Si A > 0 et que les solutions de I’équation caractéristique sont r; et r, alors

S ={y:ty(t) =" +pue? ; (A,pu) € R*}
(2) Si A =0 et que 'unique solution de I’équation caractéristique est  alors

T =yt y(t)=(A+ut)e" ; (A,u) € R?}
(3) Si A < Oetsi a+if est solution de 1’équation caractéristique alors

S ={y:ty(t) = (Acos(Bt) + usin(Bt))e™ ; (A, 1) € R*}

@ Remarque 4: solutions particuliéres ordre 1

v SiI’équation s’écrit y' 4+ ay = P(t)e® avec P € K[X] et (a, w) € K> on cherchera une solution particuliére du type
yp(t) = Q(r)e® ot Q € K[X] est a déterminer avec deg(Q) < deg(P)+ 1 (et méme deg(Q) < deg(P) si @ # —a).

v Variation de la constante: on cherche une fonction A : I — K dérivable telle que 7 + y,(t) = A(t)e™4() soit

solution de (&). On est alors ramené a un calcul de primitive pour déterminer A.

v" Onremarqueraque sia € Retsiy: I — Cestsolution de 7' +az = ¢(r) alors Re(y) est solution de 7 +az =Re(c(t)),
et Im(y) est solution de 7’ + az = Im(c(¢))).
Cela permet d’appliquer le raisonnement précédent avec c(¢) = P()e'® ou bien ¢(r) = e* )" pour résoudre une
équation réelle ayant un second membre du type P(¢)cos(@t) ou P(t)sin(wr) avec @ € R et P € R[X], ou bien du
type cos(ut)e* ou sin(ur)e? avec (u,A) € R2.
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IX Espaces pré-hilbertiens

Propriété 92: (produit scalaire sur ’espace des fonctions continues)

Soit (a,b) € R? des réels avec a < b.

L’application suivante défini un produit scalaire sur € '([a,b],R):

¢: ©([a,b],R)x¢([a,b],R) — R
b

(f.0) = olf.0)= [ gy

a

Propriété 93: (de la norme euclidienne)

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté ( , ) et la norme euclidienne associée est notée || . ||.
(1)(Cauchy-Schwarz) Pour tout (x,y) € E2ona:

| Ge ) < el >< 1yl

On a de plus égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
(2)(Inégalité triangulaire) Pour tout (x,y) € EZ on a:

[l 1 < lell + 111

On a de plus égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires (il existe A € R tel que y = Ax ou x = Ay).
(3) Pour tout (x,y) € E2 ettout A € R on a:
1 1
ey = Il + P+ 205y 5 foy) = (oI =l =y1%) = 5 (e+212 = 0l — [1y11)

Ax=A[>[xl 5 [l[=0e=x=0 5 [l =¥l < =

Propriété 94: (familles orthogonales)

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( , ) son produit scalaire et || . || sa norme euclidienne associée.
(1) Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
(2)(Théoreme de Pythagore) Soit (u,v) € E2. On a:

2 2 2
u Ly [lutv]|” = [luf|”+ v

(3) Si (uy,-..,u,) est une famille orthogonale de E alors
2
n n 2
Y uil| =Y [fui
i=1 i=1
(4) Si (uy,...,u,) est une base orthonormée de E alors I’expression du produit scalaire et de la norme euclidienne dans
n n
cette base est la suivante pour x = Y, ogu; ety = Y, Biu;:
i=1 i=1
< IR )
(x,y) = Z%’ﬁi ; [l x[|= = Zai
i=1 i=1
(5)(décomposition dans une BON) Si (41, ...,u,) est une base orthonormée de E alors la décomposition d’une vecteurs
x € E dans cette base est
n
x= Z (o, ui)u;

Il
iy

1

__ 25—



PCSI2 Formulaire: Propriétés incontournables Lycée Thiers

Propriété 95: (algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( , ) son produit scalaire et || . || sa norme euclidienne associée.
Soit .# = (ey,...,e,) une famille libre de E.

Alors il existe une famille orthonormée (uy,...,u,) de E telle que
Vk e [1,n], Vect(eq,...,ex) = Vect(ug, ..., ux)

De plus on a les relations

k-1
Wk
Vke[2,n], wi=er— Z(ek,ui>u,~ ; = ——
) ol

11 faut savoir faire le dessin pour la construction de u,u; et u3 a partir de ¢, e, et e3.

Propriété 96: (supplémentaire orthogonal)

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( , ) son produit scalaire et || . || sa norme euclidienne associée.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

(1) Ona
1
E=FoF- , (FHt=F
(2) Si E est de dimension finie alors on a

dim(F*) = dim(E) — dim(F)

Propriété 97: (projection orthogonale)

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( , ) son produit scalaire et || . || sa norme euclidienne associée.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

(1) Si (uy,...,up) est une base orthonormée de F alors on a

Vx € E ) pF()C) = <x,ui>ui

s

I
=

1

(2) Pour tout x € E on a

yer

; + =
ViEF, (x—y,2) =0 Pr(x) +pp.(x) =%

y=pr(x) <= {

(3) Soit (u,...,u,) est une famille génératrice de F. Soit x € E. On a alors

VyEF7 y:pF(x)<:>(Vie[[lﬂp]]ﬂ <x_))7ui>:0)

Propriété 98: (distance et projection orthogonale)

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note ( , ) son produit scalaire et || . || sa norme euclidienne associée.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et soit x € E.

Alors la distance de x & F est atteinte en un unique point de F qui est pg(x).

VweF, |x—yl=d(xF)<=y=pr(x)
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X Déterminants

Propriété 99: (dictionnaire matrice/endomorphisme/famille)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et % une base de E.

(1) Si .Z est une famille de n vecteurs de E alors det(Matg(.%)) = detg (7).
(2) Siu € Z(E) alors det (Matg(u)) = det(u).

Propriété 100: (du déterminant matriciel)

Soit A, B € (M, (K))? et A € K.
(1)Ona

det(AB) = det(A)det(B) ; det(AA)=A"det(A) ; det(AT)=det(A) ; VneN, det(A")= (detA)"
A € GL,(K) <= det(A) £0
(2) On a A € GL,(K) si et seulement si det(A) # 0, et on a alors

— 1 .
~ det(A)

det(A™1) VneZ, det(A") = (detA)"

(2) L application det : .#,(K) — K est n-linéaire alternée par rapport a ses colonnes (et a ses lignes) et vérifie det(1,) = 1.

Propriété 101: (propriétés de calcul)
Soit A € 4,(K) et A € K.

(1) Si les colonnes ou les lignes de A forment une famille liée alors det(A) = 0.

(2) Si B est obtenue a partir de A avec 1’opération L; <— L; +AL;j ou C; <— Cj+ AC; avec i # j alors det(B) = det(A).
(3) Si B est obtenue a partir de A avec 1’opération L; <+ L; ou C; <+ C; avec i # j alors det(B) = —det(A).

(4) Si B est obtenue a partir de A avec 1’opération L; < AL; ou C; < AC; alors det(B) = A det(A).

Propriété 102: (matrices triangulaires)

Le déterminant d’une matrice triangulaire T € .#,(K) est le produit de ses coefficients diagonaux.

n
det(T) = HI,"[
i=1

Théoreme 19: (développement par rapport a une ligne ou une colonne)

Soit M € ., (K).

(1) Pour tout j € [1,n] ona
n
detM = Z(—l)lJr]miin’j
i=1

(2) Pour touti € [1,n] ona
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XI Probabilités

Propriété 103: (indépendance et passage au complémentaire)

Soit (Q, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et (A;);<i<, une famille finie d’événements.

SiAj...,A, sont mutuellement indépendants il en est de méme pour les événements By, ...,B, avec B; € {A,-,Ki}.

Propriété 104: (calculs élémentaires)

Soit (Q, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et A, B deux événements. On a:
PA) =1-P(A) : AcCB= PA)KPB) :; PA\B)=PA)—PANB)

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

Propriété 105: (probabilités composées)

n—1
Soit (Q, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et (Ay)|<k<, une famille finie d’événements avec P ( N Ak> #0.Ona
k=1

P (ﬁAk> =P(A1) x Py, (A2) X -+ X P4, (An)

k=1

Propriété 106: (probabilités totales)

Soit (Q, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et (Ag)|<k<, un systetme complet d’événements. On a

VBe 2(Q), P(B) = i P(BNAg) :i P(Ax) x P4, (B)

avec la convention que P(A)Py, (B) = 0si P(A;) = 0.

Propriété 107: (indépendance de variables aléatoires en pratique)

Soit Xj,...,X, des variables aléatoires sur ’espace probabilisé fini (Q, Z(Q),P) a valeurs dans des ensembles Ej, ... E,,.

Les variables Xj, ..., X, sont mutuellement indépendantes si et seulement si

V(x1,.-Xn) EEL X .. Ey P (ﬁ(xizxi)> :ﬁ[P(Xi:xi)

\.

Propriété 108:

Soit Xi,...,X, des variables aléatoires réelles sur (Q, Z(Q),P) a valeurs dans des ensembles E},...E,.
On suppose que X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

(1) Toute sous-famille de (Xi,...,X,) est formée de variables aléatoires mutuellement indépendantes.
(2) Si u; : E; — F; sont des applications (ou Fy, ..., F, sont des ensembles) alors les variables aléatoires u1 (X} ). .., u,(X,)
sont mutuellement indépendantes.
P n
(3)(lemme des coalitions) Si u: [[E; - Fetv: [] E; — G sont des applications (ou F,G sont des ensembles) alors
i=1 i=p+1
les variables aléatoires u(Xi,...,X,) et v(X,1,...,X,) sont indépendantes.
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Propriété 109: (loi conjointe et lois marginales en pratique)

Soit (X,Y) est un couple de variables aléatoires sur I’espace probabilisé fini (Q, 2 (Q),P) a valeurs dans E; et E;.
(1) La famille ((X = x) N (Y =)))xy)ex(@)xr(Q) €st un systetme complet d’événements. En particulier:

PX=xY=y) =1
x€X(Q)yeY (Q)

(2) Pour tout x € X(Q) et tout y € Y (Q) tels que P(X =x) #0etP(Y =y) #0ona

PX=xY=y)=P(X =x) xPx—y)(Y =y) = P(Y =y) x Py=)(X =x)

reX(Q), PX=x)= ) PX=xY=y) : WeY(Q), P¥=y= ) PX=xY=y)
YEY(Q) x€X(Q)

Théoreéme 20: (de transfert)

Soit X une variable aléatoire sur 1’espace probabilisé fini (Q, #?(Q),P) a valeurs dans un ensemble E.
Soit g : X(Q) — C une application.

Alors I’espérance de la variable aléatoire g(X) est donnée par

E(g(X))= ), () xP(X=x)

xeX(Q)

Propriété 110: (de I’espérance)

| r

Soit Xj, ..., X, des variables aléatoire complexes sur I’espace probabilisé fini (Q, Z2(Q),P).
(1) Soit (a,b) € C>. On a:

E(X1 +X) =E(X)) +E(X)

; inégalité triangulaire E(X))| <E(|X
E(aX) + b) = aE(X,) b (inég gulaire)  [E(X)| < E(]X1])

(linéarité) {

(positivité) X; >0 — E(X;) >0 ; (croissance) X; <X, — E(X;) < E(Xp)

(2) Si les variables aléatoires X, ..., X, sont mutuellement indépendantes on a

E(X) x---xX,)=E(X;) x - x E(X,)

Propriété 111: (de la variance)

| r

Soit X1,...,X, des variables aléatoire réelles sur I’espace probabilisé fini (Q, (Q),P).

(1) Soit (a,b) € R?. On a:
V(aX; 4 b) = a*V(X;) ; (Koenig-Huygens) V(X;) = E(X7) — (E(X;))?

(2) Si les variables aléatoires X, ..., X, sont mutuellement indépendantes on a

V(X) 4+ X,) = V(X)) +---+V(X,)




PCSI2 Formulaire: Propriétés incontournables Lycée Thiers

Propriété 112: (Markov & Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire réelle sur I’espace probabilisé fini (Q, 2(Q),P).

(1)(Inégalité de Markov)
Si X > 0 alors

(2)(Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

VX)
2

Propriété 113: (de la covariance)

Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires réelles sur I’espace probabilisé fini (Q, Z(Q2),P). On a

Va>0, P(X ~E(X)| > a) <

(Koenig-Huygens) Cov(X;,X;) =E(X1X;) —E(X;) X E(X3) ; X1 X, = Cov(X1,X)=0

VX +-4+X,) =) V(X)) +2 Z COV(X{,Xj)

1 1<i<j<n

-

1

Propriété 114: somme de variables de Bernoulli i.i.d.

Soitn € N*, p€[0,1] et Xj,...,X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli Z(p).
Dans ce cas la variable aléatoire S, = X; + - - - + X, suit la loi binomiale %(n, p).
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