PCSI2

The Death Quiz (or L’s Quiz)

Lycée Thiers

1. Soit f: E — F et A,B,C,D sont des parties de E et X,Y des parties de F.

(a) Six € E lanotation f(x) a toujours un sens.
(b) Siy € F lanotation £~!(y) a toujours du sens.
(¢) Siy € F lanotation f~!({y}) a toujours du sens.

(d) La notation f~! (X) désigne un élément de E (resp. une partie de E).

(e) Soitye F.Si f~! (v) a un sens alors cette notation désigne un élément de E (resp. une partie de E).

"D

() Siy € F et f bijective on a toujours f~!(y) = f~
(g) VxeA, xeEB<xecANB

(h) Ona (ANB)UC=AN(BUC).

(i) Ona (AUB)NC=AU(BNC).

(G) Ona (AUB)N

(k) Ona (ANB)U(CND) = (AUC)N(AUD) N (BUC)N(BUD

() Ona f(AUB) = f(A)U f(B).
(m) Ona f(ANB) = f(A ) f(B).
(n) Ona f~l(xXuY)=f1(X
() Ona f'(XnY)= (X
(p) Sif(A)= XalorsA 1(x).

(@ SiA=f"1(X)alors f(A) =X.

. (a) Pour tout réel x on a x < x2.

(b) Pour tout réel x on a |x|* = x°.
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(c) Pour tout réel x on a |x|* = x°.
(d) Soity > 0. Pour tout réel x on a (x —y)? < (x+y)>.
() Sio<x<aetOL<y<hbalorsO<x—y<a—b.
letl <y
letl <y

(f) On suppose que —2 < x <
<

NN

(g) On suppose que —2 < x
(h) Six < yalors |x| <yl
(i) Pour tous réels xetyona [x—y| < |x| — |y].

(j) Pour tous réels x et y on a |[x —y| < |x| + [y]-

(k) Ona: VxeR, 1<x<3<«<—=0<x<3.

1) Soit xg,...,x, etyg,...,y, desréels. On a:

(Vke [0,n] , xi < y) = (

arcsinx
arccosx ”

. (a) Pour toutx € [—1,1[ on a arctan(x) =

(b) Pour tout réel x on a arccos(cosx) = x.

(c) Soitx € Reta € [—1,1]. Si cosx = a alors x = arccos(a).

3. On a alors

3. On a alors

(d) Pour tous nombres réels xetyona |[x+y| = [x]| + |y].

(e) Pour toutréel xona |—x| = —|x].
. (a) Pour tout complexe z on a |z|> = z%.
(b) Pour tout complexe z on a Z>0.
(c) Pour tout nombre complexe zon a |z— 1| < |z+ 1].

(d) Pour tout nombre complexe zona |1+z| > 1

(e) Siil existe n € N* tel que |z|" = |Z/|" alors il existe 8 € R tel que 7/ = ¢l
(f) Deux complexes dont la somme et le produit sont réels, sont des réels.

(2) Un nombre complexe non réel est imaginaire pur (c’est a dire C\R C iR).

. Soit f:R—Retg:R—R.

(a) Si f croissante et A € R alors A f est croissante.

-2<
-2<

=

==

Répondre par Vrai et Faux et justifier vos réponses (par une preuve ou par un contre exemple le cas échéant).

(CUD) = (ANC)U(AND)U(BNC)U(BND).
).

y < 3.
<3
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(b) Si f ou g est constante alors go f est constante. Réciproque ?

(c) Si f est paire alors f n’est pas bijective.

(d) Si f est paire alors f n’est pas impaire.

(e) On atoujours f < goug < f.

(f) Si f et g sont décroissante sur D C R alors go f est croissante sur D.
(g) Lafonction f o f est croissante.

(h) Si f et g sont croissantes alors fg est croissante.

6. Il existe une fonction f : R — R qui n’est monotone sur aucun intervalle

7. 1l existe une fonction f : R — R n’ayant pas de primitive.

8. Soit f: R — Ret F une primitive de f.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

(a) Si f est périodique alors F' est périodique.
(b) Si f est paire alors F est paire (resp. impaire).
(c) Si f est paire et F(0) = 0 alors F est impaire.

(d) Si f estimpaire alors F est paire.

. Soit f: R — R dérivable.

(a) Si f est périodique alors f est périodique.

(b) Si f est paire alors f’ est impaire.

(c) Si f est impaire alors f” est paire.

Si f[a,b] — R dérivable posséde un extremum en xy € [a,b] alors f'(xp) = 0.
Soit f: R— Retg: R — R dérivables et a € R.

(a) Si f < galors f' < g'. Réciproque ?

(b) Si f(a)=g(a) et f' < g’ sur[a,+oo] alors f < g sur [a,+oo].

(c) Si f' =g alors f = g. Réciproque ?

(@ Si f(a) = gla) alors f'(a) = ¢'(a).
(e) Ona

(f) Ona

Si f : [a,b] — R est continue on a
b
[foa=0 — (el f0)=0)

La suite (e"9),,cn est périodique si et seulement si 6 € 27Q.
Soit (uy,) une suite réelle.

(a) Si (uy,) réelle croissante majorée par 1 alors u,, — 1.

(b) Si uy, < vy, pour tout n alors (u,) est majorée.

(¢) Siu,—v, — 0alors u, ~ v,.

(d) Siu, ~ v, alors u, —v, — 0.

(e) Siuyq1 —u, — 0 alors (u,) converge.

(f) Siuyt1 —u, — 0alors (u,) possede une limite.

(2) Siupy ~ uy, alors (u,) converge.

-
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16.
17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

(h) Si upy1 ~ uy, alors (u,) posséde une limite.

(1) Siuyt1 ~ Auy, alors il existe a € R tel que u, ~ aA”.

(j) Si (uy) tend vers +oo alors (u,) est croissante a partir d’un certain rang.
(k) Si (uy) n’est pas majorée alors (u,) tend vers +oo.

(1) Si (uy) diverge alors (u,) n’est pas bornée.
(m) Si (uy) converge vers ¢ alors u, = ¢ a partir d’un certain rang.

(n) Si (u,) converge alors (u,) est monotone a partir d’un certain rang.

Si la somme de deux suites converge, alors chacune de ces suites converge.
Si deux suites divergent, alors leur somme diverge.

Soit (uy), (vy) et (ay,) des suites réelles.

(a) Siu, =o(a,)etv, =o(ay,) alors u, = v,.

(b) Si uy, ~ vy, et (uy,) croissante a partir d’un certain rang alors (v,) croissante a partir d’un certain rang.
(c) Siu, ~ a, alors u, +v, ~ a, +v,.

(d) Siu, ~ v, alors e ~ e,

(e) On suppose que u, > 0 a partir d’un certain rang.
Si uy, ~ v, alors In(u,) ~ In(v,).

(f) Siuy ~ v, alors u)) ~ V.
Si f: R — R est définie en O alors f posseéde au moins une limite a droite ou a gauche en 0.
Soit f et g des fonctions définies au voisinage de 0.
(a) Siget f+ g ontdes limites en 0 alors f a une limite en 0.
(b) Si g et f+ g ont des limites finies en 0 alors f a une limite en 0.
(c) Si f et g ont des limites en 0 alors f + g a une limite en 0.
(d) Si f et gn’ont pas de limite en 0 alors f 4 g n’a pas de limite en O.
(e) Si f aune limite finie en O alors f est bornée.
(f) Silim f(x) = lim g(x) alors f(x) (x).
x—0 x—0
Soit f : R — R continue.

x—0 &

(a) Il existe un voisinage de O sur lequel f est monotone.
(b) II existe un voisinage de 0 ol f ne s’annule qu’un nombre fini de fois.

(c) Si f(0) # 01l existe un voisinage de 0 ot f ne s’annule pas.

X
(d) Toute primitive de f est du type x — [ f(¢)dt avec a bien choisi.
a

X
(e) Toute primitive de f qui s’annule au moins une fois est du type x — [ f(¢)dt avec a bien choisi.
a

Onaxe* ~ e
X—roo

Il existe une fonction f : [0,1] — [0, 1] qui est continue en un unique point.

Il existe une fonction f : [0, 1] — [0, 1] qui n’est continue en aucun point.

1l existe une fonction f : [0,1] — [0, 1] continue en tout irrationnel et discontinue en tout rationnel.

Si f est continue en 0 alors f est dérivable en 0.

Si f est continue en 0 alors elle est au moins dérivable a droite ou a gauche en 0.

Si f: R — R est dérivable alors f’ est continue sur R.

Si f: R — R est dérivable sur R* (au moins) et que f’ posséde une limite finie en 0 alors f est dérivable en 0.

Si f: R — R est continue sur R, dérivable sur R* (au moins), et que f’ ne posséde pas de limite en 0 alors f n’est pas
dérivable en 0.

Soit f :]0, 4+eo[— R dérivable.
(@ Sif'(x) - 0 alors f bornée au voisinage de +-oo.
X—r+oo

(b) Si f'(x) —+> 0 et que f bornée au voisinage de +oo alors f possede une limite finie en +-oo.
X—>+oo

(c) Si f est bornée alors f” est bornée.

@ Si f(x) P ¢ € R alors f' posseéde une limite en +oo.
X oo
(e) Sif(x) P ¢ € R alors f’ bornée au voisinage de oo,

) Si f(x) == ¢ € R et que f possede une limite en +oo alors cette limite est nulle.
X—r—too

3—



PCSI2 The Death Quiz (or L’s Quiz) Lycée Thiers

REPONSES

1. (a) c’est par définition I’image de x par f.
(b) | FAUX |seulement si f bijective, et cela désigne alors I’'unique antécédent de y par f.

() c’est par définition 1’image réciproque de la partie X = {y} par f, c’est a dire

FHON={eElfx) ey =xeE| f(x) =y}

(d) ‘ FAUX ‘puis ‘ VRAI ‘ la notation f~1(X) = {x € E | f(x) € X} désigne une partie de E (et pas un élément de E).

(e) ‘ VRAI ‘puis ‘ FAUX |si la notation f~!(y) a un sens c’est que f est bijective et cette notation désigne alors 1’unique
antécédent de y par f, qui est un élément de E (et pas une partie de E).

(f) | FAUX | comme expliqué ci-dessus f~!(y) désigne un élément de E alors que f~!({y}) désigne une partie de E.
Si xg est I'unique antécédent de y par f on a alors £~ (y) = xp et f~1({y}) = {x0}.

€3] par double implication.

(h) | FAUX | prendre A = [0,2] et B=[1,3] et C = [—1,1]. D’ou I'importance de préciser les parenthéses quand on écrit
ANBUC...

(i) [ FAUX | prendre A = [0,2] et B = [1,3] et C = [~ 1,1].
) en développant soigneusement en débutant par (AUB) N (CUD) =
(k) en développant soigneusement en débutant par (ANB)U(CND) =
1)) par double inclusion (cf. exos TD f(3)).
(m) prendre E = F = Ret f(x) =x? et A= R, et B=R_ (cf. exos TDf(3)).
(n) par double inclusion (cf. exos TD¢(3)).
(0) par double inclusion (cf. exos TD¢(3)).

(p) | FAUX |prendre E = F = Ret f(x) =x*> et A=R, avec X = R,. On trouve f ' (X) = R #A.
Si f(A) = X on a a priori seulement A C f~1(X).

(qQ) | FAUX |prendre E = F = Ret f(x) = x?> et X = [~1,4oo[ avec A = R. On trouve f(A) = Ry # X.
Si A= f~Y(X) on a a priori seulement f(A) C X.

2. (a) pour x €]0, 1.
(b) par disjonction des cas (x > 0 ou x < 0).
(©) pourx =—1.
(d) pour x = —y (et méme tout x < 0 : regarder le signe de la différence pour répondre).
(e) en prenant x = 0 et y = b (dans le cas b < g, sinon c’est immédiat).

(f) [FAUX | avec x = —2 ety = 3.

1l faut vérifier que les bornes sont toutes positives pour appliquer cet argument.

(2) avecleetyzl.

11 faut vérifier que les bornes sont toutes positives pour appliquer cet argument et encadrer d’abord 1/y.

(h) pourx =—2ety=—1.

@) pourx =lety=-2.

Q) avec inégalité triangulaire |x+ (—y)| < |x| +|—y|.
(k) car (<) fausse pour x = 0 (et méme tout x € [0, 1]).

(1) | FAUX | car («=) fausse pour (xp,x1) = (1,3) et (yo,y1) = (4,1) et x; = yj pour les suivants.
Le sens (=) est toujours vrai.

3. (a) | FAUX | pour x = —1 (et pour toutes les valeurs de [—1, 1] & I’exception de deux valeurs dont 0).
(b) | FAUX | pour x = 27 (et pour toute valeur n’appartenant pas a [0, 7]).

~— ~—
|
—~
—
~—
a
~
D C
—~
—~
=
~—
~— ~—
(I



PCSI2 The Death Quiz (or L’s Quiz) Lycée Thiers

(© pour a = 1 et x = 27 (et pour toute valeur vérifiant cosx = a mais n’appartenant pas a [0, 7]).
() pour x =y = 0.5 (et tout couple vérifiant {x} + {y} > Lot {¢t} =1 — [¢]).
(e) pour x = 3.1 (et toute valeur non entiere).
4. (a) pour z = i. En général z> ¢ R alors qu’on sait qu’on a toujours |z| € R, ...
(b) pour z = i. Méme remarque que précédemment.

(c) |FAUX | pour z = —1 (et pour tout nombre complexe de C\ {iR}).

(d) | FAUX | pour z = —1 (et tout nombre complexe dont le point associé n’est pas dans le disque ouvert centré en Q
d’affixe —1 et de rayon 1).

(e) | VRAI | en passant par I’écriture exponentielle.

Siz =0onaz=0etc’est vrai avec 8 quelconque. Si z/ # 0 on a z # 0 aussi et on écrit z = re'® et 7/ = el
L’hypothése donne " = r* donc r = #/ (injectivité de t — 1" sur R, car n # 0) puis on pose 6 = o’ — a.

(f) | FAUX |pour z; =i et zp = —i (et plus généralement pour les couples (z,Z) avec z € R).

(g) | FAUX |pour z = 141 (et plus généralement pour tout nombre complexe de parties réelles et imaginaires non nulles).

5. (a) | FAUX | pour A < 0 (dans ce cas A f est décroissante).

(b) ‘ VRAI ‘puis ‘ FAUX ‘ pour réciproque.
Si f(x) = a pour tout x alors g(f(x)) = g(a) pour tout x, et si g(y) = a pour tout y alors g(f(x)) = a pour tout x.
On pose g(x) = [x/2] et f(x) = |cosx]| : dans ce cas go f est I’application nulle alors que f et g sont toutes les deux
non constantes

(¢) car f n’est jamais injective (on a par exemple f(—1) = f(1)).
(d) | FAUX |la fonction nulle est paire et impaire (c’est la seule : exercice!).

(e) | FAUX |avec f(x) = x et f(x) = x>. On rappelle que f < g signifie "pour tout x € R on a f(x) < g(x)".
(f) | FAUX |avec f(x) = —x et g(x) = x> pour D = R_. On trouve (go f)(x) = x? donc go f décroissante sur D.

Pour appliquer les régles de composition il faut examiner les variations de f sur D et de g sur f(D).
(g) | FAUX |avec f(x) = x* qui donne (fo f)(x) = x* qui est décroissante sur R _.
(h) | FAUX |avec f(x) =xetg(x) =x—1.

Résultat vrai si on a de plus f > 0 et g > 0 (exercice).

6. | VRAI |prendre f = 1q (fonction caractéristique des rationnels).
7. | VRAI |prendre f = 1g, (fonction caractéristique de R).

Par I’absurde : si F est une primitive de f sur R alors F(x) = ¢ sur R* et F(x) = x+ ¢ sur Ry (cours). Comme F est
continue en 0 on a F(0) = ¢; = ¢p. Comme F dérivable en 0 les dérivées a droites et a gauche sont égales, ce qui donne
0 =1 : contradiction.

8. (a) | FAUX | pour f(x) = |sinx|.
Par I’absurde : si F est une primitive T-périodique de f (avec T > 0) on a F’ = f > 0 et F’ ne s’annule sur aucun
intervalle non trivial donc F est strictement croissante, donc injective, ce qui contredit F(7') = F(0).

X T

En écrivant F(x) = [ f(¢)dt + ¢ on constate que F(x+T) = F(x) équivaut a [ f(t)dt = 0. On cherche donc une
0 0

fonction périodique dont I'intégrale sur une période est non nulle.

(b) ‘ FAUX ‘ puis ‘ FAUX ‘ avec f(x) =cosx et F(x) =sinx+ 1 oll F n’est ni paire ni impaire (cf T7D,(2)).

(©) dans ce cas on a F(x) = jf(t)dt (cours) et u = —t donne F(—x) = —F(x) (cf. TD,(2)).
0

(d) en écrivant F (x) = ff(t)dt + ¢ (cours) et u = —t donne F(—x) = F(x) (cf. TD,(2)).
0

9. (a) | VRAI|si f est T-périodique on pose u(x) = f(x+T) — f(x) qui est la fonction nulle et donc u’ = 0.
On trouve f' de méme période que f.

(b) en posant u(x) = f(—x) — f(x) comme ci-dessus.
(©) en posant u(x) = f(—x) + f(x) comme ci-dessus.
10. | FAUX |pour f(x) = x sur [0, 1] avec xp = 0 (ou xo = 1).

Le résultat est vrai si xo €]a,b|.
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11. (a) | FAUX |avec f(x) = —e ¥ et g = 0, puis | FAUX | pour réciproque avec f(x) = x et g(x) = 2x.

La premiere question équivaut a savoir si f < 0 implique ' < 0 ce qui est manifestement faux.

(b) | VRAI | Si x > a par conservation de 1’ordre par I’intégrale on a

10~ fa) = [ Foan < [0t =g(x)-ga)

(c) | FAUX |avec g(x) = f(x) + 1 puis | VRAI | pour la réciproque (heureusement).
(d) |FAUX |avec f(x) =xet g(x) =2xeta=0.
(e) | FAUX |avec f(x) =x*eta=0.

Cette implication n’est vraie que pour les fonctions affines.
(f) | VRAI | on passe a la limite (Iégitimée par 1’existence de celle du terme de gauche comme f dérivable en 0) dans
f)=f(0)  f(=0)=f0) _ f(x)=Sf(=x)

x—0 + —x—0 - X

12. | FAUX |le sens (<=) n’est pas vérifiée pour f(x) = x et g(x) = x? sur [0,2].
Le sens (=) est toujours vrai.

13. | FAUX |pour f(x) = x sur [—1,1].

1l faut ajouter I’hypothése " de signe constant” pour que l'implication soit vraie.
Toute fonction impaire aura une intégrale nulle sur [—b,b].

14. [VRAI|

Si la suite est périodique il existe £ € N* tel que ¢'® = ¢i%® = | donc il existe k € Z tel que 0 = 2kx et donc 6 = 27r
avecr=k/{ € Q.

La réciproque est immédiate : si 6 = 27p/q alors el(1+a)8 — oinf 5 o127p — oin6 donc ]a suite est g-périodique.

On peut démontrer que si 0 & 21Q alors la suite est dense sur le cercle!

15. (a) | FAUX [sia € [0, 1] 1a suite u, = a — % est majorée par 1 mais converge vers a < 1.
Pour trouver la limite il faut trouver le "meilleur" majorant c’est a dire la borne sup.

(b) | FAUX |avec u, = n et v, = n> on a u, < v, or (u,) n’est pas majorée.
Dans la définition de majorée le majorant est indépendant de n.

(c) | FAUX |avec u, = 1 /netv, = 1/n°.
(d) |FAUX |avec u, =netv, =n-+1.
(e) | FAUX |avec u, = In(n).

La réciproque est vraie.

(® avec u, = sin(y/n).

On a une suite sans limite (considérer les sous suites avec @ (n) = (n7)? et @(n) = ((4n+1)7/2)?).
On montre que u, | — u, tend vers 0 en appliquant le TAF a x +— sin(+/x) sur [n,n+1].

(@ avec up, = n.
(h) avec uy = 2+ sin(y/n).

Cette suite sans limite (cf. ci-dessus) vérifie |u,1 — u,| < ﬁ (avec TAF a x — sin(y/x) sur [n,n+ 1] comme ci-

dessus).
11 suffit alors de vérifier que 2%/’; = o(u,) (calcul élémentaire avec 2+ sin(1/n) > 1), ce qui donne bien u,, | ~ uy,.

(i) | FAUX | pour u, =n x A" avec A > 0.

Si u, ~ aA" on aurait n = 7% — a € R ce qui est impossible.

Q) avec up, =n+(—1)".
k) avec u, =nx (—1)".
q)) avec u, = (—1)".
(m) avec u, = 1/n qui converge vers 0.
(n) avec u, = (—1)"/n.
16. avecu, = (—1)"+ Lety, =1 —(—1)n.
—1)"

1
17. avec up = ( %

Lety,=1—(-1)
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18.

19.
20.

21.

22.
23.

24.
25.

26.
217.
28.
29.

30.
31.

(a) avecun:nz—i—l etv, =n*+neta, =n*.
(b) avecup =netv, =n+(—1)"
(c) avec u,=n*+1leta,=n®>+netv, =—n?.
(d) avecun:netvn:n—i—l.
(e) avecun: 1+%etv”: 1—|—ni2.
® avec u, = 1— % etv, = 1+% onaul~ e let Vil ~ e (exercice).
avec f(x)=sin(1/x) six#0et f(0) =
(a) avecg =1/x*et f(x) = sin(1/x).
On a bien f(x) +g(x) > ()—lmH—OO.
(b) par opérations sur limites finies avec f = (f +g) —
(©) avec f(x) 2 +sm( Yetg(x) = xLZ
(d) avec f(x) =sin(1/x) et g(x) = x —sin(1 /x).
© pour f(x) =

Une limite finie en a garantie uniquement le caractére borné localement au voisinage de a.

® avec f(x) = x et g(x) = x°.

Le résultat est vrai si la limite est finie non nulle.

Soit f: R — R continue.
(a) pour f(x) =xsin(1/x) six#0Oet £(0) =
(b) pour f(x) = xsin(1/x) six # 0 et £(0) =0

(c) | VRAI | en appliquant la définition de la limite qavec € = | f(0)|/2 > 0 on montre qu’il existe un voisinage [—o., 0]
sur lequel f est du signe de f(0) (exercice).

(d) avec f(x) = exp(x) et F(x) = exp(x).

Si F était de la forme indiquée on aurait F(a) = 0 or exp(a) > 0.

X
Toute primitive de f est cependant de la forme F(x) = [ f(t)dt 4 ¢ avec a € R et ¢ € R constante.
a

X
(e) si F primitive de f qui s’annule en a alors elle est unique et donnée par F (x) = [ f()dt (cours).

a

VRAI | avec f(x) =xsixeQet f(x) =1—xsix € R\ Q qui n’est continue qu’en x = 1/2 (cf. exercices chapitre
continuité).

VRAI |avec f = 1¢ (fonction caractéristique des rationnels, cf. exercices chapitre continuité).
VRAI | avec f(x) = 1/g si x = p/q € Q* (fraction irréductible) et £(0) =1 et f(x) = 0 si x €]0,1] \ Q (cf. exercices

chapitre continuité).
On peut démontrer (https: // les—-mathematiques. net/serveur_ exos/exercices/ 153/ 2665/ ) qu’il n’existe
aucune fonction continue sur Q et discontinue sur R\ Q

FAUX | avec f(x) = |x|.

FAUX |avec f(x) = xsin(1/x) six#Oet f(0) =0

FAUX |avec f(x) = x*sin(1/x) six # 0 et £(0) = 0 dont la dérivée n’a pas de limite en O (cf. cours dérivation).
(

avec f(x) =sin(x)/xsix # 0et f(0) =

La fonction f n’est pas continue en 0 donc pas dérivable, et £’ (qui n’est définie que sur R*) posséde une limite finie en 0
(calcul).

Le théoréme de limite de la dérivée nécessite I’hypothese supplémentaire que f soit continue sur R.

pour f(x) = x?sin(1/x) si x # 0 et £(0) = 0 (cf. cours dérivation).
(a) pour f(x) = In(x).
(b) [FAUX | pour £(x) = sin(y/%).
() [ FAUX | pour f(x) = sin(x?).

Ona f'(v/2nw) =2+/2nz ot donc f n’est pas bornée (par 1’absurde).
n )

-
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(d) | FAUX | pour f(x) “nxx .
(e) | FAUX |pour f(x) =£+ n/(:ﬁ .

® en utilisant le TAF a f sur [x,x+ 1], la composition de limite et I’unicité de la limite.



