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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Produit scalaire

Produit scalaire.
Espace préhilbertien, espace euclidien.
Produit scalaire canonique sur R".

b
Produit scalaire (f,g) = [ fg sur €([a,b],R).

Notations (x,y), (x[y),xy.

Expression X Y.

Exemples de produits scalaires intégraux sur R[X] et
¢ ([a,b],R).

Norme associée a un produit scalaire

Norme associée a un produit scalaire, distance.
Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas d’égalité.

Inégalité triangulaire, cas d’égalité.

Identité remarquable ||x +y||> = [|x[|> + [|y]|* +2(x |).

Exemples : sommes finies, intégrales.

Formule de polarisation associée.

Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux, orthogonal d’une partie.

Famille orthogonale, orthonormée (ou orthonormale).
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Théoreme de Pythagore.

Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Notation X . L’orthogonal d’une partie est un sous-espace.

Bases orthonormées

Existence de bases orthonormées dans un espace euclidien.
Théoreme de la base orthonormée incomplete.

Expression des coordonnées, du produit scalaire et de la
norme dans une base orthonormée.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace F' de dimension
finie. Projection orthogonale sur F . Expression du projeté
orthogonal d’un vecteur x dans une base orthonormée de F.
Distance d’un vecteur a F .

Le projeté orthogonal de x sur F' est 'unique élément de F
qui réalise la distance de x a F'.

—2024/2025 -

En dimension finie : dimension de FL, vecteur normal & un
hyperplan.

Notation d(x, F)
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La colle sera constituée d’un des exercices "type"” ci-dessous suivi éventuellement de différentes questions de cours, puis d’un ou
deux exercices complémentaires.

Exercices ''type"

2
e 0(f,g) = % J f(x)g(x)dx est un produit scalaire sur €5 (R,R) 1’ensemble des applications continues et 27-
0

périodiques sur R.
Montrer que (g )ren+ est une famille orthonormée ot g (x) = sin(kx).
1

o (PO)= / PQ définit un produit scalaire sur R[X].
0

Déterminer la projection orthogonale de X* sur R, [X] pour cette structure euclidienne.
e Soit E euclidien avec ( , ) le produit scalaire et || . || la norme associée. Soit p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si {p(x),y) = (x, p(y)) pour tout (x,y) € E2.
e Soit ¢ une forme linéaire sur E euclidien dont on note (|) le produit scalaire.
Montrer qu’il existe un unique vecteur a € E tel que

Vx€eE, o(x) = (a]x)

e Soit E et F deux espaces vectoriels et u € Z(E,F).
Si S est un supplémentaire de Ker(u) alors u induit un isomorphisme de S sur Im(u).
Application a la preuve du théoréme du rang.

e Soit # = (u1,uy,u3) une base de R3 et f € Z(R3) définie par f(uy) = u; —uo, f(uz) = uo +uz et f(u3) = uy +us.
Déterminer une base du noyau et de I’image de f.

e On suppose que E est un R espace vectoriel de dimension n > 2 et que u € Z(E) est nilpotent d’indice p.
Montrer que p < n.
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