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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

Savoirs Q

> O Propriété de continuité des tensions et intensités d’un condensateur et d’une bobine.

> Q Notion d’équation différentielle et vocabulaire associé (linéaire, ordre, coefficient constant,
équation homogene, ...)

> O Forme générale des solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient
constant

Savoir Faire

g Obtenir ’équation différentielle d’un circuit électrique

55 Obtenir les valeurs des grandeurs électriques d’un circuit a [’instant initial
ﬁ Définir le temps caractéristique d’une équation d’ordre 1

g Trouver la fonction solution d’un probléme défini par :
> une équation différentielle d’ordre 1
> des conditions initiales

> A partir d’une équation électrique = obtenir un bilan de puissance
> A partir d’un bilan de puissance = réaliser un bilan d’énergie
> Analyser les pertes éventuelles par effet Joule
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

Un systéme linéaire du premier ordre est un systeme physique décrit par une équation différentielle
du premier ordre a coefficients constants. Nous allons étudier en détail les systemes électriques de
type.

Leurs résultats et les méthodes de résolution se généralisent aisément a tous les systémes décrits par des
équations différentielles similaires.

1 Charge d’un condensateur
1.1 Mise en évidence expérimentale de la charge et la décharge d’un condensateur

| Expérience 1 : Charge et décharge d’un condensateur.

On réalise le montage électrique ci-contre :
> la tension E(t) est une fonction créneau pério-
dique;
> R est une résistance variable;
> Uc(t) est la tension aux bornes du condensateur ;
> le condensateur C' est initialement déchargé.

E(t) R c—— |Uct)

Fig. 1 — Schéma électrique du circuit RC.

On observe a l'oscilloscope simultanément la tension E(t) et la tension aux bornes du condensateur
Uc(t). Les oscillogrammes observés sont reproduits qualitativement figure 2 pour deux valeurs de résistance.

Uc(t),E(t) Uc(l),E(t)
E(] EO
0 ! 0 '

Fig. 2 — Représentation de deux oscillogrammes du circuit de la figure 1. Pour 'oscillogramme de gauche, la
résistance R est plus faible que pour celui de droite.

On observe :
> au bout d’un certain temps, la tension aux bornes du condensateur est identique a celle imposée par la
tension d’entrée ;

> ce temps est plus faible lorsque la résistance diminue.

Lorsque la tension aux bornes du condensateur est constante, la charge électrique ¢(t) sur ses armatures
est constante grace a la relation ¢(t) = CUc(t).
Ainsi, on dit que le condensateur est chargé.

Définition. Régime libre et réponse indicielle
> Régime libre : I’évolution d’un circuit électrique en ’absence de source.

> Réponse indicielle ou a un échelon : I’évolution d’un circuit lorsque on applique au circuit un
échelon de tension.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

Exemple 1 : Dans notre exemple :

Uc(t),E(t) > Régime libre : cela correspond a I’évolution du
circuit lorsque la tension du générateur passe de
EO Ey — 0.

> Réponse indicielle : cela correspond a I’évolution
du circuit lorsque la tension du générateur passe
de 0 — Ej.

1.2 Position du probléme : Etude de la réponse indicielle

Pour étudier la situation expérimentale réalisée 4‘ '7

précédemment, on étudie théoriquement le montage R
électrique ci-contre : Ey C) C—”— |Uc(t)
> la tension Ey est une fonction constante ;
> l'interrupteur, initialement ouvert, est fermé au %
temps t = 0;
> le condensateur est initialement déchargé. Fig. 3 — Schéma électrique de la charge du condensa-
teur.

1.3 Mise en équation électrique

Dans ce paragraphe, et plus généralement pour tout probléeme électrique ayant des variations tempo-
relles, on procédera en utilisant la méthode suivante.

Méthode pour obtenir une équation électrique :
1. Définitions des grandeurs électriques
faire figurer et nommer toutes les tensions et tous les courants sur le schéma

2. Relation des dipéles
écrire toutes les relations constitutives des dipoles, numéroter les équations;
é & & Attention ! on les écrit avec le nom des tensions/intensité introduits précédemment

3. Equations électriques
écrire toutes les lois des mailles et lois des noeuds indépendantes du probléme, numéroter les équations;

4. Initialisation
parmi les relations lois des mailles ou lois des noeuds, choisir celle qui contient le terme dont on cherche
I’évolution ;

5. Moulinage METHODIQUE
réutiliser chacune des équations précédentes pour modifier un des termes - si cette opération n’est pas
possible, dériver les relations des dipdles ou la longue relation puis retenter ’opération ;

Appliquons cette méthode !
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

1.

Définitions des grandeurs électriques

Sur le circuit de la figure 1, il manque la tension aux bornes de la résistance (en convention récepteur)
et le courant électrique que 1’on rajoute sur le schéma.

é & & Attention ! On utilise des noms explicites!!

Ur(t)

— L

—if)
Eq () c—— |Ue(t)

. Relation des dipoéles

On écrit les relations des deux dipoles. D’abord la loi d’Ohm
Un(t) = Ri(t) ; (L.1)
puis la relation fondamentale du condensateur que ’on dérive immédiatement

ot) = CUH)  —> d‘zlf) —i(t) = ch;t(t) . (1.2)

Remarque : Pour un condensateur, on utilise toujours la relation entre le courant et la déri-
vée de la tension. La relation entre la charge et la tension n’est jamais utile lors d’une mise en
équation électrique.

é & & Attention ! Toutes ces relations sont vraies uniquement si les tension aux bornes de la résistance
et du générateur sont en convention récepteurs!!

. Equations électriques

Le circuit est constitué d’une seule maille et d’aucun noeuds. On applique la loi des mailles et il vient

Eo = Uc(t) + Ur(?) - (1.3)

. Initialisation

On repart de la loi des mailles :

Ep = Uc(t) + Ur(?)

. Moulinage METHODIQUE

on remplace la tension Ug(t) en utilisant la relation (1.1), il vient
Eo = Uc(t) + Ri(t) . (1.4)
On remplace le courant a l'aide de la relation (1.2), il vient

dUc(t)

Ey = Ua(t) + RC
0="Uc(t) + dt

. Forme canonique

On réécrit ’équation différentielle pour avoir un coefficient 1 devant le terme avec la dérivée la plus haute
et il vient au final I’équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
électrique de la charge d’un condensateur

dUc(t) 1 E

La fonction Ug est la fonction inconnue.

5/22



Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

2 Equation différentielle linéaire a coefficient constant
2.1 Definition et vocabulaire
» Introduction

L’étude physique que nous avons mené a conduit a 1’équation suivante :

dUc(t)
dt

Ey = Uc(t) + RC

Cette relation fait intervenir la fonction Ug du temps et ses dérivées successives. Elle porte le nom
d’équation différentielle. L’inconnue (i.e. ce qu'on cherche) est une fonction (ici du temps t¢), et non
un simple nombre.

dUc

comme dans le cas d’'une équation algébrique du type : ax + b = 0.

plutot que Uc(t)

» Un peu de vocabulaire

Cette équation est une équation :
> différentielle : elle fait intervenir une fonction et ses dérivée
> linéaire : la fonction inconnue ainsi que ses dérivée sont a la puissance 1

> a coefficient constant : les coefficient devant Ug et ses dérivées sont des nombres constants.
dU,
> d’ordre 1 : la dérivée la plus haute est d—tc
d*Uc
Il n’y a pas de ——, ...
yap TR

On la notera EDLCC d’ordre 1.

Définition. Forme canonique
Une équation différentielle est dite sous forme canonique lorsque le coefficient devant la dérivée la plus
haute est 1.

Exemple 2 :
dU¢ 1 E

> g W+ elel) = g6
ouUI

> Uc(t) = FE — RC%@) :
NON

Convention d’écriture :
Par habitude, on écrit généralement tous les termes faisant intervenir la fonction inconnues et ses dérivées
a gauche de I’égalité.
On appelle membre de droite, le ou les termes ne faisant intervenir ni la fonction recherchée ni ses dérivées.

Définition. Equation homogéne
L’équation homogene, associée a une équation différentielle, est la méme équation mais en prenant le

membre de droite égal a zéro.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

1
Exemple 3 : Ici : %(t} + ——=Uc(t) =0

2.2 Méthode de résolution

Propriété. Décomposition de la solution
La solution u d’une équation différentielle linéaire s’écrit toujours comme la somme de deux termes :

U=Up+Ug

avec :
> Up UNE solution particuliére
> U LA forme générale des solution de ’équation homogéne

» Méthode de résolution d’une équation différentielle linéaire

Méthode pour résoudre une équation différentielle linéaire a coefficients constants

(EDLCC) :

1. écrire ’équation différentielle sous forme canonique
On pensera a introduire des constante pertinente (7, wg, @, ...)

2. décomposer la fonction solution de I’équation différentielle en :
> UNE solution particuliere (indice P)
> LA forme générale des solution de 1’équation homogene, (indice H)

3. trouver la solution particuliére
On la cherchera le plus souvent sous forme d’une fonction constante qui est solution de 1’équation
différentielle.

4. donner la forme générale des solutions de 1’équation homogeéne.
Ces formes générales sont des résultats mathématiques qu'on admettra par coeur en physique.
Elle devra faire apparaitre une ou plusieurs constantes inconnues.

5. écrire la solution du probléme comme la somme des deux

6. Appliquer les conditions initiales pour trouver les constantes inconnues.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

2.3 Application a la charge du condensateur

Reprenons le probléme de la charge du condensateur. L’étude physique nous avait fourni I’équation :

dUc(?)
dt

Ey =Uc(t) + RC

1. Forme canonique et introduction des constantes

dUs(t) 1 E

i T reeW =36

Pour une EDLCC d’ordre 1, on définit la constante de temps 7 du systéme comme l'inverse du
coefficient devant la fonction dans I’équation différentielle.
Ici : 7 = RC et I’équation différentielle donne :

dUc (¢t 1 E
olt) | —Uc(t) = —.
det T T

Intérét pratique de T :
> toutes les EDLCC d’ordre 1 auront la méme équation homogene :
df 1
— 4+ —f = 0
dt Tf
et donc la méme solution homogene.
La spécificité du probléme est comprise dans le coefficient 7.
> le temps 7 donne une échelle de temps pour le probleme. On I'appelle aussi le temps caractéristique.
Les variations de la fonction se fera sur un intervalle entre 0 et 57.

2. Décomposition :
Uc(t) =Uc,p(t) + Uc,u(t)

é & & Attention ! Cette étape peut paraitre anodine mais elle permet de ne pas oublier 'une des deux
partie de la solution.
De plus cela permet de ne pas faire d’erreur béte, ce qui arrive en DS.

3. Solution particuliére
On va cherche la solution Uc, p sous la forme d’une constante : Uc p(t) = K.

dUc,p
dt

L’intérét est que = 0. L’équation se réduit alors a :

1 FE
—-K=—donc K =F
T T

Une solution particuliere est donc : Uc, p(t) = E.

é & & Attention ! A la distinction inconnue et constante du probléme!!
> E est une constante du probléme.
Elle est introduite dans I’énoncé et sa valeur c’est une donnée méme si on se connait pas sa valeur
numérique.
> K est une inconnue. Elle n’est pas introduite dans ’énoncé et on a pu lui affecter une valeur.
Astuce pratique : si une grandeur est introduite par vos soin, c’est généralement une inconnue.
On peut donner a une inconnue n’importe quel nom alors que le nom d’une constante est donné dans
I’énoncé.

4. Solution homogéne
On écrit I’équation homogene associée :

dUc(t) 1
@ 7
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Propriété. Forme générale des solution homogéene d’'une EDLCC d’ordre 1
Les solutions de I’équation différentielles :

df 1
L0+ —f) =0

sont de la forme ;
£ = Aexp |-
.

avec A une constante inconnue.

t t
On aici: Uc,g = Aepr—J = Aexp‘L—l
. T @C
| Remarque : On peut conserver la forme avec 7.
5. Solution du probléme et conditions initiales
La tension aux bornes du condensateur est donc :

t
Uc=FE+ Aexp [_RC’}

é & & Attention ! Ce n’est pas fini : la constante A est une inconnue qu’il s’agit de trouver!!
On utilise pour cela les conditions initiales!
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2.4 Condition initiale : valeurs des grandeurs électriques a t =0

Pour résoudre le probléme, il est nécessaire de connaitre la valeur de la grandeur que l'on cherche a
t = 0 pour résoudre le probleme.
é & & Attention ! La plupart des erreurs découlent de cette partie!

» Notion de deux états initiaux a ¢t =0

On se place a l'instant initial, & ¢ = 0 et on ferme U'interrupteur. L’interrupteur est-il ouvert ou fermé
at=07?
On ne peut pas répondre mais on peut dire que :
> juste avant t = 0, 'interrupteur est ouvert
> juste apres t = 0, I'interrupteur est fermé
On note le premier instant t = 0~ et le second ¢ = 0.

Distinction t =0~ et t =0~

On trace la fonction g qui vaut 0 quand l'inter- A
rupteur est ouvert et 1 quand il est fermé. f(t) PR

On remarque que 1 g(t)
> 9(07) =0 \

> g(0%) =1 e .
la fonction g est discontinue en zéro. > t

+

A priori, toutes les grandeurs électriques peuvent étre discontinues.
Quel est le probleme ?
Prenons une fonction A quelconque. Je connais A

son tracé sur les temps négatifs et notamment I~ h continue
h(t=0")=1. Quevaut hent=0"7 h(0)=1

\

> si h est continue, je peux trouver . )
h discontinue

>

h discontinue

(

R(0T) =h(07) =1 ()

\

> si h est discontinue, c’est impossible

h discontinue

{

h(0F) =777

> pour une grandeur continue, je peux directement relié 1’état juste avant et 1’état juste apres
> pour une grandeur discontinue, je ne peux rien dire sur sa valeur juste aprés méme si je connais sa valeur
juste avant

» Lien avec le circuit électrique

A t =07 on a le circuit suivant :

Ur(07) A cet instant, 'interrupteur est ouvert depuis
longtemps. Le circuit n’a pas été modifié :

R i(07)=0
E C”— |Uc(0™
’ <> @) Uc(07) =0

5< UR(Oi) =0
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

A t = 0T, interrupteur est fermé, on a donc le circuit :

Ur(0™) At = 0" on a modifié le circuit de fagon bru-
tale. On ne peut a priori rien dire sur les valeurs

4:,—? des différents grandeurs électriques i(0"), Ur(0™)

car on ne sait pas si elles sont continues ou

Ey C) C_—— |Uc(0h) discontinues.

MAIS on sait que la tension est continue aux bornes d’un condensateur. Donc :
Uc(OJr) =Uc(07)=0

é & & Attention ! C’est la seule dont on peut trouver ainsi la valeur!!
Une fois Uc(07), on peut utiliser les lois des noeuds et des dipoles pour trouver les autres si nécessaire.

» Echelon de tension

Un générateur de tension génere un échelon de tension si la tension a ses bornes vaut :
> 0 pour t <0
> Eg pourt >0
La tension aux bornes du générateur est une fonction discontinue si bien que toutes les autres grandeurs
électriques du circuit sont a priori discontinue.
On doit alors refaire la méme analyse que précédemment.

Application 1 : § ¢ & Attention ! TRES IMPORTANTE!!

Le générateur fournit un échelon de tension e(t) : e(t)
la tension passe de 0 a Fy at = 0. ﬁ’
Donner toutes les grandeurs électriques du circuit N\
aux instants;
b t=0" Ry C_”— 2R
>t=0"

Le générateur fournit un échelon de tension e(t) : e(t)
la tension passe de 0 a Fy at = 0. N
Donner toutes les grandeurs électriques du circuit _/
aux instants;
> t=0" Ry Ry 2R,
>t=0" I
Application 3 : § ¢ & Attention ! TRES IMPORTANTE!!
Le générateur fournit un échelon de tension e(t) : e(t)
la tension passe de 0 a Fy at = 0. ﬁ’
Donner toutes les grandeurs électriques du circuit N\
aux instants;
> t=0" Ry C_”— 2R
>t=0" I
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CORRECTION

Valeurs a t =0
Initialement, le générateur est éteint : le circuit n’est pas alimenté, donc toutes les grandeurs électriques
sont nulles.

Méthode en DS. Etude de I’état initial

On commence par faire un schéma propre avec TOUTES les grandeurs élecctriques apparentes puis on
écrit les lois

> des noeuds et des mailles

> les lois d’Ohm

> les relations de continuité (tension d’un condensateur et intensité d’une bobine)

Application 1
On introduit toutes les grandeurs électriques a ¢ = 0 (on ne précise pas le temps mais i1 = i1(07),

uc = uc(07), ...).
On remarque que le condensateur C' et la résistance 2Ry sont en paralléles, on introduit une seule tension.

> Loi des mailles : By +uc — Ug, =0 Ey
> Loi des noeuds : i1 = i + i

> Loi d’Ohm : ug, = Rii; et uc = 2Rqis. 11 \_/
> Relation de continuité : la tension aux bornes
d’un condensateur est une fonction continue du
temps : uc = uc(07) = 0. Yo

UR, Ry C_— 2R

Méthode en DS. Trouver les valeurs initiales des grandeurs électriques
On part des grandeurs données par les relations de continuité (tension d’un condensateur et intensité
d’une bobine), et on remonte a partir de ces derniéres a toutes les autres grandeurs.

On trouve alors que :
> ur, = Ey+ uc = Ey (loi des mailles)
> iy = uc /2Ry = 0 (loi d’Ohm)
> i = uRl/Rl = EO/Rl (ZOZ d’Ohm)
> ic =11 — i2 = Ey/R1(loi des neeuds)

Application 2
On introduit toutes les grandeurs électriques a t = 0F.

> Loi des mailles : Ey
Ey—us—ur=0et ug —ug—up, =0
> Loi des noeuds : i1 = i9 + i, i \\/
> Loi A’Ohm : uy = Rji1; uo = Riig et ug =
2Ry, U1 Ry Ry u2 2Ry U3
> Relation de continuité : l'intensité dans une i L i
bobine est une fonction continue du temps :
iL:iL(O_) = 0. uy,

On trouve alors que :

ug = RgiL =0 (loz' d’Ohm)

i1 =12 (loi des noeuds)

Eo = Riis + Ryi1 = 2Ryiq donc iy = Ey/2R;y (loi d’Ohm+loi des mailles)
Uy = E0/2 et ug = E0/2 (ZO’L d’Ohm)

ur, = ug = Ey/2 (loi des mailles)

vV VvV VvV VvV V
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Application 3
On introduit toutes les grandeurs électriques & ¢t = 0.

> Loi des mailles : Ey
Ey—uc—u1=0etug—us—ur, =0

> Loi des noeuds : i1 = i¢ + 1y, i \\/

> Loi d’Ohm : u; = Ryiq et ug = 2Rqi1,

> Relation de continuité : 1 Ry C” | u2Ry {ui"’
I'intensité dans une bobine est une fonction conti- Yic T, i
nue du temps : if, =i5(07) = 0.
La tension aux bornes d’un condensateur est une “up

fonction continue du temps : uc = uc(07) =0

On trouve alors que :

us = RgiL =0 (loz' d’Ohm)

i1 =i¢c (loi des noeuds)

Eo = Riis + uc = Ryi1 donc i1 = Ey/Ry (loi d’Ohm+loi des mailles)
uy = RlEg/Rl == E() (ZOZ d’Ohm)

urp, = uc —uz = 0 (loi des mailles)

v VvV vV VvV V

13/22



Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

» Retour sur la charge du condensateur

On a trouvé :
a t=0, Uc(t)0) =0

Or on sait exprimer également Uc(t = 0) grice a la formule exprimée précédemment : Uc(t = 0) = E + A.

Les deux expressions doivent étre vraies, donc £+ A = 0 soit A = —F.

On conclut en encadrant la solution

[Uc(t) = BE(1 - exp(—t/7))|. (2.1)

» Discussion sur la solution

Pour discuter d’une solution obtenue, quand celle-ci est une fonction, il est tres utile de tracer son
graphe :
Uc(t)
Régime
Régime transitoire permanent

v
E T }

|
0 M 57

Fig. 4 — At =0, le générateur fournit une tension E. Le condensateur est initialement déchargé et il se charge
au cours du régime transitoire. Pendant le régime permanent, la tension ne varie plus. Il s'agit de la réponse
du condensateur a un échelon de tension.

Les trois remarques suivantes doivent toujours étre tracées sur le graphe :

> la pente a l’origine croise la solution du régime permanent apres un temps 7 ;

> pour le temps ¢t = 7, la fonction a atteint 63 % de sa valeur finale;

> apres environ 57, on admet que la solution est égale a celle du régime permanent. En effet, exp(—5) ~
0.006 que I'on considére comme nul.
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3 Bilans énergétiques

Comme nous 'avons vu, la grandeur que ’on paie & EDF n’est pas la tension mais la puissance électrique.
On va s’intéresser ici a la répartition de la puissance électrique dans le circuit, aussi appelé bilan de
puissance.

3.1 Bilan de puissance
» Approche qualitative

Le circuit est composé de trois dipdle : un générateur, une résistance et un condensateur. On peut a
priori se dire que :
> le générateur va fournir de la puissance au circuit
> une partie de cette puissance va étre transférée au condensateur
> le reste est dissipée par effet Joule dans la bobine
Objectif : quelle pourcentage de l’énergie du générateur sert réellement a charger le condensateur ?

» Méthode du bilan de puissance

Propriété. Bilan de puissance
Pour obtenir un bilan de puissance sur une mailler fermée, on multiplie une loi des mailles par I'intensité
qui la traverse.

Appliquons cette méthode pour le systeme étudié. Reprenons la loi des mailles :
E(t) =Uc(t) + Ri(t) .
Multiplions cette équation par i(t), 'intensité qui la traverse, il vient

FEoi(t) = Uc(t)i(t) + Ri(t)? .

On reconnait :
> & droite la puissance fournie par le générateur car il est en convention générateur
> a gauche les puissances recues par la résistance et le condensateur
On remarque alors qu’il n’y a pas de perte : toute la puissance fournie par le générateur se retrouve dans
les dipdle.

) dUc(t .

Or on sait que i(t) = C(i‘() d’ou

dUc(t)
dt

Epi(t) = CUc(t) + Ri(t)? .

Qlnstant math O : f(t) x f'(t) = (f*(t)/2)’

Il vient alors :

FEoi(t) = % <;CUc(t)2> + Ri(t)*.

On reconnait donc le bilan de puissance

_ dée(t)

Pal(t) i

+ Pj(t) . (3.1)

Propriété. Conservation de la puissance électrique
Dans un circuit électrique la puissance électrique se conserve.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

» Interprétation

A chaque instant ¢ :
> le générateur fournit une puissance Pg(t) = Ei(t) > 0.

C’est cette puissance qu’on paie a EDF.
> le condensateur recoit une partie de cette puissance électrique qu’il transforme en énergie électrostatique.
> le reste de la puissance est dissipée par effet Joule : le circuit chauffe.

C’est le terme de perte.

Propriété. Lors de la charge du condensateur, de I’énergie est stockée dans celui-ci. L’énergie électrosta-
tique augmente : le condensateur a un caractere récepteur.

Le bilan de puissance nous indique ce qu’on doit payer a chaque instant. Pour savoir ce qu’on devra
payer en tout, il faut réaliser un bilan d’énergie.

3.2 Bilan d’énergie
» Analogie Energie-Facture

A chaque instant ¢, on paie a EDF une quantité proportionnelle & la puissance fournie par le générateur.
A la fin de la manipulation, ce qu’on va payer & EDF sera égale a :
> ce qu'on lui doit & ¢ = 0s Ei(t = 0.1)
> plus ce qu'on lui doit a ¢t = 0.1s : +Fi(t = 0.2)
> plus ce qu'on lui doit & ¢t = 0.2s : +Fi(t = 0.3)
> ...
Autrement dit, on doit & EDF & la fin de la charge du condensateur :

Ei(t =0.1) + Ei(t = 0.2) + Ei(t = 0.3) + Ei(t = 0.4) + ... = > _ Ei(t)

En physique, une somme infini est une intégrale. On devra a EDF une quantité égale a :
oo
Ei(t)dt
t=0

Cette grandeur, argent mis & part, est ce qu’on appelle ’énergie.

Propriété. Puissance et énergie d’un dipéle
Un dipdle traversé par une intensité i(¢) et soumis & une tension u(t) en convention récepteur regoit une
puissance électrique :

Precue = u(t)i(t)
Entre deux instant t; et to, le dipdle regoit une énergie :
t2
E= [ wu)i(t)dt
t1
On a donc le lien entre puissance et énergie électrique :

dE

Ez/PdtouP:E

é & & Attention ! P est en Watt(W) et E est en Joule (J)
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

» Bilan d’énergie

On calcule les différentes énergies.

> Energie du condensateur
L’énergie stockée dans le condensateur est la plus simple & calculer, en effet, on sait que la puissance
vaut en chaque instant

_ d 1 2
Polt) = 5 [5CUC(P]
Donc
E —/tWZD&—/md[%W(N}
¢= =0 o= o dt |2 ©

On simplifiera les notations en mettant f0+°°.

Eo = BOUca)?]:o

1
Ec = 5CEQ -0

L’énergie du condensateur est initialement nulle car il est déchargé.

1
On a une énergie finale stockée | Ec finale = §CE2 .

> Energie fournie par le générateur
L’énergie fournie par le générateur vaut

+0o0
Fo— / dtPa(t)
0

soit en calculant
+00 “+o0o
Fo — / dt Eyi(t) = Ey / dt i(t)
0 0

Pour continuer le calcul, il faut connaitre i(¢) lintensité qui circule dans le circuit. On sait que :
dUc
i(t) = C——.
it) 7
U (?)
dt

Efournie - CE(E - O)

+oo
Eg = EC/ dt = EC[Uc(t)§™ ;
0

et donc

Efournie = CE2

> Effet Joule
L’énergie dissipée dans la résistance par effet Joule

—+00
Ej = / dt Py(t)
0
En intégrant le bilan de puissance entre t = 0 et ¢ = +o0, il vient :

oo +oo dEG(t) [+
Pl = [ O [y
0 0 dt 0

On reconnait les différent terme précédents

1
E; = Efournie — EC,ﬁnale = §CE(2)

Propriété. Bilan d’énergie
Pour obtenir un bilan d’énergie, on integre le bilan de puissance.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

Application 4 : On peut retrouver I’énergie dissipée par effet Joule par un calcul direct. Pour cela :
1. exprimer I'intensité du courant électrique i(t) qui circule dans la maille en fonction de E, R et C
Astuce : on se servira de Uc(t) trouvée et de la relation du condensateur

2. calculer E; = [,"°P;(t)dt a I'aide de I'expression de i(t) trouvée précédemment.

On remarque qu’exactement la moitié de I’énergie fournie par le générateur est dissipée sous forme de
chaleur dans la résistance. Cette dissipation est intrinseque a la charge du condensateur et ne dépend pas
de la valeur de celui-ci. La valeur de C' modifie juste la constante de temps du processus, donc sa vitesse.

Propriété. Charger un condensateur est un processus qui provoque irrémédiablement la perte de la moitié
de I’énergie fournie.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

4 Application
4.1 La décharge du condensateur : Réponse en régime libre

» Position du probleme

On étudie cette fois théoriquement le montage 4:7

électrique ci-contre : R 1

e , C—— |Uc(t)
> linterrupteur est fermé au temps t = 0;
> le condensateur est initialement chargé a la ten- %

sion FEj.

Fig. 5 — Schéma électrique de la décharge du conden-
sateur.

» Mise en équation électrique et résolution de I'équation

=4

Application 5 :

> Sans aucun calcul, prévoir la valeur finale de la tension aux bornes du condensateur.

> Montrer que la tension aux bornes du condensateur vérifie I'équation différentielle

dUc(t) 1
c® Ly =o
dt T

avec la constante de temps 7 = RC.

> Ensuite, en utilisant les conditions initiales et les propriétés du condensateur, montrez que

Uc(t) = Egexp(—t/7) .

> Cette fonction est tracée ce dessous. Préciser :
> Régime transitoire/Régime permanent
> Pente a I'origine
> sur I'axe des temps : T et bt

Uc(t)

» Bilan énergétique

Application 6 : Réaliser un bilan de puissance et montrer que le condensateur a un caracteére
générateur. Calculer ensuite I’énergie dissipée dans la résistance.
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

4.2 Etablissement d’un courant dans une inductance

En réutilisant les outils élaborés dans la premieére partie du chapitre, nous allons traiter un autre exemple
impliquant une bobine.

» Présentation du probléme

Etudions le circuit de la figure suivante. On s’intéresse & I’évolution du courant iy, (t) dans la bobine.

> Un générateur de courant fournit le courant fixe
1o Iy. Pour t < 0, 'interrupteur est ouvert. On le ferme
R L at=0.
L

» Conditions initiales

> Pour ¢t < 0, l'interrupteur est ouvert et un régime permanent est atteint, la bobine se comporte donc
comme un fil et : i1, (¢ < 0) = 0. On a notamment :

> A t =0, on ferme U'interrupteur.
A t =0T, linterrupteur est fermé. On ne peut a priori rien dire sur les valeurs des différentes grandeurs
électriques du circuit SAUF :
L’intensité qui traverse une bobine est une fonction continue.
é & & Attention ! l'intensité pas la tension.
> Bobine : intensité continue
> Condensateur : tension continue
Par conséquent : ip,(t = 0F) =i, (t =07) = 0.

Le courant parcourant une bobine est une fonction continue, il va donc passer continument de 0 & sa
valeur finale.
» Mise en équation électrique

Reproduisons d’abord la figure avec toutes les notations électriques nécessaires une fois l'interrupteur
fermé.

Iy
R L U(t)
ir(t) iL
La résistance vérifie la loi d’Ohm
U(t) = Rigr(t) (4.1)
et la relation fondamentale de la bobine indique
dir,(t)
Ult)y=1L 4.2
(1) =15 (42)
La loi des nceuds implique
Io =ir(t) +in(t) - (4.3)

Dans cette équation, on remplace ig(t) par U(t)/R et il vient

Ip = %U(t) Fin(t) .
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

Ensuite, on remplace la tension U(t) par son expression et il vient

 Ldi(t)

In =
T R dr

() .

La derniere étape consiste a mettre I’équation différentielle sous forme canonique et il vient

dip,(t) R. R
— =—1y|. 4.4
@ LZL(t) 7 lo (4.4)

De cette équation, on constate que le portait de phase de I’établissement du courant dans la bobine est le
méme que celui de la charge du condensateur.

» Résolution

> Définition de la constante de temps 7

L
On pose la constante de temps |7 = = et I’équation différentielle (4.4) s’écrit
din(t) 1 1
—ip(t) = =1 .
dt + TzL( ) 70

> Solution générale de I’équation homogeéne :

i1(t) = Cexp(—t/T)
avec C une constante.
> Solution particuliére :

Cette équation est a second membre constant constant. On pose i2(t) = K cette constante. On injecte
cette solution dans I’équation. La dérivée d’une constante est nulle et on a donc

> Solution de 1’équation différentielle :

iL(t) = i1(t) +ia(t) = Cexp(—t/7) + I .
> Conditions initiales :
on utilise le fait que le courant a travers une bobine est une fonction continue du temps, et
donc 0 = i,(07) = 41,(07) = ir,(0). On utilise cette condition dans la solution générale et 0 = C + I
soit C' = —1Ij.

> Solution et tracé de graphe

La solution finale de cette équation est

[in(t) = To(1 — exp(—t/7)) . (45)

On remarque que l'on retrouve bien les comportements qualitatifs du paragraphe ?77.
> On peut tracer la solution sur un graphique figure 6.

» Aspects énergétiques

A nouveau, reprenons la méthode.

Réécrivons donc la loi des noeuds :
Iy = iR(t) + iL(t)

qu’il faut multiplier par la tension pour obtenir

IU(t) = in (U () + iU () .
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Chap V : Les circuits linéaires du premier ordre Pierre Soulard

iw(t) Régime
Régime transitoire permanent

.
I 1 ‘
n |
1 |
1 |
L |
I 1
1 |
L4l |
Ly |
LY A |
! I I
Y I I
| |
| |
| |

1 | ¢

0 T 5T

Fig. 6 — At = 0, le générateur fournit le courant Ij. Le courant dans la bobine est initialement nul et il s'établit
au cours du régime transitoire. Pendant le régime permanent, le courant ne varie plus.

Utilisons maintenant les liens entre tensions et courant données par les relations des dipoles. Il vient

dig, (t
]ﬁKﬂszQF+LQ@)%§X
i) d (1 Y )
L - S (zL .
On reconnait Liy,(t) g 37 \gk (t)
On reconnait donc au final
dFEL(t
Po(t) = U 4 py (146)

avec FEp(t) I'énergie magnétique stockée dans la bobine et Pj(t) la puissance stockée par effet Joule.

La puissance fournie par le générateur est donc en partie transférée sous forme énergie stockée dans la
bobine et en partie dissipée par effet Joule dans la résistance du circuit.

On peut alors calculer les différents termes énergétiques.
> L’énergie stockée dans la bobine vaut

1
EL,stockée = EL(t = +OO) — EL(O) = §Lfg .

> L’énergie fournie par le générateur vaut

di(t)
dt

+oo +oo
EG:/‘ &Lm@y:h/‘ dt L = LIy [ic(t)]{> = LI§ .
0 0

> L’énergie dissipée par la résistance vaut, en utilisant le bilan de puissance,
+o0 1 9
By = [ dt Pit) = Bo — Buonse = 5 LI

A nouveau, de fagon intrinséque au phénomeéne de stockage de Pénergie, la moitié de Dénergie fournie est
perdue par effet Joule.

22/22



	Charge d'un condensateur
	Mise en évidence expérimentale de la charge et la décharge d'un condensateur
	Position du problème : Étude de la réponse indicielle
	Mise en équation électrique

	Equation différentielle linéaire à coefficient constant
	Definition et vocabulaire
	Méthode de résolution
	Application à la charge du condensateur
	Condition initiale : valeurs des grandeurs électriques à t=0

	Bilans énergétiques
	Bilan de puissance
	Bilan d'énergie

	Application
	La décharge du condensateur : Réponse en régime libre
	Établissement d'un courant dans une inductance


