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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales

Pierre Soulard

Savoirs Q

> O Travail et puissance d’une force
> puissance d’une force
> caractere résistif ou moteur d’une force
> travail élémentaire d’une force et travail d’une force le long d’une trajectoire

> O Energie cinétique, gradient et énergie potentielle
> énergie cinétique
> gradient d’une fonction en coordonnées cartésiennes et cylindriques
> énergie potentielle et lien avec une force conservative
> travail d'une énergie potentielle

> O Energie mécanique et théorémes énergétiques
> Energie mécanique
> Théoréme de 1’énergie mécanique
> Cas particulier d'un systeme conservatif

> QO Positions d’équilibres
> notion de position d’équilibre et d’état d’équilibre
> équilibre stable et équilibre instable; lien avec ’énergie potentielle

Savoir Faire

55 Calculer le travail d’une force entre deux points A et B

ﬁ Applications des théorémes énergétiques

> Discuter l'influence des frottements sur la trajectoire d’un mobile
> Obtenir [’équation du mouvement par le théoréeme de la puissance mécanique

> trouver les positions d’équilibre stable et instable

ﬁ Obtenir l’énergie potentielle d’une force ; conclure sur le caractére conservatif ou non d’une force

> Discuter de la faisabilité d’un mouvement a l’aide du théoréme de l’énergie mécanique
> Pour un systéme conservatif obtenir des grandeurs : vitesse max ; altitude mazx; ...

Décrire le mouvement d’un point a l’aide d’un graphe d’énergie potentielle

> discuter la nature du mouvement a partir des conditions initiales : état lié ou de diffusion
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

Il existe un cas particulier ou le TMC possede une expression simplifié : lorsque les moments des forces
sont nulles. Cela arrive pour une classe de force appelées forces centrales. L’objectif de ce cours est de
décrire les propriétés des mouvements engendrés, notamment les mouvements des astres et satellites.

1 Les forces centrales
1.1 Définitions

» Force centrale

Définition. Force centrale

Une force centrale est une force appliquée en un M
point matériel M et qui est, a tout instant, dirigée
vers un point fixe O, appelé centre de force. 7
En introduisant un repere cylindrique de centre O, o
ona : o
e

F= F(r,0,2)¢€,
o
Vocabulaire

On parle de force
> répulsive si F'(r) >0
> attractive si F'(r) <0

Exemple 1 :

> interaction entre la Terre et un satellite
> interaction entre le Soleil et la Terre

> une masse au bout d’un ressort

> une masse au bout d’un fil

Une force centrale pointant toujours vers O, sa droite d’action passe par O .

Propriété. Moment d’une force centrale
Le moment d’une force centrale par rapport a son centre de force O est nul :

MQF) =T

1.2 Mouvement a force centrale

» Mouvement plan

Un mouvement a force centrale est un mouvement au cours duquel le systeme est soumis a des forces
dont la résultante est une force centrale.
Dans un référentiel galiléen, en appliquant le TMC par rapport au centre de force O on obtient alors :

dL%:6
dt

-
On remarque alors que le vecteur L?/I est constant. Deux conséquences :
1. le vecteur est de direction fixe

2. le vecteur est de norme constante
On déduit du premier point que la trajectoire du point M est plane.
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

Propriété. Conservation du moment cinétique et mouvement plan
Au cours d’un mouvement a force centrale, la trajectoire est plane : le point M se déplace dans le plan
perpendiculaire & L% passant par O.

Astuce pratique :
Les conditions initiales, sur OM (t = 0) et U (t = 0) déterminent entierement le plan du mouvement.

» Constante des aires
Quelle conclusion tirer de L, =constante.
On note (Ozy) le plan du mouvement. L’axe f?/[ =192,

(Oz) est donc défini par le vecteur 35\34 On utilise
naturellement les coordonnées polaires dans ce plan.

, .
OM =71¢, et U =7¢,+10€y

Le moment cinétique de M en O est par définition
=g e .
LY, = OM AmT =mr?6¢.,.
7O ) :
Comme LY, est constant alors sa norme l'est aussi

mr20 = constante = mC

Propriété. Constante des aires
Lors d’un mouvement dans un champ de force centrale, la quantité

C =120

est une constante, appelée la constante des aires.

Implications
1. le signe de # est constant : le point M tournera toujours dans le méme sens
2. si le rayon diminue alors la vitesse angulaire augmente et inversement.

» Loi des aires

Avec les mains :

Pendant un temps dt, le point mobile balaie un
angle Adt ce qui définit une aire

2
re.
dA = Eﬁdt

Remarque : Pour s’en rappeler : aire
d’un cercle r? = laire d’un arc de
cercle d’angle 27

Comme 72 est constant, pendant une méme du-
rée le point balaie des aires égales.
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Propriété. Deuxiéme loi de Kepler
le vecteur position balaye des aires égales.

"avec les mains” : plus on est proche (r petit) plus on tourne vite (f grand).

On aboutit a la loi des aires ou deuxiéme loi de Kepler qui indique que pendant des durées égales,

1.3 Force centrale conservative

A quelle condition une force centrale est conservative ?
I existe pour cela une énergie potentielle £, telle que :

F = —grad E, = F(r,0,2)¢,=——2¢,+ 0

dE dE.
Pour cela —2 et —2 sont nuls :

0 1 I’énergie potentielle et donc la force ne dépend que de 7.
z

Propriété. Force centrale conservative
Une force centrale conservative ne dépend que du rayon r :

donner son énergie potentielle.
> F) = Fo?r

OUI : E,=Fyr + K
MM, _,
——2
M, M,

D]_f:g
,

oul:E,=¢

> F = Fycos0¢,
NON

+ K

Exemple 3 : RIP les dinosaures

b = 3000km) par rapport a la Terre de centre P.

Exemple 2 : Dire pour chacun des forces suivantes si elle est conservative et si c’est le cas

Un astéroide A de masse m arrive de I'infini avec une vitesse vg = 2km.s~! (paramétre d’impact
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

1. Exprimer la force d’interaction gravitationnelle entre la Terre et ’astéroide. Est-ce une force centrale
conservative ?

2. Justifier que le mouvement de I'astéroide est plan et montrer que la grandeur 726 est une constante du
mouvement.

3. Evaluer la constante des aires C

4. Exprimer le moment cinétique de I'astéroide par rapport au centre de la Terre lorsque celui-ci est a une
distance minimale r,;, de P en fonction de v sa vitesse en ce point et rpn,.

5. En déduire une expression de la vitesse de I'astéroide lorsqu’il passe le plus prés de la Terre.

CORRECTION
N My,
1. Force d’interaction : F'g = —gm 5 T3 . C’est bien une force centrale, de centre de force P, le centre de
r
M
la Terre. Elle est conservative, d’énergie potentielle £, = —Qm T

r
2. La force étant centrale, son moment par rapport au point P est nul donc par application du TMC, le
moment cinétique de I'astéroide _bar rapport P est constant. Deux conséquences :
> le mouvement est plan donc OM = r€, (pas de €)
> constante des aires :

f?/] =OMAMT =re, Am (f?r + Tégg) = mr29?Z

N .
L% étant constant, 726 est constant, noté C' constante des aires.

3. On évalue C a l'aide de la valeur de L, en t = 0.
L%,(0) = OM(0) AmT = mbvy donc C = bug

4. Lorsque astéroide passe au plus pres de la Terre, le rayon r est minimal donc 7[r = ry,| = 0. Finale-
ment :
. . —> .
T = 7'"?7« + Tminegg = Tminegg = L?/[ = mr?rlinegz

. —)O >
Comme v[rmin] = Tminf alors LY, = mryinve ,

5. Par conservation C' = bvg et C = rpinv donc v =

V0.
P 7 . 718 rmln
Comme b > rpiy, astéroide accélere au passage de la Terre.

1.4 Energie potentielle effective

On considere le mouvement d’un point matériel M -7 -
— - ~
soumis a une force centrale conservative F' qui dé- e ” AN
’ . . s \
coule d’une énergie potentielle E,(r). 7 |
7’ . /
Le mouvement est plan, on décrit sons mouvement / )

a l’aide d’une base polaire (€, €g). !

Comment introduire ’énergie potentielle effective 7

Le systeme étant soumis uniquement a une force conservative, son énergie mécanique se conserve :

By = Ep(r) + E.(r,6) constante

On voudrait étudier le mouvement du point M a l'aide d’un graphe énergétique.
Probléme : on ne sait étudier ce genre de systéme que si le mouvement possede un seul degré de liberté.
Ici il y a deux degrés de liberté : r et 6.

Calculons I’énergie cinétique du systeme.
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. —
> vecteur position : OM =r%e€,
> vecteur vitesse : U =r1¢€, +0¢€p
La vitesse instantanée s’écrit donc : v(t) = 1/72 + (r6)2. L’énergie cinétique est donc :

m .
Ec - 5 (7"2 + (7"9)2>
Le mouvement étant a force centrale, la grandeur 720 est constante, notée C' la constante des aires. On
a donc :
0 =

r2

En remplagant dans I’énergie cinétique on a :

mC?
2r2

m [ . C m .
ECZE <r2—i—(rr2)2) = Ec:5T2+

Finalement I’énergie mécanique s’écrit comme :

mC?

57 + Ep(r)

m.,
Em:5T2+

La variable 0 a disparu! Tout se passe comme si le systeme était a un seul degré de liberté r avec :

> une énergie cinétique effective : K. .rr = 5m7'“2

mC?

> une énergie potentielle effective : E, crr = Ep,(1) + 57

Propriété. Energie potentielle effective
L’étude énergétique d’'un mouvement & force centrale conservative a 2 dimensions est équivalent a I’étude
d’un mouvement & 1 dimension le long de la coordonnée 7, en remplacant 1’énergie potentielle par une
énergie potentielle effective :

mC?

Eperr = Ep(r) + 9,2

C’est tres pratique pour discuter :
> les états libres ou liés
> les position d’équilibre stable ou instable

é & & Attention ! Ce n’est pas parce qu’elle a disparu que la variable 6 n’existe plus : le systéme continue
de tourner!! On ne discute ici que 1’évolution du rayon 7.
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Exemple 4 : Etat d’équilibre stable

1. Sur le graphe suivant d’énergie potentielle effective, repérer la position d’équilibre stable. Quelle est la
trajectoire de la particule lorsqu’elle se trouve dans cette position d’équilibre ?

2. Justifier que la particule ne peut pas étre dans un état libre. En déduire alors la forme schématique
d’une trajectoire quelconque.

Ep,eﬁ’(r)

CORRECTION

1. La position d’équilibre stable correspond au minimum de I’énergie potentielle. Dans ce cas de figure, le
rayon r de la trajectoire est fixée mais la particule possede une vitesse angulaire : la trajectoire est donc
circulaire.

2. Quelle que soit ’énergie initiale de la particule, son énergie mécanique croisera toujours la courbe de
I’énergie potentielle. La trajectoire est alors un mouvement lié, r variant entre les deux valeurs extrémales
possibles tout en continuant 4 tourner autour du centre de la trajectoire.

M

Ep,eff( )

Rmax Rmin

Rmin Rma:p

8,/20



Chap XVIII : Mouvement et forces centrales

Pierre Soulard

2 Force Newtonienne et énergie potentielle effective

2.1 Définition et énergie potentielle

Définition. Force newtonienne
Une force centrale est dite newtonienne si elle est de la forme :

C’est une force conservative. Calculons son énergie potentielle E,(r).

= — dE K K
F:—gl"ad Ep = T::ﬁ = Ep(’["):—7+c

On prend généralement la constante nulle.

Propriété. Energie potentielle
Une force newtonienne est une force conservativce d’énergie potentielle :

Ep:*7

en prenant 'origine de potentielle & r — 4o0.

» Exemple :force gravitationnelle et force électrostatique

Deux cas de force newtonienne sont trés souvent rencontrés :
> D’interaction attractive gravitationnelle entre deux masses m; et mo avec

mima _,

G done
:

> l'interaction électrostatique entre deux charges ¢ et go avec

F

192 e, donc:| K = 9192
dmeor?

N
F = —
dmereq

Cette force est répulsive ou attractive selon les signes respectifs des charges.

é & & Attention ! Nous allons construire la suite du cours d travers un exemple. Il conviendra de bien faire
attention entre ce qui reléve du cours (et donc a connaitre) et ce qui reléve de ’exercice (et donc d savoir

refaire).
Tous les résultats seront transposables aux forces Newtonienne.

2.2 Etude d’une trajectoire et énergie potentielle effective

On s’intéresse au mouvement d'un satellite de M __--
masse m autour de la Terre de masse M7. On repere e 7 .
la position du satellite par le point M et le centre |
de la Terre par le point O. ///

On se place dans un référentiel géocentrique, 4

supposé galiléen : le centre de la Terre est fixe et
est choisie comme origine du repeére.
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» Vecteurs cinématiques

> Position OM = r(t)€,
> Vitesse U =r¢€, +r0¢y.

» Utilisation du TMC
Le satellite est soumis uniquement a la force d’interaction gravitationnelle de la Terre :

mMT_,
2 ©r
r

Fg=-G

C’est une force centrale de centre de force O : son moment ./\_/f% est nul. On en déduit alors grace au TMC
que :

> le mouvement est plan

> le moment cinétique est constant

f?/[ =OMAmMT =r€, Ar0Cy = mr?0¢,
Par conséquent r20 est constant, noté C' la constante des aires : 726 = C.

» Analyse énergétique : énergie potentielle effective

> énergie cinétique :

Comme C =726 on a :

> énergie potentielle

mMT—> —_—
= ¢r=—grad E, =G

- mMT dEp
F=-0 R

mMT

soit : Ep(r) =—G + K avec K =0 (on prend l'origine des potentiels a r — +00).

> énergie potentielle effective
Le systéme est conservatif, I’énergie mécanique se conserve

C? M
Em:Ec‘FEp:m(fQ"’_ >_gm L

r2

2 r
m mC? mMr
Ep = —1° - =
m=5t S T,
Ep,eﬂ
mC? mMr

On a alors une énergie potentielle effective : Ep g = o2
r r
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» Analyse énergétique : différentes trajectoires possibles

Pour analyser les trajectoires possibles, on revient a ce qu’on sait faire : étudier les position d’équilibre,
les états liés ou de diffusion, ...

> E,, > 0 : état de diffusion, le rayon varie entre
Ep e(r) un 7min €t +00.
. 1 C? > Enin < B < 0@ état lié, le rayon varie entre
' / 5’"le2 deux valeurs vy < r < ro.
. > B, = Enpn : état lié et r ne varie pas
. > F,, < Enn ¢ trajectoire impossible, le systéme
. se "crash' sur la Terre

Emm

é & & Attention ! Il ne faut pas oublier que dans chaque cas I’angle 6 varie : le point M voit son rayon rr
évoluer tout en continuant de tourner autour de la Terre!
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3 Mouvement d’un satellite autour de la Terre

Astuce fondamentale du chapitre : ne jamais écrire d’équation différentielle!

Pour cela on a : )
dv _, IR

> mouvement circulaire : @ = — €9 — — €,

dt R
> TMC et conservation du moment cinétique

> Conservation de I'F,, et étude de graphe énergétique
> loi de Kepler

Nous allons étudier en détails ces différentes trajectoire. A chaque fois il faudra savoir :
1. relier la nature de la trajectoire a ’énergie mécanique (positive, négative, ...)

2. obtenir des informations sur la vitesse grace a la l'expression de Ey,, et E,f¢
3. faire un peu de géométrie sur les ellipses

4. comprendre et savoir refaire l’exercice classique associé

3.1 Etat de diffusion : E,, > 0 ~ trajectoire d’'une cométe

Ep et (r)

A

1
1
1
1
I
— > T
Rmi

Tm

Le point M peut donc se déplacer entre r = R,,,;, et 7 = 400 : c’est un état de diffusion.

Propriété.
Dans le cas d’une force newtonienne attractive, si E,, > 0, le mouvement est un état de diffusion.

La trajectoire du satellite est alors une hyperbole dont le centre de la Terre est le foyer.

Ep,ert(r)

A

\ 5,

Orientation de 7
A priori U = 7€, +r0€y : elle n'est pas perpendiculaire & €,. Lorsque le rayon de la trajectoire est
minimal, 77 = 0 et donc :

T = Rpin® et C = R2, 0 = +Rpinv[Romin]

min

Propriété. Vitesse a r = Rin
La vitesse est perpendiculaire & €, et C' = Ryinv|Rpmin)-
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» Deux cas a connaitre de trajectoire :

> une comete qui arrive depuis une autre galaxie avec une vitesse vg.
Quand elle est tres loin de la terre : r = 400 donc :

E, = Ep(r =+4o00)+E. = %02 >0
—_————

~1/r=0

> un satellite qu’on lance depuis la Terre avec une vitesse trop grande.

Définition. Vitesse de libération

La vitesse de libération est la vitesse minimale & conférer a un objet situé sur Terre pour qu’il s’échappe
de l'attraction terrestre.

Exemple 5 : Calculons la vitesse de libération de ..........ccccccouvveveeeeecciec... (mettre ici le nom
de la personne d qui vous souhaiter faire visiter Jupiter).

» Exercice classique : adieux les dinos!

Application 1 :

Un astéroide A de masse m arrive de 'infini avec une vitesse vy = 2km.s~! (paramétre d’impact
b) par rapport a la Terre de centre P.

m 3
8 T

1. Donner la nature de la trajectoire de ’astéroide.

2. Justifier que la grandeur C, appelée constante des aires, est constantes. On donnera son expression en
fonction de m, b, vy

3. A laide de la conservation de I’énergie mécanique et du moment cinétique, donner deux expression liant
r et v le rayon et la vitesse de I'astéroide lorsqu’il passe au plus prés de la Terre.

4. En déduire une expression de 7 et v en fonction de b, vg et rmin

5. A quelle condition l’astéroide entre-t-il en contact avec la Terre? Estimer une valeur minimale du
paramétre d’impact de la cométe qui causa la fin des dinosaures.
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3.2 Etatlié: FE,, <0 ~ trajectoire d’un satellite

Ep esi(T)

A

Emin

Propriété.
Dans le cas d’une force newtonienne attractive, si E,, < 0, le mouvement est un état lié.

Le mouvement reste confiné entre r = Ry et 7 = Rmax : la distance entre la Terre et le satellite varie
entre ces deux valeurs. La trajectoire du satellite est alors une ellipse dont un des foyers est le centre de la
Terre.

Epef(7)

A

Rmax Rmin
» Quelques mots sur les ellipses
4 y
M
r Périgée/Périhélie
i/ Apogée/Aphélie 0 |
Af Apogée/Ap C o \ b
>

2.a

F §
4

Propriété. Vitesse a ’apogée et au périhélie
7 = 0 donc ¥ est perpendiculaire & €, et v4 = £r40

14/20



Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

Une ellipse est un cercle dont le rayon varie en fonction de I’angle qu’il fait avec une droite de référence :
r = r(0). L’expression générale d’une ellipse est :

b

)= ———
r(©) 1+ ecosb

Le nombre e est appelé 'excentricité. Pour une ellipse 0 < e < 1. Plus e est petit, plus la trajectoire
elliptique se rapproche d’une trajectoire circulaire pour laquelle e = 0.

Définition. Grand axe
On appelle grand axe, de longueur 2a, la distance entre ’aphélie et le périgée. La longueur a est appelée

demi grand axe.

Propriété. Energie mécanique d’une trajectroire elliptique
Dans un champ de force newtonienne, une particule ayant une trajectoire elliptique de demi grand-axe a
posséde une énergie mécanique :

K
Eyp=——
" 2a
> K = GmM pour 'interaction gravitationnelle
> K = pour l'interaction entre charges
47 €0

Pour une trajectoire elliptique de demi grand-axe a de notre satellite on a :

M 1 M,
_gm T _ *m’l)2 _ g om
2a 2 r

Varie le long de sa trajectoire la vitesse v et son rayon r

é & & Attention ! au signe "-"!! Les deux énergies, cinétiques et potentielles, sont des fonctions croissantes
de r et v.

Aphélie et périgée
> au niveau de ’aphélie : 7 = r,4, et la vitesse est minimale
> au niveau du périgée : r = 1,,,;, et la vitesse est maximale

» Période de révolution et troisieme loi de Kepler

Propriété. Troiseme loi de Kepler
Pour un point matériel en orbite elliptique, le carré de la période T de révolution est proportionnelle au

cube du demi grand axe a via :
T?  Ar?

a®  GM

avec M la masse de 'astre autour duquel orbite le systéme.

» Exercice classique

Application 2 : La trajectoire de la Terre autour du soleil est une ellipse. Le périhélie P est a la
distance r, = 0,983ua du centre du soleil, ou I'unité astronomique lua = 1,496.108 km. La période
de révolution (année sidérale) vaut environ 365,25 jours solaires.

1. Calculer le demi grand-axe a de I'orbite terrestre.

héliocentrique.
r4A—Tp

3. Calculer également 'excentricité e de la trajectoire de la Terre, définie par e = n
ra+rp

4. Conclure quant a la nature de la trajectoire de la Terre autour du soleil.

15/20
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3.3 Trajectoire circulaire

Un cas particulier de trajectoire elliptique est la

Ep e(r) trajectoire circulaire ou le rayon ne varie pas r = R.
A

Pour que cela soit possible, ’énergie mécanique
du systeme doit étre minimale : le systéme est alors
a sa position d’équilibre et le rayon ne varie pas. On

. P bien une trajectoire circulaire.

R

peff Enm

Propriété. Energie et trajectoire circulaire

La trajectoire circulaire d’une particule dans un champ de force newtonien correspond a la trajectoire
d’énergie mécanique minimale.

» Approche par la trajectoire

Cette partie est typiquement un raisonnement qu’on vous demandera de refaire en exercice. 1l s’agit donc
de bien comprendre !

Un satellite posséde une orbite circulaire de rayon 600km (station ISS). Montrons que sa vitesse est
constante et cherchons sa valeur.

Pour une trajectoire circulaire le rayon est constant »r = R. On a alors, dans un repére polaire de centre
O, centre de la Terre :

o\ > N
> position : OM = Re,
> vitesse : U = RO€y
> accélération : @ = —RO%€, + RAEy

Astuce pratique :
on garde I’habitude pour les trajectoire circulaire d’écrire I'accélération "a la Frénet"!!

> v? dv _,
a——Eer—i—Eeg
Le PFD nous donne :
Uj_gmMT
= mMyp _, R 7 R?
ma:—g?ew =
v _g
dt

On obtient alors que :
> la vitesse est constante : cela est due au fait que la force soit centrale.

> on a une vitesse v qui décroit avec le rayon de l'orbite :

GMr
R

v =

On remarque également que la masse de la particule ne joue pas : si on se place sur la méme orbite que
I'ISS, on aura la méme vitesse qu’elle. C’est pratique!
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

| Application 3 : Retrouver la troisiéme loi de Kepler pour une trajectoire circulaire.

» Retour a I'énergie mécanique

En réinjectant les résultats précédents dans 1’énergie mécanique on a :

1 M
Em:§mv2—g ]é)m
E. = gﬂﬂﬂn<_ Qﬂﬂﬂn

" 2R R
Qﬂﬂﬂn
E,=-
2R

On remarque alors que :

> ’énergie cinétique et ’énergie potentielle sont constantes puisque la vitesse et le rayon sont constants
> I’énergie mécanique est égale a 'opposée de I’énergie cinétique Ey, = —F,

> B, =—-2E,

Ce résultat particulier s’appelle le théoréme du Viriel.

Propriété. Energie mécanique d’une trajectoire elliptique
Dans un champ de force newtonienne, une particule ayant une trajectoire circulaire de rayon R possede
une énergie mécanique :

K
E,=——
" 2R
> K = GmM pour linteraction gravitationnelle
> K =84 pour l'interaction entre charges
4W€o

3.4 Mise en orbite d’un satellite

On considere un satellite de masse m a la surface de la Terre. Gréace a une fusée, on peut lui communiquer
une vitesse vg orthogonale au rayon terrestre. On se demande quelle va étre sa trajectoire ?

La trajectoire du satellite sera une conique dont I'un des foyers est le centre de la Terre. On en distingue
4, par ordre de vitesse initiale croissant :
> une ellipse avec Rt = r4, rayon de 'apogée
> un cercle avec r = Rp
> une ellipse avec R = rp, rayon du périgée
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

> une hyperbole : le satellite ne revient jamais sur Terre

Définition. Premiére vitesse cosmique
La premieére vitesse cosmique v, est la vitesse minimale a fournir a un objet situé sur Terre pour
pouvoir le placer en orbite circulaire autour de la Terre.

Définition. Deuxiéme vitesse cosmique,
Egalement nommée vitesse de libération, elle correspond & la vitesse minimale & fournir a un objet
situé sur Terre pour pouvoir 1’éloigner définitivement de la Terre.

Résumons en un schéma :
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

Exemple 6 : Calculons les deux vitesses cosmique.

3.5 Force répulsive (K < 0)

Ce cas de figure n’est pas possible avec 'attraction gravitationnelle qui est forcément une force attrac-
tive. Néanmoins, entre deux particules chargées portant une charge de méme signe, la force est répulsive.
A ce moment la :

mC? qq

E = —F
peff 2r2 4eor

Ep eft (7)

Tm

Propriété.
Dans le cas d’une force newtonienne répulsive, quelle que soit la valeur de 1’énergie mécanique, le
mouvement est un état diffusion.

4 Quelques applications a la gravitation

4.1 Satellite géostationaires

Définition. Un satellite géostationnaire est un satellite qui reste constamment au dessus d’un méme
point de la surface terrestre. Il apparait donc immobile pour un observateur terrestre.

Pour cela, il doit respecter trois conditions :
> étre dans le plan de I’équateur
> avoir une trajectoire circulaire
> avoir une période de révolution synchrone avec celle de la Terre : T ~ 24h

Jour solaire et jour sidéral K

> Tiidéral correspond au temps mis par la Terre pour ,
faire un tout sur elle-méme soit 23h 56 min. ’

> Tiolaire cOrrespond au temps entre deux passage
du soleil au zénith soit 24h 00 min.

Une révolution complete de la Terre autour du So-

leil représente 365,25 jours solaires par an et 366,25

jours sidéraux.

Tsolaire

Dans la majorité des cas, on ne fait pas la dis- L R
tinction entre Tyigeral €t Tsolaire €6 0N prend Tgigeral = Soleil
Tsolaire =T = 24h.

| Exemple 7 : Donnons laltitude z d’un satellite géostationnaire.
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Chap XVIII : Mouvement et forces centrales Pierre Soulard

4.2 Atmosphére des planétes

Une molécule m est en mouvement dans I'atomsphere terrestre a cause de 'agitation thermique . Sa

vitesse est alors :
kT
VR ——
m

Si v est supérieure a la vitesse de libération, la particule échappera a ’attraction terrestre : la planete ne
pourra pas alors avoir dans son atmospheére cette molécule.

On représente ci-dessous les vitesses des molécules de 4 gaz classique en fonction de la température.
On peu alors placer sur le diagramme, suivant la température de ’atmosphere de la planete, la vitesse de
libération de cette derniere.

v(km/s)
H,
35 —— eSaturne
30 +—
H
25 |- ¢
e Neptune

20 --* Uranus

15
10
®Mercure

| ! ! | — T(K)
100 300 500 700 900

On remarque alors que sur la Terre :

> les vitesses du xénon et de I’eau sont inférieures a la vitesse de libération : ces molécules peuvent étre
présente dans notre atmosphere

> les vitesses de ’hélium et du dihydrogene sont supérieures a la vitesse de libération : ces molécules ne
peuvent pas étre présente dans notre atmosphere
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Bl Mouvement a force centrale

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Palet sur coussin d’air

Un palet auto-porteur M de masse m peut se déplacer sans frottement sur un plan horizontal (Ozyz). Un fil lui

est attaché et on fait passer le fil par un trou percé dans le plan au niveau de l'origine O. On peut alors agir sur le
mobile en tirant sur le fil. La position du mobile est repérée par les coordonnées polaires r et 6.

F

v

On lance le palet depuis la position angulaire # = 0 et a une distance Lo du point O, avec un vecteur vitesse

initial ¥ (0) = vg €9 — Uy €. Tout au long du mouvement on tire sur le fil avec une force F' = —F,€, constante. On
suppose que le fil transmets I'intégralité de la force.

1.

Le mouvement est-il & force central ? Montrer que la quantité C' = 726 est constante. Comment appelle-t-on cette
constante ?

. A P'aide des conditions initiales, exprimer C.
. Le mouvement est-il a conservatif ? Si oui, donner alors 1’énergie potentielle associée.

. Montrer que I’énergie mécanique du mobile peut s’écrire sous la forme :

E,, = %fQ +FE ,eff(T)

avec une fonction E, .y qu’on exprimera en fonction des données du probleme.

. Représenter sur votre feuille 'allure de Fp ¢ 7.

Justifier alors que le mouvement de la masse est forcément un état lié.

On suppose pour la suite de ’étude que le mouvement de la masse est circulaire de rayon Ly.

6. Placer Ly sur le graph précédent.

Montrer que le mouvement est uniforme. Exprimer la vitesse v de la trajectoire en fonction de Fy, Ly et m.

. Donner la période de révolution 7' du mobile en fonction de Lqg, m et Fy.
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Bl Mouvement a force centrale

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Palet sur coussin d’air

AZ On prend un systéme de coordonnées polaires.
. —_— —
> OM =r¢e,
y DU =7¢,+10€0;v=1724 r262
v > d=

(@ exprimer si seulement on en a besoin via le PFD)

. La tension du fil est toujours orientée vers O : c’est une force centrale. Son moment par rapport & O est alors nul :
o _
MG =0. o
dL%;
dt

A Taide du théoréeme du moment cinétique : = 0 donc LY, = cste. On calcule :

LG = (OMAmT) - 2. = (12, Amré2y) - 2.

TA2=3 Yona LY = mr20. On a bien 726 =constante C, c’est la constante des airs.

Comme €, A €p= ¢, (
. On évalue L, at=0:

—

L%(O) = OM(O) AN TJ’(O) . ’e’z = Logr Am (7}0?9 — Uogr) . E)z = mLgvg

Donc C = Lgug.
. Lien Force-énergie potentielle : F=— grad F, donc :
E, . s
Fy = T = FE, = Fyr , origine des potentiel & r = 0
r

1
. On exprime I'énergie mécanique : F,, = §mfu2 + E, soit :

1 1 :
E,, = =mi? + =mr26% + Fyr
2 2
9 . . Lovo
comme 76 = Lovg ( constante des aires C') : § = —— et donc :
r
1 5, 1 L3 m
En = 577”“"2 + §m7'2% + For = 57’2 + Epess(r)
1 L2 2
avec Ep crp = 3m 02)0 + For
r
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Pierre Soulard

Epyef

>

r

5. O

On remarque alors que E, ¢f[+00] = 400 :

état de diffusion.

>

I’énergie mécanique ne permettra jamais a une particule d’avoir un

6. La trajectoire circulaire correspond a un "état d’équilibre" pour Ep cf¢ : Lo est donc la valeur de r qui correspond
au minimum de K, ..
. . . . v? dv _,
7. Pour un trajectoire circulaire @ = ——%e€, + — €y.
Ly dt
2
v dv
—-m—=—Fy et m— =0
Lo 0 dt
Le mouvement est uniforme v =cst et :
[ FoLo
v =
m
érimetre  2wL
8. Période de résolution T = P - = 9 soit :
vitesse v
2L mL
T = 0 vm =27 0

VEFyLg Fy
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WL BA-ba de la gravitation

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

On étudie un satellite S de masse m en orbite autour de la Terre. On désigne par G la constate de

gravitation universelle et on appelle r la distance Terre-satellite.

1.

ARl

9.

10.

11.

Rappeler 'expression de la force de gravitation universelle. Justifier que c¢’est une force centrale conser-
vative et exprimer son énergie potentielle Ej,.

Montrer que le mouvement du satellite est plan.
Exprimer I’énergie potentielle F,, du satellite en fonction de m, M, G, r, 7, 6 et 0.
Justifier que la grandeur r26 est constante, notée C.

Montrer alors que I’énergie mécanique du satellite s’écrit comme la somme :

m,
E, = 57‘2 + Ep,eff[r]

oll By crf[r] est une énergie potentielle effective qu’on exprimera en fonction de G, M, m, C et r.

. Représenter schématiquement le graphe de E, .r et discuter les trois mouvements possibles du satellite

en fonction de la valeur de son énergie mécanique initiale.

Le satellite se trouve en B & une distance Ry de T
I’étoile et possede une vitesse vg perpendiculaire
au rayon. S ° T

Evaluer la constante des aires C.

. Mouvement circulaire : on suppose dans cette question que le mouvement du satellite est circulaire

de rayon Ry.
(a) Montrer que le mouvement est uniforme et donner une expression de sa vitesse vg.
(b) Retrouver la troisieme loi de Kepler.

Mouvement elliptique : on suppose qu’elle posséde une trajectoire elliptique de demi grand-axe a.
(a) Montrer que le demi grand-axe a est :

GM Ry

“ 7 2GM — Ry’

(b) Justifier que le satellite se trouve soit & I’apogée, soit au périhélie. Exprimer ’autre rayon particulier
en fonction de a et Ry.

(c) En comparant a et Ry, montrer que le satellite est a ’'apogée en B si : vp < vg = C/R
0
Mouvement hyperbolique : montrer que la trajectoire du satellite est un état de diffusion si : vg >
2G6M
Vlim = RO
Sur votre feuille en, représenter les différentes trajectoires du satellite dans les cas : vy > Vim ; Viim >

VB > Vg VB = Vg ;VB < V).
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WL BA-ba de la gravitation

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

= mM
1. Fg=-G €. Cette force pointe toujours vers le centre de la Terre, c’est une force centrale.
= ey dFE mM mM
Lien force-énergie potentielle : ' = —grad ), soit d—p =G—5— donc B = -G——.
r r r

2. La force d’interaction gravitationnelle est une force centrale de centre O donc son moment de force est
nulle. Par théoreme du moment cinétique Lg\)/[ est constant donc le mouvement est plan.

1 — . —> N—>
3. Par définition E,, = §mU2 +E,. Avec v =71¢€, +rf€y on trouve :

E, = %m (7"2 + r292) — gﬂ
4. La force d’interaction gravitationnelle étant centrale, f]\% est constant.
EJ\O/I = 67\7 Amv = TE’T VAN mré?e = mr29?z
Donc 726 est une constante, appelée constante des aires.

. C
5. On remplace § = — donc :
r

1 C? mM —m mC? mM
En=-m 7"2—{—7‘2—4 —G—— = 7"+ -G
2 r r 2

Trois cas :

Ep ei(r)

1 > Eym > 0 : mouvement de diffusion (trajectoire
d’une comete), hyperbole

> By < 0 : mouvement de diffusion (trajectoire
d’une planete ou d’un satellite),ellipse

> Ep, minimale : mouvement circulaire (cas par-
ticulier d’une ellipse), rayon constant

\ é///Em<0

FE, minimale
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DM : BA-ba de la gravitation Pierre Soulard

7.

8.

9.

é & & Attention ! Pensez a bien représenter les Do
vecteurs de la base!!
S _S O
— - Er T
On évalue L{, en t = 0 : LY((0) = Ro€r A
m(—vp€y) = —mRyvB€ . T Ve .
On trouve alors C = — Ryvp. Ry

Mouvement circulaire
(a) On applique le PFD!

OM = Ro€,; Vv = Rfegavecv(t)==+RO; @ = Rbey — Ry9%’C, = :i:d—:eg — %67«
0
- M
et Fg = —gm—QE’T. Donc
R
v? mM
, “me =G
ma = Fg = dURO R(2)
+— =0
dt
. M
On trouve alors une vitesse v constante et v = /G s
0
. . 27 Ry Ry .
b) On calcule la période de révolution T' = —— = 2r———+/Ry. On trouve bien :
") NaTA
T  4r?
R} GM

Mouvement elliptique : le PFD devient inefficace (ou alors trés compliqué a résoudre)! Qu’est-ce qui
nous reste ?
Méthode en DS. Outils de base de la gravitation
> TMC — la constante des aires : 720 est constante, notamment égale en deux points différents de
la trajectoire.

2 471'2

> PFD — troisieme loi de Kepler = B oM pour tout ce qui concerne les aspects temporels (on
a
chercher ou on nous donne la période/demi-période de révolution)

> TEM — I’énergie mécanique des trajectoires :
> E,, > 0 pour une trajectoire hyperbolique

m . . .. . Tmin + T
> B, =-G o pour une trajectoire elliptique de demi-grand axe a, avec a = mmfm
a
> E,=—-G SR pour une trajectoire circulaire de rayon R

Ces énergies de trajectoire sont a comparer avec 1’énergie mécanique en un point précis

qui donne un lien entre r et v.

(a) Pour une trajectoire elliptique de demi grand-axe a :

1 M M

Zmu? — gm — _QL

2 T 2a
On évalueent =0:r= Ryet v =1

1 5 mM mM

30— 9TR =,




DM : BA-ba de la gravitation Pierre Soulard

On peut alors trouver a :

- GM Ry
~ 2GM — Ryv?,
(b) Au niveau de lapogée et du périhélie, le rayon est maximale ou minimale. Donc 7 = 0 et par
conséquent :
N

U =7¢€¢, +r0€s=1r0¢y la vitesse est suivant €y

En ces deux points (apogée en périhélie), la vitesse est perpendiculaire au rayon (suivant €4). Comme
c’est le cas en t = 0, on est soit a 'apogée soit au périhélie Ry = Tmin ou Ry = Tmaz. Appelons r
l’autre rayon :

Tmin T Tmax Ro+r 2G6M Ry 26M Ry — 2GM Ry + R(2)7}2B
a= = =r=20—Ry= 775 5 — Ro= 5
2 2 2GM — Rovg 2GM — Rovg
. R3v%
On Obtlent L r = m
(c) Le satellite est a I’apogée en B si Ry > r donc si :
Rjvg 2 2 2 _GM
————— >Ry = R >20M — R = <
260 — ot} 0 ovg > 2G VB vp o

. R , . |GM
En comparant a et d, montrer que le satellite est a 'apogée en B si :vg < gR—
0

10. Pour une trajectoire hyperbolique :

1 M
§mv2—gm >0
On évalueent=0:r = Ryet v=n1g
1 M 26 M
7mv§—gm—>0 = vy > g
2 Ry 0

11. > wg > v : trajectoire hyperbolique, le satellite échappe a I’'attraction de la Terre et part vers l'infini
> vym > UB > Vg : trajectoire elliptique ou le périhélie (i.e. point le plus proche) est en B, 7 = Ro
> v = vg : trajectoire circulaire de rayon Ry
> vp < vg : trajectoire elliptique ot 'apogée (i.e. point le plus loin) est en B, 740 = Ro
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Mouvement dans un champ a force cen-
trale

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Pour tout le TD on pourra utiliser ces données :

« Constante universelle de gravitation G ~ 6.67 x 10 "' m? - kg=! - s72;
« Rayon de la Terre Ry = 6.4 x 103km ;

« Masse de la Terre : My = 6.10%kg

« Rayon du Soleil : Rg = 7.10°km

e Masse du Soleil : Mg = 3.103%kg

Exercice 1 - Etude d’une force centrale :

. . -z m N
Une particule de masse m subit une force f = —k—{,}z_[ oll k est une constante et ¥ un vecteur

r
constamment dirigé d’un point fixe O vers M, position de la masse 1. Initialement la masse m est en A
séparé de O d’une distance R et sa vitesse est perpendiculaire & OA.

1. Est-ce une force centrale? Une force centrale conservative 7 Donner son énergie potentielle associée.
2. Montrer que le mouvement est plan.

3. Montrer que si la trajectoire est circulaire, le mouvement est uniforme.

4

. Donner la valeur qu’il faut donner a la vitesse initiale pour que la trajectoire soit circulaire en fonction
du rayon R de la trajectoire et de la constante k.

Exercice 2 - Mise en orbite rasante :

Un satellite (masse m), lancé initialement d’un point B du sol terrestre de latitude A, décrit une orbite
circulaire rasante de rayon r ~ Ry (en fait r = Ry + z, avec z < Ryp).

1. On note € la vitesse angulaire de rotation de la Terre autour de I’axe des poles.
Estimer

2. En reprenant la définition de la latitude, donner la distance r a ’axe de rotation de la Terre d’un point
M de la surface a la latitude A

3. Quelle est I’énergie mécanique initiale Ep du satellite sur sa base de lancement dans le référentiel
géocentrique ?

4. Donner 'expression de I’énergie mécanique E,, du satellite sur sa trajectoire circulaire.

5. Quel est I'intérét d’une base de lancement située au voisinage de 1’équateur ?
91qenf snyd 359 29snf D] D JULNOS D

| H— = dry XS0y = 4 fypg = OF 29ap O /ug = {5 : sosuoday]

wlp\[

abuaug,] ¢ L H— = o fY (s00 Z(;zgw% +

Exercice 3 - Trou noir

En 1916, Karl Schwarzschild montre que certains corps trés massifs, nommés trous noirs, sont solutions
des équations de la relativité générale d’Einstein. Ces corps sont si massifs qu’aucun objet ne peut s’échapper
de leur attraction. Ainsi, un trou noir est un astre pour lequel la vitesse de libération est supérieure a c.
On se propose de calculer I'ordre de grandeur de la taille d’un trou noir dans le cadre de la physique
newtonienne. Pour cela, on considere un astre de centre O et de rayon R. On se place dans le référentiel
astrocentrique supposé galiléen.

1. En déduire le rayon maximal de ’astre en fonction de sa masse pour pouvoir étre un trou noir. Ce rayon
est nommé rayon de Schwarzschild et noté Ry.

2. Faire les applications numériques avec la Terre et le Soleil (M = 2 x 1030 kg). Commentaires ?
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Exercice 4 - Angle de déviation :

Un satellite se trouve & une distance Ry du centre N I3
de la Terre. On confére une vitesse vg et on s’inté- vo
resse aux différentes trajectoire possible en fonction %\g
de I'angle 3 que fait ¥ avec le rayon ST. 0 Terre
e .
Ry

1. Vitesse orthogonale 5 = 0 : donner la vitesse vy & fournir au satellite pour obtenir
> une trajectoire circulaire
> une trajectoire elliptique de demi-grand axe a = 4Ry avec S initialement au périhélie
> une trajectoire hyperbolique

2. Vitesse orthogonale 5 # 0
(a) Exprimer la constante des aires C' du satellite.
(b) Donner le demi-grand axe a en fonction de vy, G, Ry et M.
(c) Montrer que les rayons a apogée r4 et au périhélie rp sont solution de :

ac?

gar =Y

r? — 2ar +
(d) En déduire les expressions 74 et rp, rayons a ’apogée et au périhélie, en fonction de vy, 5, G, Ry et
M

Exercice 5 - Comeéte de Haley :

La trajectoire de la Terre autour du soleil est une ellipse faiblement aplatie. Le périhélie P est a la
distance r, = 0,983ua du centre du soleil, ou 'unité astronomique lua = 1,496.108 km. La période de
révolution (année sidérale) vaut environ 365,25 jours solaires.

1. Trajectoire de la Terre
(a) Calculer le demi grand-axe a de l'orbite terrestre.
(b) Calculer la position de l'aphélie A ainsi que la vitesse orbitalaire de la Terre en P et A dans le
référentiel héliocentrique.
ra—Tp

(c) Calculer également 'excentricité e de la trajectoire de la Terre, définie par e = n
rA—TTp

(d) Conclure quant a la nature de la trajectoire de la Terre autour du soleil.

2. Trajectoire de la comete Haley
La comete de Haley possede une trajectoire beaucoup plus elliptique que celle de la Terre. Elle passe au
voisinage du soleil environ tous les 76 ans et son périhélie est situé a une distance r, = 0, 59ua du soleil.
Calculer la position de son aphélie, les vitesses vp et v4 ainsi que I'excentricité de sa trajectoire.
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Exercice 6 - Orbite de transfert :

La Terre est supposée & symétrie sphérique, de centre C, de rayon rg. On note gy 'intensité du champ

de pesanteur terrestre au niveau du sol. On donne ry = 6400 km, go = 9,8 m.s2.
ta, . .
., orbite
* , Qgéostaionnaire
’0
*
*
*
orbite elliptique *.

de transfert

~I‘- - —-’
orbite
rasante

1. Un satellite, de masse m, décrit une trajectoire circulaire rasante de rayon ry. Donner les expressions de
la vitesse vy et de la période Tj du satellite en orbite circulaire rasante 7 Calculer numériquement vy et
To.

2. Un satellite géostationnaire décrit une trajectoire circulaire située dans le plan équatorial, et semble fixe
pour un observateur terrestre.
Déterminer le rayon r; de l'orbite d’un satellite géostationnaire. Calculer la vitesse v; de ce satellite.

3. On veut faire passer un satellite de 'orbite circulaire rasante de rayon rg = C'P a I'orbite géostationnaire
de rayon 11 = CA (cf. Figure). Un moteur auxiliaire permet de modifier la vitesse du satellite aux
points P et A. Le satellite parcourt alors une demi-ellipse, dite de transfert, de périgée P et d’apogée
A. Déterminer littéralement puis numériquement les vitesses v, et v]; du satellite en P et A sur sa
trajectoire elliptique. Calculer la durée du transfert de P a A.

r 24008 €~ pioy

Ut = ——— L = — =749 [SUDL

nurT g T 00) 7= L

foswy 86T = DLy sy Ty 0T = k| swy 80 ‘¢ = Ta 2 wy 00gTy = T Y
- 8‘1’066 / — IJ/OJ/OEZ / -

T

L ¢ Z'LLT7 _ 11 __ 06 _ ¢ . ¢y _ .
ve = g 9w o = ta 1 /P\ = Liuugy Yi= o3/ g = QL swy g6 'L = 0406/F = Oa : sasuodgy

Exercice 7 - Freinage de satellite :

Le référentiel géocentrique est supposé galiléen et la Terre sphérique, de masse M7 et de rayon Rp ~
6400 km. Un satellite artificiel de masse m décrit autour de la Terre une orbite circulaire de rayon r = Rr+z

ol z est l'altitude du satellite. La norme du champ de pesanteur & la surface de la Terre est gg ~ 10m.s~2.

1. Déterminer en fonction de m, Rr, z et gg :
> la norme v de la vitesse du satellite
> son énergie mécanique E,,
> la norme de son moment cinétique calculé par rapport centre O de la Terre
> sa période de révolution 7.

2. Calculer laltitude zy d’un satellite géostationnaire, c’est-a-dire restant constamment & la verticale d’un
méme point de la Terre.
Le satellite a ’altitude z est soumis dans les couches supérieures de 'atmosphere & une force de frotte-
ment F' = —km—v. Le module de cette force est tres inférieur a celui de la force d’attraction terrestre, si

z
bien qu’on peut considérer la trajectoire comme toujours circulaire mais de rayon variable.
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TD18 : Mouvement dans un champ a force centrale Pierre Soulard

1. Justifier qualitativement 1’expression de la force de frottement, notamment sa dépendance en z.

2. Calculer le travail total des forces de frottement pour une révolution & une altitude z. On pourra utiliser
I’expression de la vitesse obtenue précédemment.

3. Justifier alors que I’énergie mécanique du satellite diminue au cours de la trajectoire.
4. Exprimer I’énergie mécanique FE,, en fonction de z seulement et en déduire le sens de variation de z.

5. Commenter alors sens de variation de v du aux frottements. Etrange non ?

Exercice 8 - Expérience de rutherford

Un noyau d’hélium ou particule «, de masse m; et de charge q; = 2¢, subit la force de répulsion élec-
trostatique d’'un noyau d’or de masse mo > my et de charge ¢o = Ze centrée au point O. La distance,
entre le support de la vitesse initiale o (loin du point O) et la droite passant par O et parallele & ?0, est
appelée parametre d’impact et notée b.

1. Exprimer la distance minimale d’approche r,,, = OI en fonction de Z, e, m1, vg, b.
2. Quelle configuration initiale correspond a une distance minimale d’approche la plus petite possible ? En
déduire la taille maximale du noyau de la particule d’or.

dawozug 200317
L )+ 9|V + ——— = u: sosuoday
Y € Y
z 4 4
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Mouvement dans un champ a force cen-
trale

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Exercice 1 - Etude d’une force centrale :

1.

La force pointe toujours vers le point O : elle est donc centrale. Elle ne dépend que de r : elle est donc
conservative avec :

dE, m
— =k— E,=—k
dr rd - B

m
44

. Par application du TMC, le moent cinétique de M par rapport & O est constant : le mouvement est

donc plan.

. Mouvement circulaire = accélération a la Frenet

Vecteur cinématiques : Bilan des forces :
c. N - m_,
> position OM = Re, > f=-kz¢€,r
. ; : r
> vitesse U = RO€y avec v = RO (on prend un
mouvement dans le sens direct)

2, dv _,

> accélération @ = —— €, + — €9

R dt
PFD : md = f

mv km
e = TRy
m@R_ R
dt

La vitesse est constante, le mouvement est donc uniforme.

. On a une vitesse : vy = T2 Pour obtenir une trajectoire circulaire, la vitesse initiale doit donc étre vg

et orientée perpendiculairement au rayon.

Exercice 2 - Mise en orbite rasante :

1.
2.

1 2
La vitesse de rotation de la Terre est constante : 2 = ang/e = i.
durée  24h
On appelle H le projeté orthogonal de M sur ’axe de rotation de la Terre. On a dans le triangle BHT),

avec T le centre de la Terre :

cos)\:% = r = Rcos\

. Initialement ’énergie mécanique est Fp = E. + E, avec :

1
> FE. = §mv]23 avec vp la vitesse du point B due a la rotation de la Terre.

TB = he, + Rcos \€, donc T = Rcos \Q Ty

mMT
> FE,=—
’ gl r M
m
Soit Fg = —=mR2cos2 Q2 — G T
2 R
R ) L ) , o, . o mM
. Pour étre sur une trajectoire circulaire, I’énergie mécanique du satellite doit étre F,, = —G SR

L’intérét d’étre proche de I’équateur est de diminuer la latitude A et donc d’augmenter la valeur de
I’énergie mécanique du satellite "au repos". La différence entre I’énergie de la trajectoire F,, et la valeur
au repos Ep représente la quantité de carburant & briiler pour mettre le satellite en orbite.

Plus Ep est grand, moins il faut briiler de carburant.
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TD18 : Mouvement dans un champ a force centrale Pierre Soulard

Exercice 3 - Trou noir

1.

Pour étre un trou noir, la vitesse de libération v; doit étre supérieure a la vitesse de la lumiere c.
Vitesse de libération : a la surface de l'astre, ’énergie mécanique doit étre positive pour mettre la
particule sur une trajectoire hyperbolique

1 M M
M 2
On veut alors v; > ¢ soit QQE = ¢? donc Ry = L;M
c

. Pour la Terre Ry = 9mm et le soleil Rs = 3km. Cela veut dire que, si toute la masse de la Terre (ou du

Soleil) était compacté dans une sphére de 9mm de rayon, elle se comporterait comme un trou noir & sa
surface.

Exercice 4 - Angle de déviation :

1

2

. Vitesse orthogonale 5 =0

Correction rapide, mais il faut savoir le redémontrer proprement

> on veut une énergie mécanique E,, = —G

M i+ G M
SO1t v = —_—
0 0 Ry

mM soit vg = gﬂ
8Ro 0=\ 7 4R,

> on veut une énergie mécanique F,, = —G

| 2M
> -
> Vg g Ro

. Vitesse orthogonale 3 # 0

; 20 s
(a) On évalue Ly at=0
f?/[ = Ry €, A mug (sin €, —vgcos B€y) = —mRovg cos B¢,

donc C' = —Rgvg cos 3.
(b) Energie mécanique de la trajectoire :
1

2
—mu
9 0

i QQM — R()’U(Q)

mM
B g? GM

M
:—Qm— = a
2a

(¢) & & & Attention ! Point important pour cette question
L’expression de a précédente reste vraie et on sait que 74 +rp = 2a MAIS ni 74 ni rp ne sont égaux
a Ry. De plus, ’énergie mécanique fait apparaitre v4 et r4, soit deux inconnues : c’est cuit.
On passe donc par I’énergie potentielle effective :
1

— 52
Em = im'f' + 27‘2

mC? M M
_ght® _ _gm¥
r 2a

Orenr=rgqour=rp, =0 car on est au maximum ou au minimum. Donc :

mC? mM mM .9 aC?
5,2 -G " =—-G 5y soit r —2ar+g—M:0

f aC?
(d) On résout : r = a £ 4/a? — G et on remplace C par sa valeur. r4 est la solution la plus grande et
rp la plus petite.
Remarque : On aurait pu utiliser le fait que, en 1 = ra, va = 740 car i = 0 (on est au
maximum).
Donc C = 720 = rjvy et on peut remplacer vy dans l'expression 'classique" de I'énergie
mécanique.

Exercice 5 - Comete de Haley :

Cf cours
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TD18 : Mouvement dans un champ a force centrale Pierre Soulard

Exercice 6 - Orbite de transfert :

é & & Attention ! Important : accélération de la pesanteur et G.

mM
Au niveau de la surface terrestre, F = —G —5— = —Mmgo donc go = GM/ r%. Pour tout ’exercice, on utilisera

o
GM = gorg.
1. Correction rapide, on a déja fait ¢ca 178 fois

— — mM
Accélération @ = —muvd/ro€, , PFD on a —mu3/rg = ~G—— = vo =+/GM/ro = \/9070-
o
3
r M
2. Aspect temporel = Loi de Kepler —12 = g 2T avec T' = 34h.
T 4
GMp\'/?
Donc r = (T2 12 ) . On peut ensuite trouver v; comme avant : v1 = \/GM/ry.
T
3. Pendant son transfert, le satellite est sur une trajectoire elliptique de demi grand-axe 2a = r; + rg donc
mM
d’énergie mécanique F,, = — .
1T+ 7o

M M 2
en P 7 =rg et donc —muvf — g _ g™ = o) = goror1
2 T 71+ 70 ro + 11
1 M M 2g0T8
en A r:rletdoncfmvf—gm—:—gm :>1/1: _ 290"
2 1 1+ 70 T‘1(T0+’I“1)

Exercice 7 - Freinage de satellite :

1. Déterminer en fonction de m, Rr, z et go :

> Cf avant, on a fait ¢a 174 fois v =+/GM /(R + z).

> By =—-GMm/2(Rp + 2)

> LY = (Rp+ 2) €, Amw €y = m(Ry + 2)v €, done LY, = my/GM(Ry + 2).
> T =2n(Rp+ z)/v=2n/(Rr+ 2)3/GM

1/3
T2
2. Pour un satellite géostationnaire, T' = 24h et donc 2y = (ZLQQM > — Ryt
T

3. La force de frottement diminue avec l'altitude z : plus on s’éloigne de la Terre, plus 'air se raréfie et
donc les forces de frottement diminue.

4. Sur une trajectoire circulaire : ¥ = v€y = (Ry + 2)0€y et donc dl = (Rr + 2)d0€4. On a alors :

2 2

- v

W =F-dl = —km%—e’g (Bp +2)d0€g = —km—(Rr + 2)d¢

Finalement

27 2w 2 2 M
Wiowr = / oW = / —km%(RT +2)df = —k‘m%(RT +2) x 21 = —27Tkmg7
0 0

5. On remarque que W < 0 : le travail des forces de frottement est négatif et fait diminuer ’énergie
mécanique du satellite.

6. Si on détail E,, :
1 mM mM mM mM

2 RT+z:g2(RT—|—z)_gRT+z__g2(RT+z)_

On remarque alors que E,, est une fonction croissante de z. Par conséquent, au fur et a mesure que les
frottements travaille, F,, diminue et donc z également. Le satellite se rapproche de plus en plus de la
Terre.

7. Bizarrement, comme v = \/GM/(Rr + z), au fur et a mesure que z diminue, v augmente. Le satellite
accélere alors qu’il est freiné!
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TD18 : Mouvement dans un champ a force centrale Pierre Soulard

Exercice 8 - Expérience de rutherford

C’est un exercice trés proche de celui de la fin des dinosaures mais avec la force électrostatique

q1492
47‘(’50

—Gmimg —

1. > Conservation de I’énergie mécanique entre I'infini et 7 = 7,5y, :

K 27¢?
Amegrm

1, 1
imvozimv[rm

> Constante des airs C' = vpb = rpv[rp].

1 1 v3b? 276>
On a alors —muv2 = fmUOQ ¢
2 2 rz 4regrm

2
Ze? 9 Ze?
Tm — — 2 + b + 9
2megmug 2megmug
2. Pour avoir la distance minimale b = 0 : la particule « fonce tout droit sur le noyau et fait demi-tour a
27¢e?

Tm = ——.
2megmud

. On résout et on trouve
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Chap XIX Mouvement des solides : translation

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB
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Chap XIX : Mouvement des solides : translation et rotation Pierre Soulard

Savoirs Q

> O Mouvement d’un solide
> définition de la rotation et translation d’un solide
> vitesse d'un point d’'un solide en rotation
> expression du moment cinétique et moment d’inertie

> O Moment des forces sur un solide
> moment d’une force et point d’application
> liaison pivot et action (force + moment)
> couple de forces

> O Equilibre et TMC pour un solide
> équilibre de translation : somme des forces nulle
> équilibre de rotation : somme des moments nulle
> énoncé du TMC pour un solide

> O Approche énergétique
> puissance d’un moment/d’un couple
> énergie cinétique d’un solide en rotation
> énoncé du TEC pour un solide

Savoir Faire

55 Calculer le moment d’une force sur un solide § & & Attention ! point d’application!!!

ﬁ Utiliser les conditions d’équilibre de translation et de rotation

Applications le TMC a un solide
> Identifier l'aze de rotation
> Lister les moments de forces et les couples
> Application du TMC

g Approche par I’énergie du mouvement d’un solide
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Chap XIX : Mouvement des solides : translation et rotation Pierre Soulard

Ce chapitre est une introduction a une autre branche de la mécanique : la mécanique du solide. Nous
avons étudié précédemment la mécanique du point.
Un point matériel est un systéeme dont on peut négliger les dimensions ou un systeme dont on néglige la
rotation.

1 Description du mouvement d’un solide

1.1 Définition

Définition. Solide indéformable
On appelle solide tout systéme matériel (S) pour lequel la distance entre deux points N et P quelconques
de (S) est constante dans le temps.
On parle de solide indéformable.

Différence entre un solide et un point matériel
A la différence d’un point matériel, un solide peut tourner sur lui-méme : pour décrire un solide dans
I’espace il faut 6 parametres :
> trois pour repérer la position de son centre d’inertie
> trois pour repérer son orientation, c’est-a-dire sa rotation.

Lien entre solide et point matériel
Un solide est décrit comme un ensemble de points matériels. Etudier le mouvement d’un solide revient &
étudier le mouvement de chacun des points qui le composent. Comme nous le verrons, de nombreux outils
permettent de simplifier grandement la description.

Solide (S) <~ {Ml,MQ,...,Mi,...}

1.2 Translation

Un solide est en mouvement de translation dans un référentiel R si, pour deux points A et B quelconques
de ce solide, le vecteur zﬁ est constant dans le temps.

Définition. Translation d’un solide

Un solide (S) est en translation si

> les vecteurs vitesses de tous les points M; du solide sont identiques
> les trajectoire de tous les points du solide sont superposables

Deuz trajectoires classiques :
> Si la "trajectoire commune" est une droite, on parle de translation rectiligne.
> Si la "trajectoire commune" est un cercle (ou portion de cercle), c’est une translation circulaire

» Etude de la translation

Si un solide est en translation, son étude se faut par la simple étude du mouvement de son centre
d’inertie auquel s’applique toutes les forces.
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Chap XIX : Mouvement des solides : translation et rotation Pierre Soulard

Méthode en DS. Etude de la translation d’un solide
On étudie avec la mécanique du point le mouvement de GG, centre d’inertie du solide, sur lequel s’applique

toutes les forces extérieures.

1.3 Rotation autour d’un axe fixe

Définition. Rotation d’un solide autour d’un axe fixe

Un solide est en mouvement de rotation autour d’un 7A (A)
axe fixe (A) dans un référentiel R si la trajectoire

d’un point quelconque M; du solide est un cercle,

ou portion de cercle. A ...
> de centre H; avec H; sur 'axe de rotation (A) A H
> orthogonal a ’axe (A) de rotation .~

\J

80

Etude du mouvement d’un point M;
On choisit 'axe (A) comme axe (Oz) des coordonnées cylindriques. Pour chaque point M;, on définit une

base polaire de centre H;.
B
> Position H;M; = r; €, avec r; la distance au centre de rotation

> Vitesse : U; = r;0;€g

é & & Attention ! Chaque point M; est & une distance différentes de l'axe de rotation : r; # r; MAIS
chaque point 7 possede la méme vitesse angulaire 0; = 0;.

Propriété. Vitesse de rotation d’un solide
Pour un solide en rotation, tous les points M; du solide possédent la méme vitesse de rotation 6, noté

également w.

Astuce : si un point M; est sur 'axe de rotation, sa vitesse est nulle.

1.4 Moment cinétique d’un solide par rapport a un axe

Un solide (S) indéformable constitué de N points matériels M; de masses m; est en rotation autour
d’un axe orienté (A) a la vitesse angulaire w.

Propriété. Extensivité du moment cinétique
Le moment cinétique par rapport a un point ou un axe est une grandeur extensive : sa valeur pour un
systéme de plusieurs points est égale a la somme des moment cinétiques de chacun points.

Moment cinétique d’un solide S
Le moment cinétique du solide par rapport a ’axe A, noté Lng), est égal a la somme des moments d’inertie

des points M; par rapport & 'axe A :
(A) _ (A)
Ly = L,
i

Moment cinétique d’un point du solide S
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Pour un point M;, on calcule le moment cinétique par rapport a H; :

- .
L

M = 7 €r Amril€g = mir?0¢,

Par rapport a l'axe (A) = (H;, €), on trouve : Lﬁ) = m;r?0.
Par conséquent :
A A . .
Lg ) = ZLS\L) = Zmﬂ‘?@ = (Z mzrf) x 6
i

Le moment d’inertie d’un solide se décompose alors en deux partie :
> >, mir? : qui ne dépend que de la forme du solide
> w(t) : la vitesse de rotation du solide

Propriété. Moment cinétique d’un solide
Le moment cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe fixe (A) est égale a :

L = JA0(t)

avec
> A(t) la vitesse de rotation du solide par rapport a (A)
> Ja le moment d’inertie du solide par rapport a axe (A)

» Moment d’inertie

Le moment d’inertie par rapport a un axe est I’équivalent de la masse mais vis-a-vis de la rotation.
Ja =Y mir?

On remarque que :
> plus le solide est lourd, plus Ja est important
> plus la masse du solide est située loin de ’axe de rotation, plus Ja est important

Exemple 1 : Obélix n’étant pas gros, Astérix et lui ont la méme masse. Qui a le plus grand
moment d’inertie par rapport a I'axe A vertical passant par la téte ?

Le moment d’inertie d’un solide sera toujours donné (s’il est utile) sauf dans des cas comme ....

Exemple 2 :

Calcul d’un moment d’inertie simple.
On attache a l'extrémité d’une barre AB de lon-
gueur L une masse ponctuelle mgy. Donner le mo-
ment d’inertie du solide par rapport a 'axe A =
(Az).
Moment d’inertie de la barre : Jx = mL?/3

i@

L S EEE

CORRECTION

Le moment d’inertie du systéme {barre+masse} est la somme de chacun des moment :

Jx =mL?/3 +mg x L?
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Pierre Soulard

2 Moment des forces sur un solide et équi

2.1 Point d’application et moment d’une force

A la différence d’un point matériel, un solide posséde une taille :

un solide en deux points différents.

Reégle de base :

libre

deux forces peuvent s’appliquer sur

en mécanique du soldie, lors du détail de chaque force, il convient de bien définir le point d’application

de chaque force.
> force de contact : point de contact
> gravité : centre de masse

Définition. Moment d’une force sur un solide

fixe est : N N
MSQ(F)=0ANA

Une force F' s’applique en un point A d’un solide. Le moment de la force F par rapport a un point O

Soit un axe (A) passant par O de vecteur directeur U a, le moment de E par rapport a axe (A) est :

MP(F) = MQ(F) -

F

—
UA

une pointe au niveau du point O.
On néglige les frottements au niveau de O.

Exemple 3 : On considére une barre fixe indéformable de masse m et de centre A, posée sur

pointe vers la droite et €, pointe vers le haut!!

Bilan des forces

@7,
mi ma
0]
[ 4 /\I [ ]
- — e mm e ————— - :d(; - ———— - - — = — - ->
d1 d2
Listons les forces et calculons leur moments par rapport a (A) = (O, €,)

é & & Attention ! Il convient de bien définir la base utilisée : si €, pointe vers nous alors €,

> Poids de la barre : m¢g = —mg€,, s’applique en A
—>
> Réaction normale du support : N = N '€, s’applique en O
> Poids de la masse 1 : m1'g = —m1g€,, s’applique en O1, I'extrémité gauche
> Poids de la masse 2 : mi'g = —mag€,, s’applique en O, extrémité droite
Bilan des moments
> Poids de la barre : N .
MQ(mG) = O0AANMG = —dy s A —mg €, = +dymg <€,
A, -
M (mG) = +dmg

> Réaction normale du support :

—_—> N — —

ME(N)=0
> Poids de la masse 1 :

Mgl(mlﬁ) =001 Ami g =—d1 €3 AN —m1g€y = +dimige,
A —
Mél)(ml g) = +dimig
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> Poids de la masse 2 :

8,(mag) = 003 Ama§ = da €y A —mag €y = —domage.

<l

M(OAQ) (m2g) = —damag
On remarque que les moments du poids de la barre et de la masse m1 sont du méme signe : ils
on tendance a faire tourner la barre dans le méme sens : sens trigonométrique.
Le moment du poids de mo est négatif : il a tendance a faire tourner la barre dans le sens
anti-trigonométrique (~ sens horaire.

2.2 Liaison pivot

» Definition

On remarque que toute la rotation se passera au niveau du point de liaison O. Dans la plupart des cas,
a cause de la fagon dont le solide est attaché, la rotation d’un solide ne peut se réaliser qu’autour d’un seul
axe : c’est ce qu’on appelle une liaison pivot.

Définition. Liaison pivot
Une liaison pivot est un ensemble de contact entre deux solides assurant que le seul mouvement possible
est la rotation autour d’un axe unique (A).

| Exemple 4 : Une liaison pivot : les gonds d’une porte.

Propriété. Action au niveau d’une liaison pivot

Au niveau d’une liaison p_i)vot s’applique :

> une force de réaction N qui assure 1’équilibre en translation du solide
> un moment M) qui représente les frottement au niveau du contact

w oW - ~ . . =
& & & Attention ! On ne connait pas a priori le sens de R!!

» Liaison pivot parfaite et frottement

On retiendra trois modélisation pour les actions des liaisons pivots (inutile de les apprendre par coeur) :

> Liaison pivot parfaite :
Les forces au niveau de la liaison pivot entrainent un moment nulle par rapport a I’axe de rotation (A) :

M@ (liaison) = 0

Dans ce cas on néglige les frottements au niveau de la liaison (liaison graissée, ...)

> Frottements fluides :
Les forces au niveau de la liaison pivot crée un couple qui s’oppose a la rotation et proportionnelle a la

vitesse de rotation ‘
M@ (liaison) = —\f

> Frottement solide :
Les forces au niveau de la liaison pivot crée un couple constant qui s’oppose au a la rotation

M@ (liaison) = +C
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2.3 Couple de force

Prenons une barre qui peut tourner suivant ’axe ) ﬁ
(Oz) au niveau du point O. On applique a ses deux
extrémités deux forces, égales en norme mais orien-
tées dans des directions opposées. 0 ls

0
On remarque alors que la somme des forces est A
— — —>

nulle £'1 4+ F9 = 0 : les deux forces n’entrainent pas —

la translation de la barre.
Mais la somme des moment des forces par rapport & (A) = (O, €) est non-nulle :
MB(F) = 11 F et MB)(Fy) = —1,F
Méme si [ = lo, M(A)(Fl) + M(A)(Fg) # 0 : les deux forces entrainent la rotation de la barre.

Astuce pratique : on vérifie avec le sens de rotation si on a pas fait une erreur de signe.
Moment négatif = rotation horaire : OK!

— — ,
F'y et F'5 crée un couple.

Ma(F1) + Ma(Fs) # Ma(Fy + Fo)

Définition. Couple de forces
Un couple de forces est un ensemble de forces de résultante nulle mais dont le moment résultant par
rapport a un axe (A) est non nul.

SFi=0 et =Y M®(F)#0

Exemple 5 : On applique un couple quand on fait tourner un volant, on ouvre une bouteille,

on tourne une Visse, ...

Dans la pratique : "un solide subit un couple I' = on ajoute I' dans le bilan des moments et 0 dans
les forces

é & & Attention ! Le couple n’apparait pas dans le bilan des forces, uniquement dans celui des moments!

2.4 Condition d’équilibre d’un solide

Comme nous ’avons vu, un solide posséde deux types de mouvement indépendant : la translation et la
rotation.

Définition. Equilibre d’un solide
Pour qu’un solide soit immobile, donc a 1’équilibre, il ne doit avoir ni mouvement de translation ni

mouvement de rotation.

Par la suite on ne s’intéressera qu’a des solides qui posseéde un axe de rotation évident, noté (A), le
plus souvent a cause d’une liaison pivot..

Propriété. Condition d’équilibre d’un solide
Pour qu’un solide soit a I’équilibre dans un référentiel R galiléen :
1. la somme des forces extérieures doit étre nulle :

Z Fepr =0
2. la somme des moment par rapport a son axe de rotation (A) doit étre nulle :

ST MB =0
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Pierre Soulard

Astuce :

Comme pour la réaction du support, la premiere condition permet de trouver la force qui s’applique au

niveau de la liaison pivot.

Exemple 6 :

et mo.

niveau de la liaison.

Equilibre des forces :

®c,
mi1 mao
(] A /Q\I []
- — —m — e e m— o — - i ;l(:):< ———————————— >

m1§)+m?}’+ﬁ+m2§':6 = N = (m1+mg+m)g

Equilibre des moments :

domg + dim1g — domag =0 = m

B dom + dlml

On prend d; = 2ds = 4dy = 1m et m = 10kg,
m1 = 60kg. On cherche pour quelle valeur de my la
barre est a I’équilibre.

Finalement on retrouve tout bétement que le support en O porte le poids de la barre plus mq

Astuce pratigue C’est avec I'équilibre des forces qu’on trouve la réaction du support au

Application 1 : On reprend I'exemple précédent mais désormais ¢’est moi qui porte la barre en O.
Quel force F' et quel couple I' dois-je appliquer pour maintenir la barre en équilibre ?
m = 10kg, mip = mo = 5kg, d1 = 2d2 = 4d0 = 1m.
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3 Théoreme du moment cinétique et rotation d’un solide

3.1 TMC pour un solide en rotation

Le TMC pour un solide en rotation autour d'un axe (A) fixe est tres similaire & celui d’un point matériel.

Théoreme. TMC pour un solide en rotation
Soit un solide en rotation autour d’un axe fixe (A) a la vitesse angulaire §. Dans un référentiel galiléen :

> Ja est le moment d’inertie du solide par rapport a (A)
> M) est le moment d’une force extérieure par rapport ) (A)
> I' est I’ensemble des couples appliqués au solide

» Pendule pesant
Exemple 7 :

Considérons un pendule massif de masse totale \
M et de centre de gravité G. 1l peut entrer en rota-
tion autour de I'axe A passant par le point O. On
note Ja son moment d’inertie par rapport a I'axe A
et ¢ la distance OG. On suppose que la liaison pivot
est parfaite, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de frotte-
ments au niveau de O.

1. Montrer que ’équation du mouvement s’écrit
JAB(t) = —mglsinO(t) .

2. Montrer que ce pendule est équivalent a un oscillateur pour des petites oscillations.
3. Montrer que la quantité
1 .
§JA0(t)2 — mgl cos6(t)
est constante au cours du mouvement. Il s’agit d’une intégrale premiére du mouvement.
4. En déduire la vitesse du centre de passe G en fonction de I’angle 0.

5. On prend désormais en compte des frottement fluides au niveau de la liaison pivot. 1l s’exerce alors un
couple I' = —\0.
Donner I’équation du mouvement.

6. En fonction de la valeur de X\, quels types de mouvement peut-on observer ?

CORRECTION

1. On applique le TMC pour les solides par rapport |
a laxe A = (0O, €.). On repere le mouvement du
systéme par un systeme de coordonnées polaire
(O, €., €p) pointant vers G.
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> Moment cinétique
LA =JA x0

Remarque : Partie trés simple, au pire, on vous demandera de trouver Ja en composant deux
moments (cf Exemple 2)

> Moment des forces ET DES COUPLES
é & & Attention ! a bien préciser les points d’applications

> au niveau_) de la liaison pivot O
(a) force N de norme inconnue mais de moment nul par rapport a A
(b) liaison parfaite : pas de frottement donc couple nul I' = 0

> poids mqg = mg(cos 0¢, —sinf¢€y), sapplique en G avec oG =1¢,.
Donc M2 =OG Amq - €. = —mglsiné

dr .
> TMC, dans un reférentiel terrestre galiléen : T {J 9} = —mglsinf

Soit Jaf = —mglsin 6.

. I
2. Pour des petites oscillations sinf ~ 0 et on a : 6 + n}—g9 = 0.
A
. . . . mgl
On retrouve bien un oscillateur harmonique de pulsation wg = T
A
3.
Méthode en DS. Intégrale premiére du mouvement
Deux méthodes :
> approche énergétique : on exprime ’énergie mécanique FE,, pour un systeme conservatif en
explicitant proprement E. et E,.
> approche via équation du mouvement : on multiplie ’équation par /6 et on intégre en 0 et ¢.
On a alors : JAéé = —myglsin 90 ce qui s’intégre en :
0%(t)  62(0
N ( 2( ) _ é ) = mgl (cos 8(t) — cos6(0))

On a alors : %JAé(t)Q —mgl cos6(t) = %JA9(0)2 — mgl cos §(0) = constante

4. On a alors :
2mgl

Ja

62 = 6(0)% + (cos® — cos0(0))

On obtient la vitesse de G avec v = l|dotf)|.

5. Similaire a la question 1 sauf que la liaison applique un couple I' = —\6 donc :
Jal = —mglsin — N

6. On écrit I’équation sous forme canonique aux petites oscillations pour faire apparaitre un oscillateur

amorti et donc expliciter wg et @ :
. A mgl
0+ —0+—"—0=0
+ R + R

mgl g o _ A

1
t — = — soit Q = —v/mglJa.
JAe 0 JASOIQ 3 mglJa

Suivant les valeurs de @ (comparé & 1/2) on aura un régime pseudo-périodique, critique ou amorti.

On a alors wg =
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3.2 Approche énergétique d’un solide en rotation

Pour toute cette partie nous allons travailler par analogie avec ce qu’on connait de la mécanique du point.

Analogie de cette avec le principe fondamentale de la dynamique :

PFD | m | T | B=m? |@| F |
TMC | Ja | 6 | L& = Jab | 6 | M4 |

On peut alors par analogie définir I’énergie cinétique d’un solide en rotation.

Définition. Energie cinétique d’un solide en rotation
Un solide (S) en rotation autour d’un axe fixe (A) a la vitesse angulaire § posséde une énergie cinétique

de rotation :

1 .
E.= ~JA6?
57a

Cas d’une translation
Si le solide posséde un mouvement de translation son énergie cinétique de translation est :

avec M la masse du solide et v la vitesse de son centre de masse.
L’énergie totale d’'un solide en rotation et translation est la somme des deux :

1 1 .
E. = ~Muv* 4+ ZJa6?
ce=5 Ve + 5 A
3.3 Puissance d’'un moment et puissance d’un couple

-
La puissance d'une force F' qui s’applique sur un point matériel M ayant une vitesse U est :

—

P=F-7

Par analogie :

Propriété. Puissance d’un moment
Soit un solide en rotation autour d’un axe (A) fixe & la vitesse angluaire 6 dans un référentiel R galiléen.

La puissance du moment de la force F est :

P =M

On a la méme formule pour un couple T' : P = I'd.

» TEC pour un solide en rotation

On a alors un théoréme tres similaire au Théoréme de I’Energie cinétique mais pour un solide en rotation

Théoreme. TEC pour un solide en rotation
Soit un solide en rotation autour d’un axe (A) a la vitesse angulaire § dans un référentiel R galiléen. On

a alors :

dE, N
a =2 PF)
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3.4 Application :pendule de torsion et barre reliée a un ressort
» Pendule de torsion

Un fil de torsion est un fil mécanique dont une extrémité est fixe et 'autre est libre de tourner sur elle
méme (~ s’entortiller). Lorsqu’on tourne le fil de torsion d’un angle § par rapport a sa position d’équilibre,
le fil de torsion exerce sur le solide attaché a son extrémité fixe un couple par rapport a 'axe du fil :

I'=-Co

C est la constante de torsion du fil et § angle du repére cylindrique ot @, coincide avec la barre.

L,

Un pendule de torsion est constitué d’une tige horizontale de longueur L attachée a un fil de torsion
(Oz) vertical. On note J le moment d’inertie de la tige par rapport a l'axe (Oz).

Exemple 8 :

1. Donner I'équation du mouvement du pendule dont 0 est la solution. En déduire la période du mouvement
en fonction de C et J

2. Déterminer une intégrale premiere du mouvement.

1
Montrer alors qu’on peut associer au couple du fil de torsion une énergie potentielle : £, = 5092.

On attache au bout de la barre deux masses ponctuelles de masse m.
3. Donner le moment d’inertie J' du systéme {barre + masses}.

4. Donner alors la nouvelle période d’oscillation.
Si je rapproche les masses du centre de la barre, comment varie la période ?

CORRECTION

1. On applique le TMC par rapport a 'axe A = (OU,).
> Moment cinétique
LA =JA x0
> Moment des forces et des couples
> au niveau du fil de torsion en O

(a) force N de norme inconnue mais de moment nul par rapport a A
(b) fil de torsion donc couple I' = —C¥6

> poids mg = mgu . s’applique en G donc de moment nul par rapport a A.
dr. -

; az[Jﬂ el

Soit Jaf = —C0, I'équation d’un oscillateur harmonique de pulsation wy = /C/J soit une période :

JIA
To=2 —
0=2m\| 5
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2. On multiplie équation du mouvement par 6 et on intégre pour trouver :

B o) =S (- r)

On peut alors identifier le terme de gauche a ’énergie cinétique de la barre en rotation et celui de droite
a une énergie potentielle associée au couple du fil de torsion : F, = CH?%)/2.
3. Le nouveau moment d’inertie est la somme de celui de la barre plus ceux des deux masses ponctuelles

soit : ) ) )
L L L
J/A:JA+m<2> +m<2> ZJA-i-mT

La nouvelle période des oscillations est alors :

/ L?/2
Ty =2m 7JA+(ZH /

Au fur et & mesure que je rapproche les deux masses, la longueur L diminue dans l'expression de T}
donc T diminue et tend vers Tp.

» Barre reliée a un ressort

Application 2 : On considére un tige homogéne de masse m et de longueur a, fixée a une de ses
extrémités par une liaison pivot parfaite d’axe (Oz) orthogonal a la tige. Son autre extrémité A est
reliée a un ressort verticale. L’autre extrémité du ressort est attachée a une poutre horizontale.

On appelle k et ly la raideur et la longueur a vide du ressort et h la longueur du ressort lorsque la
barre est a I'équilibre.

1. Représenter le systéme a I’équilibre sur un schéma et faire un bilan des forces.
2. Donner le lien entre h, k, ly, g et m.

3. On s’intéresse désormais aux oscillations verticales de la barre autour de sa position d’équilibre hori-
zontale. Montrer que la période des oscillations verticale de la barre autour de la position d’équilibre

est :
m
T=2 —
"V 3k

On rappelle que pour x << 1 :cosz ~ 1 et sinxz ~ x et on donne Ja = al?/3.

CORRECTION (succincte)

Le plus dur est de faire un schéma propre!! apres tout roule ...

Différents moments & 1’équilibre :

> moment du poids : —mgg €0S Ocq
1 > moment du ressort : k (h — lp) a cos feq
"9 — k(h —1o) , & Véquilibre

2

(
G Lorsque la barre oscille, le moment du ressort est
k(h — asin® — ly) a cos b, donc
oz, JAé:—mg%cos@+k(h—asinﬁ—lo)acose
- pour des petites oscillations, et avec le lien entre h,
met g:
. ka?
0+ —606=0
+ R

on exprime Ja = ma?/3 et on trouve le résultat.
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Equilibre sur une poutre

Une poutre homogene de masse m, = 40kg et de longueur L repose sur deux supports A et B séparés
par [. Son moment d’inertie par rapport a axe (B, € ) est noté Jp = émpL2 et son centre d’inertie, noté
G, est situé a une distance L /2 de A. Pendant tout l’exercice on négligera 1’épaisseur de la poutre, si bien
que A, G, B et C sont alignés.

Une gymnaste de masse ponctuelle mgo = 50kg se déplace le long de cette poutre en partant de son
extrémité A. Elle est repérée par le point C de coordonnées x.

T
B >
x
______________________________________________________________________ >
A B
CES
STV SUSUUIUUOOOY >
l>L/2
E)y

La poutre est immobile

1. Faire un bilan des différentes forces qui s’exercent sur la poutre et les représenter sur un schéma clair.
2. Préciser sur le schéma le sens positif de mesure des angles.

3. Montrer que la réaction du support en A est :

g L
Ry = 7 <mp(l - 5) - mc:E)

4. Exprimer la réaction du support en B en fonction de la réaction en A, my,, mc et g.

ot

. Donner la valeur de R4 au moment de la bascule de la poutre.

6. Déterminer I'expression de la distance x4, & laquelle peut s’éloigner la gymnaste tout en conservant la
poutre horizontale, en fonction de m,,, mc, L, I.
Que se passe-t-il si | < L/27

La poutre bascule

On suppose que la gymnaste se place juste & T4, +€ (>0 et &€ << £) et que la poutre se met & basculer
autour de B sans vitesse init_i)ale et sans glissement. 11 exig:ce alors au niveau du point B une réaction
perpendicualire a la poutre N p et une réaction tangente 7'g. On appelle f le coefficient de frottement
solide (lois de Coulomb) entre la poutre et le contact en B.

On note 0, 'angle que forme la poutre avec ’horizontale. On prendra 6 > 0.

Pierre Soulard - 1/2
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7.

10.

11.

12.

Faire un schéma clair de la nouvelle situation env1sagee en représentant les actions exercées (on indiquera
bien les composantes normale N B et tangentielle T p de la réaction en B) et d’une autre couleur la base
polaire (e,,€3) associée au degré de liberté 6.

. Soit S le systeme constitué de la poutre et de la gymnaste. Exprimer le moment d’inertie de S, noté Jg,

par rapport a l'axe (B, €,) en fonction de Jg, me¢, Tmaz €t €.

. A Taide du théoréme du moment cinétique appliqué & ’ensemble {gymnaste-+poutre}, montrer que

I’équation du mouvement pour 0(t) est :
Jsf = £ cos Omeg
En déduire une expression de 62 (t) en fonction de m¢, g, Js, € et 6.
Question bonus
(*) Le centre de gravité G’ de I’ensemble {gymnaste+poutre} se situe & une abscisse

Mc

T = ——¢€
me +myp

Projeter le PFD sur les deux directions de la base polaire et en déduire les composantes normale et
tangentielle de la réaction en B en fonction de 60, g, m,, mc, € et J.

(*) A partir de quel angle le glissement commence-t-il ?
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Equilibre sur une poutre

Avant toute chose!!
On prend le temps de bien placer
> le point de I’axe de rotation : ici, si la poutre bascule, elle tournera autour du point B.
> les centres de masses : celui de la poutre G, situé au centre de la poutre, & L/2 du point A.

La poutre est immobile

EA EE; .................. >
A A
__________________________ G-I______-__________ _______________________'g
A B !
1 mc?
L\ R\ 2.
RSO PRRRR Mpd......... -
[ >L/2 [—>
1. / “y
> Point A : réaction du support Ra= —R4€,
—
> Point B : réaction du support Rp = —Rp€,
> Point G : poids de la poutre m,qd = —m,g €,
> Point C : poids du gymnaste m.g = —m¢g €,

2. On remarque ici que lorientation des vecteurs €, et €, de la base sont "a I'envers" : cela signifie que le
sens de mesure des angles est inversé. Un angle est positif s’il est orienté dans le sens des aiguilles d'une
montre.

Cela a de limportance quand on s’intéressera au signe des moments calculé.

3. On calcule le moment de chaque force par rapport au point B. (par réfleze, on peut réaliser cette étape
lors du bilan des forces!)

Remarque : Pour ce genre de cas, il peut étre utile d’utiliser le bras de levier : M = +bras
de levier x Force. N

Sinon, on calcule rapidement les moments : M = (OM A F) - €, avec O le point de rotation
et M le point d’application de la force.

> Point A : réaction du support M = +R 4l

> Point B : réaction du support M = 0 car s’applique en B, ’axe de rotation.
> Point G : poids de la poutre M = —m,,g(l — L/2)

> Point C : poids du gymnaste M = +m.gx

> TMC pour un solide en rotation a I’équilibre

L
0=+Ral —mpg(l — L/2) + megr = Rp = % (mp(l — 5) — mcx)
Rotation = TMC
4. Mouvement (ou équilibre d’'un solide) <= On a utilisé le TMC, reste le

Translation = PFD

Pierre Soulard - 1/3
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PFD : a I’équilibre, la somme des forces extérieures est nulle
—Rs—Rp+mpg+meg=0 = Rp=Rg—g(mc+myp)

5. Lorsque le poutre bascule, elle décolle en A donc R4 = 0.

g L m L
l(mp(l—2)—mcx>:0 = x:m’c’(l_2)

On remarque que si | < L/2, Ty, < 0 : la gymnaste ne peut pas étre a droite du point B sans que la

6. On a alors :

poutre ne bascule.

La poutre bascule

8. On compose les moments d’inertie :
Js = Jp + J(gymnaste) = Jp + Mme(Tmax + €)*
9. On applique la méthode!!
> Cinématique : Lg = Jgb.

> Bilan des F et M et T
> poids de la poutre m, g = myg (sinf€, + cosf€y) en G

M=BCGAmM,G €. =—(—L/2)Cr Ampg (sin0€, + cos0Ty) - €2 = —(1 — L/2)mpgcos
> poids de la gymnaste m.g = m.g (sin0¢€, + cosf€y) en C
M = BC A mpq - €2 = (Tmax + €)€r Ameg (sin0€, +cos0€y) - €, = (Tmax + €)Meg cos

N
> réaction du support Rp en B, moment nul car s’applique sur l'axe
> pas de couple extérieur

> TMC : % [Jsé} = —(l — L/2)mpgcos € + (Tmax + €)mcg cos O

JsO = e cosOmeg + gcos 0 (—(1 — L/2)my + 2maxme)
=0

par définition de zyax la parenthese s’annule et on a bien Jsé = ecosfm.g.

10. C’est la méthode de Uintégrale premiére du mouvement : on multiplie par 6 et on intégre!

Jgb0 = EMg COS 00 = % BJSQQ —emcgsin 0}

On évalue lintégrale premiére du mouvement en ¢ = 0 : (0) = 0 (pas de vitesse) et 6(0) = 0 (poutre

horizontale) donc :

2¢e
Meg sin 0

1. . .
—Jg0%? —emegsind =0 = 0=
2 S

Question bonus : (correction plus rapide)
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11. (*) L’accélération du centre de gravité G’ est : @ = —#‘%59‘2 €+ mg‘_‘;np £d.
Les différentes forces projetées donnent :

—(me +myp) —Me_cf? = —T + g(m,, +m,) sin

Me+mp

(me +myp)—"e—ef = —N + g(my, + m.) cos 6

Me+Mmyp

On obtient alors : )
T = +g(my + m.)sin 6 + meeh?

N = g(my +me) cos — m.eb
12. (*) Le glissement commence lorsque 7" > fN soit pour :
g(my +me)sin@ + meeb* > fg(my, +me) cos + fmed
En remplacant 62 et 6 avec les expression trouvées précédemment on trouve :

meg
S

2
g(my + me)sin @ + mee X c sinf > fg(my + me)cosd — fmee x Ji cos m.g
S

Plus qu’a résoudre ....

2 2
€ €
(mp +me+ 2 Jrzcmc> sinf > f (mp + me — ;Zcmc> cos 6
e2me
My + Me — 7 Me
Donc tan 6 > 25
€°Me
my + me + QTmc
S
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Equilibre d’un solide
Exercice 1 - Portage de poutre : équilibre d’un solide :

Deux personnes portent une poutre de longueur 2L et de masse m. Une personne se trouve tout a
Parriere de la poutre (point M), 'autre se situe a une distance d en avant du centre de gravité G de la
poutre (point N). On suppose que les forces exercées par les deux personnes sont verticales.
> Si les personnes ont la méme taille, la poutre est horizontale.

1. Faire un schéma. Les forces exercées par les deux personnes sont-elles les mémes ?

2. Déterminer, dans ce cas, les normes des forces exercées en M et en N par les deux personnes.
> Les personnes montent alors un escalier, toujours en tenant la poutre.
1. Faire un schéma de la situation. Les forces exercées par les deux personnes sont-elles les mémes ?

2. Déterminer a nouveau les normes des forces exercées en M et N par les deux personnes. Commentaires 7

Exercice 2 - Bascule d’une balancgoire :

Un enfant de masse m = 15kg est assis a l'ex- C
trémité A d’un trébuchet de longueur AC = 2L =
2,5m qui repose sur le sol et fait un angle o avec
I’horizontale. Son grand-frere, de masse mg = 25kg B
, part du point B et marche lentement vers ’extré-
mité C. Quand le trébuchet bascule-t-il 7

7 iy iy s

Rotation d’un solide
Exercice 3 - Chute d’un arbre :

On assimile un arbre a une tige longue et homogeéne de longueur L et de masse m. On le scie a sa base
et 'arbre bascule en tournant autour de son point d’appui au sol noté I. On suppose que le point d’abscisse
reste fixe et ne glisse pas. On repére la position de larbre par Pangle 6 qu’il fait avec la verticale. A t = 0,
I’arbre fait un angle 6y = 5° avec la verticale et est immobile. On donne le moment d’inertie par rapport a
son extrémité I = mL?/3.

1. Etablir 'équation du mouvement de chute de I’arbre.

2. Montrer que, lorsque I'arbre fait un angle 6, avec la verticale, sa vitesse angulaire vaut

6= \/3g(cos 6o — cos@)/L.

Astuce : on pensera a multiplier I'équation précédente par 6 pour intégrer plus facilement.

3. Déterminer le temps de chute d’un arbre de 30 m. On prendra g = 10m - s~2 et on donne pour fy = 5° :

w/2
[ s
8o v/costy— cosf
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Pierre Soulard

Exercice 4 - Oscillations d’un systéme complexe :

On considere le systeme ci-dessous, constitué par
un ressort de raideur k et de longueur a vide Iy,
une poulie de rayon R pouvant tourner sans frot-
tement autour d’'un axe fixe A horizontal et d’un
objet ponctuel de masse m. Le moment d’inertie de
la poulie par rapport a son axe de rotation vaut
J = mpR?/2 avec my la masse de la poulie. Le fil
est supposé idéal et entraine la poulie en rotation

sans glisser sur celle-ci.

1.

Refaire le schéma et indiquer le lieux d’application sur la poulie et le sens de la tensions du fil et de la
force de rappel du ressort.

Exprimer les moments appliqués a la poulie par rapport au centre de celle-ci de la tension du fil et de
la force de rappel du ressort. On exprimera ’expression de la tension en appliquant la seconde loi de
Newton sur la masse m.

3. En déduire I’élongation du ressort a 1’équilibre.

1
2
3.
4

. Justifier la relation entre les vitesses : R = —3.

En appliquant le TMC a la poulie et le PFD a la masse ponctuelle m, trouver I’équation d’évolution de
f. En déduire la période d’oscillation.

Exercice 5 - Disque lesté : Une poulie de rayon a est mobile sans frottement
y autour de son axe horizontal. On note J son moment
d’inertie par rapport a cet axe. La poulie est lestée
d’une masse m a sa périphérie
Un fil inextensible sans masse est enroulé autour de
la poulie et une masse M est accrochée a son extré-
X mité.
On repére la masse m par 'angle 8 par rapport a la

verticale.
@)

. Donner le moment d’inertie J’ de ’ensemble {poulie + masse m}.

N

. Exprimer les moments des poids de m et M.
A Taide du TMC des solides, établir une équation différentielle du second ordre en 6.

. Donner une condition sur m et M pour qu’il y ait une position d’équilibre.

Exercice 6 - Pendule de torsion par la méthode énergétique :

On considére un baton homogene (longueur [, masse m, moment d’inertie J,) accroché a son centre

d’inertie par une ficelle. Le baton est donc horizontal et peut tourner autour de I’axe (Oz). La position du

baton est repérée par I’angle 6. La ficelle exerce sur le baton un couple de torsion Mg = —C0¢€ . ou C est

une constante.

1

2
3
4

. Calculer la puissance du couple de torsion, ainsi que le travail W du couple entre deux angles 6 et 65.
. Montrer qu’il est possible de définir une énergie potentielle de torsion associée a ce couple. La déterminer.
. En appliquant le théoréeme de la puissance cinétique, trouver I’équation du mouvement du baton.

. Le couple de torsion est souvent nommé couple de rappel. Justifier.
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Exercice 7 - Pendule de torsion avec frottements

Az Une balance de torsion est constituée d’une tige
/7777717777771 AB, de centre O et de longueur L. Aux extrémités
0, de cette tige, on dispose deux sphéres en platine de

A o B masse mq. Le fléau est suspendu a un fil de torsion,
P ° colinéaire a I’axe (Oz). L’ensemble constitue un pen-

dule de torsion dont le moment d’inertie par rapport
a Oz est noté J.

C désigne la constante de torsion. Lorsque la tige tourne d’un angle 6 autour de I'axe Oz, le fil de
torsion OO; exerce sur la tige un couple de rappel élastique de moment —C6 par rapport a Oz.

On tient compte du couple de frottement fluide de moment —aw par rapport a Oz, w étant la vitesse
angulaire du systéme en rotation et o un coefficient de frottement positif.
1. Montrer que 'on obtient des oscillations amorties lorsque « est inférieur a une valeur a; que l'on
calculera. Donner ’expression de la pseudo-période T

2. Soit p la masse linéique de la barre : un portion de la barre de longueur do possede une masse pdz. En
sommant toutes les petites masses qui composent la barre entre z = —L/2 et x = L/2 :
3

ulL

(a) Montrer que le moment d’inertie de la barre par rapport a (Oz) est J, = 2

(b) En déduire le moment d’inertie totale du pendule de torsion :

mL? myL?
— +
12 2

J=

Exercice 8 - Mise en rotation d’un moteur

On étudie la phase de mise en rotation du rotor S (partie tournant) d’un moteur de robotique dans
le référentiel terrestre. Le rotor S, de moment d’inertie J = 10.7 x 10~ " kg - m? est soumis & un couple
moteur Cy, dont la valeur est proportionnelle & 'intensité du courant i traversant le stator (partie fixe) du
moteur :

Cm = ki avec k=22x10"2N-m/mA .

Le courant i est constant : ¢ = Iy = 0.1 A. On suppose que le centre de masse G du rotor est sur 'axe de
rotation A.
1. On néglige tous les frottements.

(a) En utilisant le TMC, écrire équation donnant la vitesse angulaire 6 de S.

(b) La résoudre en supposant qu’au départ S est au repos.

(c) Déterminer et calculer le temps Ty mis pour atteindre la vitesse wo = 1800rad - s~*.

2. En réalité, le rotor S est soumis a un couple de frottement sec Cs = —400pN - m et & un couple de
frottement fluide Ct = —\0 avec A = 107N - m - s, tous deux s’opposant au mouvement.
(a) Ecrire Péquation différentielle vérifiée par la vitesse angulaire 6.
(b) Quelle est la vitesse angulaire maximale que pourra atteindre le moteur ?
(c) Déterminer le temps 7" mis pour atteindre le régime permanent (& 5%). Conclure.
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Exercice 9 - Freinage d’une roue

Une roue de masse m = 2 kg et de rayon R = 40
cm tourne librement & wy = 600 tr/min autour d’un

A X
1kg . 9 : _ 1 2
ytln axe fixe. Son moment d’inertie est J = 2mR . Un

patin de frein de masse négligeable est appuyé sur
le bord de la roue par une masse de M = 1 kg.
Ce dernier applique sur la roue une force normale
N = Mg.

On note p = 0,5 le coefficient de frottement dyna-
mique entre la roue et le patin de frein.

Roue

y

1. Représenter sur un schéma les forces qui s’appliquent sur la roue. Faire un bilan des actions qui en
découle.

2. Montrer que le travail des actions extérieures sur la roue entre deux positions 0; et 0 est :
W = —uRMg(0; — 0;)

3. En déduire le nombre de tour que va faire la roue avant de s’arréter.
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Equilibre d’un solide
Exercice 1 - Portage de poutre : équilibre d’un solide :

On commence évidemment par un SCHEMA de la situation ot on fait apparaitre :
> le centre de masse
> le point autour duquel se fait la rotation
> les éventuels point ou des forces s’appliquent

La suite, ce sera toujours le méme déroulé!!

A T’horizontale Uy
> Bilan des_]f et des M
l>enM:FM:+FMUyetM:—FML ?’
DenN:FN:—i-FNUyetM:—FFNd Uy
>enG:mg =—mgiy, et M =0 (car sur Paxe
de rotation)
> TMC par rapport a G - -
équilibre done : FiyyL — Fyd = 0 Fu Fy
> PFD au centre de masse G - e >
équilibre donc : Fy + Fy —mg =10 'l
>
d
. 2d
On trouve facilement que Fjy = TFN et donc :
d mg d mg
—IN+Fnv—mg=0 = Fy= t Fyy = —
piN N mg NIy M T L1+ 4L

Comme d < L alors Fy > F); : mieux vaut se mettre a 'extrémité.

Penché on appelle o 'angle entre la poutre et ’horizontale.

> Bilan desf et des M Uy
>en M : Fy =+Fyiy, et M =—FyLcosa
>en NV : fN = —|—FNUy et M = +Fydcosa
>enG:mqg =—mgiy, et M =0 (car sur Paxe
de rotation)

> TMC par rapport a G équilibre donc
LFy;cosa — Fydcosa =0

> PFD au centre de masse G équilibre donc :
Fy+Fy—mg=0
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Les cosinus se simplifient et donc on retrouve mes mémes résultats qu’a la question précédente.

Exercice 2 - Bascule d’une balancgoire : Trés similaire au cas précédent quand la poutre est incliné

> Bilan des F et des M Uy
>en A :
réaction du sol ]VA = +Njsuy et M =
—N 4L cos a
poids de l'enfant mg = —mgu, et M =
+mgL cos a
> en M : poids du grand frére mo g = —mog iy
et M = +mggd cos «
>en B :

poids de la barre M ¢ = —Mgu, et M =0
(car sur 'axe de rotation)

réaction de la liaison Ngp = +Npu, et M =0
(car sur 'axe de rotation) ma

> TMC par rapport a G équilibre donc :

mod — mL
L

+mgLcosa — NgLcosao —mogd =0 = Ny = g

m
Quand ca bascule, N4 s’annule et donc d = — L.
mg

N
| Remarque : Ici le PFD ne servirait qu’a trouver N p ce qui n’a pas d’intérét pour ’exercice

Rotation d’un solide

Exercice 3 - Chute d’un arbre :

Y Bilan des F et des M
A >en G :
' 2 poids de I'arbre mg = mg (—sinf€, + cos0¢€,)
v M =mgLsinf

> >en O : N
:réaction du support R de moment nul car s’ap-
plique sur 'axe

Moment cinétique
Lg =16 avec I = mL?/3.

1. TMC par rapport a 'axe (O, €,).
10 = mgLsin 0
2. On cherche 6 en fonction de 6 (ou bien parce qu’on

se sait pas faire autre chose) = intégrale premiere
du mouvement

160 = mgLfsin
Avec comme CI, §(0) = 0 et 8(0) = 6 on trouve :

TI.
502 = —mgL (cosf — cos )
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On a bien, en remplacant I : § = /3g(cosfy — cosf)/L.

. df
3. On écrit 0 = T et on applique une séparation des variables :

dé 13g
— =/ =dt
cos By — cos L

Et on integre entre t = 0 et T', le temps de chute. L’angle 0 varie alors de 6y & 7/2.

/2 de [3g 39
dt 1=1/—=T
/90 cos 0y — cos 0 0~ / =5 L

L
On trouve alors T'= 5,1,/ —.
39
Exercice 4 - Oscillations d’un systéme complexe :

1.

2. On remarque qu’ici, il n’est pas utile d’utiliser une base polaire : la base cartésienne est bien plus pratique !
> en A
force de rappel du ressort Fjy = —k(l —1p)(—€,) donc M = +k(l — lp)R
é & & Attention ! [ dépend de la rotation de la poulie!
> en B
tension du fil F = —T¢,) donc M = —
é & & Attention ! T est inconnue, on la trouve a 'aide du PFD sur m

mi=mg—T = T =mg—mZ
3. A D’équilibre, rien ne bouge donc 2 = 0 et T' = mg. On a alors le TMC appliquée a la poulie qui donne :
k(leg—lo)R—mgR =0 = leq =1o+mg/k

4. Le fil autour de la poulie est de longueur fixe ; quand la masse descend (i.e. z augmente), la poulie tourne
pour dérouler la longueur de fil nécessaire. On a donc Z = —R06.
De la méme facon, la longueur du ressort dépend de la rotation de la poulie : | = l.q — RO

5. Le TMC appliquée a la poulie donne :

. . . kR?
JO =Fk(leg — RI —lp)R — (mg+ mRO)R = J + mﬁ =k(leg—1lo) —mgR =0
2
La période est alors 27 7J —Z}ZZR .
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Exercice 5 - Disque lesté :

Similaire a lexercice précédent : il faut refaire tranquillement les méme étapes. La correction est plus
succincte.

1. Quelle que soit la position de m, elle est toujours a une distance R du centre de la poulie. Donc

J = Jpoulie + Jmasse = J + ma?

2. > Poids de m : M = mgasin6
> Poids de M : M = —Mga

3. On reprend le principe d’étude de ’exercice précédent : TMC' sur la poulie et PFD sur la masse M
(J + (M + m)a2> 6 —mgasind = —Mga

é & é Attention ! le terme Ma20 provient de la tension du fil, pas du moment d’inertie!!

4. Pour une position d’équilibre, on va chercher une solution particuliere 0.4

M
—mgasinbe, = —Mga = sinfey = —
m

Pour qu’il y ait une position d’équilibre, il faut alors que M < m.

Exercice 6 - Pendule de torsion par la méthode énergétique :

é & & Attention ! Objectif : calculer le travail d’un couple!!!

1. Puissance/Travail d’un couple I' : P = réd
Ici P = —C06 donc W = Pdt = —C0d6.

0
W—/éW—/Q—CHdH——l(J(H%—Hf)
01 2

2. On peut alors définir une énergie potentielle E,, de telle sorte a ce que W = E,(0;) — E,(62) soit donc
C

EP(Q) - 592
E 1.
3. TPC : dEe =P avec E, = —J6H%. Donc :
dt 2
d [1 . . .
— |=JO°| =—-Ch0 = JOo = —-CH0
dt |2
On trouve alors 'équation du mouvement J§ = —Co.

4. Un couple de torsion se comporte vis-a-vis des angles comme une force de rappel élastique d’un ressort,
d’ou le nom.

Exercice 7 - Pendule de torsion avec frottements

é & & Attention ! On noublie pas les oscillateurs amortis. De plus, on voit en Q2 la méthode de calcul
d’un moment d’inertie via l'intégrale. Intéressant a regarder en deuzriéme lecture ....

1. On doit trouver, via le TMC, I’équation différentielle :

. a.- O
0+—-0+—=60=0
+ J + J
On se rappelle que dans le cas d'un oscillateur amorti X + ﬂX + w%X = ..., les 3 régimes sont

Q
> apériodique @ < 1/2

> critique @ = 1/2
> pseudo-périodique @ > 1/2
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2.(a) Par définition J = " mr?. La barre est composée d'une infinité de petite masse donc 3" — [.

Jp = / r2dm avec dm la masse d’un petit morceau de barre soit dm = pdr
barre

3 2 3
Finalement J, = ijL//; wrldr = ((L{f) _ ( L3/2) ) _ /ill; ‘
sy 5. . L3 9 9 mL2
(b) Par composition des moments d’inertie J = J, + J4 + Jp = b5 +my(L/2)* +mi(L/2)" = 1o +
m1L2
2

Exercice 8 - Mise en rotation d’un moteur

é & & Attention ! La situation est un peu flou : c’est le but de l’exercice! Méme si je ne saisis pas trés
bien ce qu’il se passe : je fais ce que je sais faire, i.e. le TMC!!!

1.(a) > Bilan des M

> poids du rotor : moment nul car s’applique sur ’axe de rotation
> couple moteur Cy, = ki

> Moment cinétique
Lg=J0
> TMC : J§ = ki

(b) On intégre avec comme CI (0) =0 : 6(t) = %t.
(¢) On veut w(Ty) =wo = Ty = %.

2.(a) On ajoute —\@ dans le TMC : J6 = ki — M. On D’écrit sous forme canonique :

a
dt

o1

* J

A
J
~~

=1/
(b) On résout (solution particuliere+solution homogene+CI) = 0(t) = XZ (1 —et/ T>
ki
e

J
(c) Temps pour atteindre le régime permanent : 7 = 57 = 5X'

La vitesse angulaire maximale est alors 0,4, =

Exercice 9 - Freinage d’une roue

é & & Attention ! On utilise ici le TEC' : variation d’énergie cinétique de rotation = travail des moments.
Il convient alors de calculer le travail d’un moment : c’est le but de ’exercice.

1. On se rappelle les lois de Coulomb : si glissegent T = fN avec N = Mg. De pus T s’oppose au
mouvement, donc ici a la rotation de la roue : T'= —fMg€, et M = —fMgR
é & & Attention ! au sens positif de mesure des angles : ici le sens horaire!!

2. Le travail est W = Pdt avec P = M6. On a alors pour Paction au niveau du pation :

. 62
oW =—fMgROdt = —fMgRdf donc W = —fMgRd0 = —fMgR (92 - 91)
01

3. On utilise la variation de I'énergie cinétique AE,. = W entre le roue qui tourne 6 = wy et la roue & I’arrét
0=0. )
5Jwg —0=—fMgR (62 — 6)
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avec 0 — 01 langle décrit par la rotation de la roue (Ezemple 03 — 61 = 4m : la roue a fait deux tours
complets).
Donc N = (62 — 61) /27 soit :
N — Jw?
AdrfMgR
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Chap XXV : Statique des fluides Pierre Soulard

Savoirs Q

> O Equation fondamentale de la statique
> dans le cas d'un axe verticale orienté vers le haut
> écriture volumique des forces de pressions
> écriture avec le gradient

> O Champ de pression dans le fluides
> champ de pression P(z) dans un fluide incompressible (p constant)
> surfaces isobarre
> modélisation d'un fluide compressible avec le modele des Gaz Parfaits

> O Force de pression sur une surface
> expression de la résultante des forces de pression avec les forces de pression élémentaires
> surfaces élémentaires et coordonnées
> propriétés de symétrie et conséquence sur la force de pression
> poussée d’Archimede

Savoir Faire

Réaliser un bilan de force sur une particule de fluide pour obtenir I’équation de la statique des
fluides

Obtenir le champ de pression a partir de I’équation de la statique des fluides
> dans un fluide incompressible
> dans un fluide compressible

g Utiliser le champ de pression et les surfaces isobarres pour analyser un dispositif réel

Calcul de la résultante des forces de pression
> définir la surface élémentaire en fonction des coordonnées
> obtenir l’expression la force de pression élémentaire
> réaliser lintégrale surfacique sur le solide

55 Utiliser la poussée d’Archimeéde pour étudier I’équilibre d’un solide immergé
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Dans ce chapitre, nous allons aborder pour la premiére fois la mécanique des fluides qui étudie com-
ment, sous une contrainte, un liquide ou un gaz réagit (pression, force appliquée, écoulement, ...). Nous
ferons les premiers pas en mécanique des fluides, en se cantonnant & I’étude d’un fluide au repos (i.e. pas
d’écoulement). Vous étudierez plus en détail 'année prochaine la dynamique des fluides en écoulement.

Exemple 1 : Considérons un barrage retenant un lac artificiel. On imagine bien que I’eau
exerce sur le barrage une force (sinon on ne construirait pas des édifices aussi solides). Essayons
d’estimer cette force.

z air On sait qu’un fluide, a la pression P, exerce sur
A

une surface S une force

F~PxS

Problémes :
> il semble difficile d’imaginer que la pression dans
Peau est la méme quelque soit la profondeur

> si la pression varie suivant l'altitude, comment
calculer la force de pression? F' ~ P X S : on
prend la pression a quel endroit ?

Objectif du cours :
> étudier la variation de la pression au sein d’un fluide
> calculer la force de pression qu’il exerce sur une surface

1 Forces de pression
1.1 Force élémentaire de pression

» Analogie avec le calcul du travail des forces de pression

Pour calculer le travail des forces de pression sur une transformation A — B on a :
> "découper" le travail total W en une infinité de travail élémentaire : W = [, 5 W
exprimer le travail élémentaire : W = —PdV
> intégrer le travail élémentaire sur la transformation A — B

v

Ici pour calculer la force _d)e pression sur une surface S, on va ;) N
> "découper" la force total I’ en une infinité de force élémentaire : F' = JdF
> exprimer la force élémentaire dF' R R
> intégrer les forces élémentaires sur la surface S : F = [¢dF

» Force élémentaire de pression

-
L’expression de la force de pression F' = — P ST étudiée précédemment reste vrai : on va juste 'appliquer
a une surface infinitésimale.
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Définition. Force élémentaire de pression
Soit dS une surface infinitésimale de centre M dans un fluide séparant le systeme étudié du fluide.

Il s’exerce de la part du fluide extérieur sur 1'élé- ds
ment de surface une force élémentaire de pression : /

dFp = —P(M)dST

> 7 le vecteur normale & la surface , orienté du
systeme — fluide

> P(M) 1 ion du fluid i d int
]w( ) la pression du fluide au niveau du poin systéme /

Notion de surface élémentaire

Qu’est-ce qu’une surface élémentaire 7

Une surface élémentaire peut étre vu comme un
"carreau de mosaique" : chaque carreau est d’une
seule couleur (~ P constante sur une surface d.S).
En assemblant des carreaux de différentes couleurs
(~ P varie d’une surface a une autre) on peut créer
un dégrader de couleur (~ une pression qui varie au
seins d’'un fluide).

Propriété. Surface élémentaire et coordonnées
La surface élémentaire dS :

> Primordial : > Situationnel
coordonnées cartésienne, la surface est plane coordonnées cylindrique, la est courbe de rayon
N R
€ z
A dS = dydz dS = Rdfdz

ol

__/
v

E e
4] D T
Y Rd#

Astuce : les forces élémentaires s’écrivent généralement :
> cartésien : dF = +P(2)dydz €,
> cylindrique : dF = —P(z)Rd0dz €,

é & & Attention ! dans le cas cylindrique on projettera TOUJOURS ¢, dans une base cartésienne!!
A chaque fois on retrouve les trois coordonnées.
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1.2 Résultante des forces de pression
» Définition

La paroi d’'un solide en contact avec le fluide est découpée artificiellement en une infinité de petites
surfaces élémentaires.

En chaque surface s’applique une force élémentaire de pression ar p. La force totale de pression I P,
appelée résultante des forces de pression est donc la somme de toutes les forces de pression élémentaire :

Fo= > dFp ~ Fo= [ dFp
surface surface

On intégre sur une surface : on intégre sur deux axes, on note cela par deux intégrales [[.

Définition. Résultante des forces de pression

—
La résultante des forces de pression F'p sur un solide en contact avec un fluide extérieur est égale a
Iintégrale sur la surface du solide en contact avec le fluide des forces élémentaires de pression :

Fo= [ dF;
()

é & & Attention ! Le calcul de la résultante des forces de pression est une opération délicate. Néanmoins
il devient aisé si on comprend la méthode. Elle sera détaillé dans une prochaine partie.

» Cas d’une pression constante et d’une surface plane

On peut montrer (cf partie suivante) que la z
pression dans un fluide a une profondeur h est A
P(z = h) = Py + pgh avec p la masse volumique du 3
fluide.

Calculons la résultante des forces de pression sur
une surface § de c6té L et [ au fond de I'eau

> Surface élémentaire et totale :

n==e, La surface élémentaire est & "’horizontale". On a
ds alors dS = dazdy et 7 = +¢.
«
dm Surface totale : la surface est délimité de z =

0—>lety=0— L.

> Force de pression élémentaire : dF = — (Py + pgh) dzdy€ .
On vérifie bien que la force est orientée "dans le bon sens' : a priori 'eau pousse bien du haut vers le
bas suivant -€ .
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> Résultante des forces de pression :

- - l L
F = // dF :/ / —(Py + pgh) dzdy€ .,
S =0 Jy=0

On peut sortir les constantes : — (Py + pgh) €, x i:o yL:() dxdy et séparer les variables :

l L l L
/ / dxdy:/ dx/ dy=1I1x1L
z=0 Jy=0 =0 y=0

Finalement : ' = — (Py + pgh) L.

Comment peut-on trouver l’expression de la pression P(z = h) précédente ?

2 Equilibre d’un fluide sous I'effet de la pesanteur

2.1 Notion de champ de pression

» Probléme de I’équilibre d’une particule de fluide

Au sein d’un fluide, le champ de pression n’est pas uniforme : on peut s’en convaincre facilement. On
appelle particule de fluide, une "goutte d’eau infinitésimale" : ’eau contenu dans un cube de c6té dz, dy, dz.

Deux types forces s’appliquent sur la particule de fluide :
> les forces de pression élémentaires qui s’exercent sur les parois
> le poids, qui s’exerce au centre de la particule
Si la pression est constante, la somme des forces de pression élémentaire s’annule. Rien ne compense le
poids de la particule, I’équilibre est impossible.

\AAAA

1
lllu S
T

ttttt it

Pression uniforme : équilibre impossible Equilibre —P Pression non-uniforme

Pour permettre I’équilibre, on comrpend que les forces de pression doivent étre plus importante sur la
face horizontale inférieure pour compenser le poids de la particule de fluide. La pression du fluide est plus
importante en profondeur.

Propriété. Equilibre d’un fluide dans un champ de pesanteur
En présence de la gravité, la pression dans un fluide au repos varie : la pression dépend du point M ou
on la mesure : P(M).

» Notion de champ de pression

La pression dans un fluide dépend de I’endroit, noté M, ou on la mesure : P = P(M).
Ordre grandeur
> pression a la surface d’une piscine : P =1 bar
> pression au fond une piscine de 3m de profondeur : P = 1.3 bar
> pression au sommet de I’'Everest P = 0.3 bar
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Définition. Champ de pression
On appelle champ de pression la fonction P qui & un point M de coordonnées (z,y, z) associe la pression
en ce point.

Propriété. Continuité du champ de pression
Le champ de pression est une fonction continue de ’espace.

Contact entre deux fluides :

Au niveau d’une interface entre deux fluides, les
pressions des deux fluides sont égales.
On a ici :

fluide 2, P(z)

Pi(20) = P2(20)

Notamment au niveau du contact avec I’atmosphere,
P(Zsurface) = PO = lbar.

Propriété. Pression au niveau de la surface libre
Au niveau de l'interface avec 'atmospheére la pression d’un fluide est égale a la pression atmosphérique
Py = 1bar.

2.2 Equilibre d’une particule fluide

On considere un fluide en équilibre mécanique dans le référentiel terrestre, supposé galiléen. On intro-
duit un axe (O, €,) confondu avec la verticale ascendante .

bique de coordonnées (z,y,z) quelconque. Le sys-
teme est donc le cube compris entre les plan

> zetx+dx

> yetx+dy

> zetx+dz

On appelle P(z,y, z) la pression dans le fluide.

Le systeme étudié est une particule de fluide cu- ZA IZ
i y

7 dx

Forces élémentaires de pression

> la force qui s’applique sur la paroi horizontale supérieure : dF p=—P(x,y,z+dz)dzdy(+¢€,)
> la force qui s’applique sur la paroi horizontale mferleure dF p=—P(x,y,z)dzdy(-¢€)
> la force qui s’applique sur la paroi verticale gauche : dF p=—P(z,y,z)dzdz(—€y)

> la force qui s’applique sur la paroi verticale droite : ar p=—P(z,y+dy,z)dzdz(+¢y)
> la force qui s’applique sur la paroi verticale de devant dFp=-P (x + dx,y, 2)dzdy(+€ )
> la force qui s’applique sur la paroi verticale du fond : dFp = —P(z,y, 2)dzdy(—¢€,)

Poids de la particule de fluide

dmq = p dadydz(—g¥€.)

On applique le PFD a la particule de fluide. Comme le fluide est a I’équilibre, la somme des forces
extérieures qui s’applique dessus est nulle. On a donc :
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P(z,y,z)dzdy — P(z + dz,y, z)dzdy = 0 (équilibre suivant €)
P(z,y,z)dzdz — P(z,y + dy, z)dzdz = 0 (équilibre suivant €,)

P(z,y,z)dzdy — P(x,y, z + dz)dzdy — pgdzdydz = 0 (équilibre suivant € )
Les deux premieres équations donnent :
P(z,y,2) = P(x +dw,y,2) et P(x,y,2) = P(z,y+dy,z)

Le champ de pression ne dépend donc ni de z, ni de y : P(M) = P(z).

L’équilibre verticale donne :

P(z+dz) — P(2)
dz

—P(z) + P(z +dz) = pgdz donc = —pg

On reconnalt la dérivée de P en fonction de z. On a donc :

e _
dZ - pg

2.3 Equation fondamentale de la statique des fluides

Théoreme. Equation fondamentale de la statique des fluides

Le champ de pression d’un fluide dans un champ z
de pesanteur verticale vérifie :

dP ()
= (2

1z P Z)g

avec z la coordonnée de I’axe vertical ascendant.

é & & Attention ! La notion de verticalité est définie
par rapport a la pesanteur !

é & & Attention ! Ce théoréme est un cas particulier ot on a choisi une accélération de la pesanteur g
suivant ’axe verticale.

» Force volumique de pression

Dans I’exemple précédent, en calculant la résultante des forces de pression selon €, on obtient :

P(z)dzdy — P(z + dz)dzdy = —

P - P P
(z +dz) (2) dzdydz = _(317 dxdydz

dz Z N
dv

Soit : —Q?Zd‘/.
dz

On obtient alors une force volumique ol on reconnait le gradient de la pression : —grad Pdr.

é & & Attention ! la masse volumique p dépend a priori de la position : p = p(2).

Propriété. Résultante des forces de pressions sur une particule fluide
La résultante des forces de pression sur une particule fluide est équivalente & une force volumique :

a»ﬁp:—grad Pd xdV
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L’équation de la statique des fluide s’écrit alors :

—grad Pdr + pgdr soit grad P =pg

On remarque que le volume de la particule de fluide dtau se simplifie : lorsqu’il n'y a que des forces
volumiques, on peut écrire le PFD que sur les densité volumique de force. Ici grad P et pg.

Théoreme. Equation fondamentale de la statique des fluides
Le champ de pression P(M) d’un fluide & I’équilibre dans un champ pesanteur ¢ vérifie :

grad P=pgq
On obtient alors trois équations :
P
ar
dy Py
dP
dZ - pgz
Dans le cas ot g, = —g et g, = gy = 0 on retrouve le premier théoreme.

3 Champ de pression dans les fluides

L’équation fondamentale de la statique des fluides permet de déterminer en tout point M du fluide le
champ de pression P(M) permettant de compenser les autres forces appliquées au fluide.
On s’intéresse a I’évolution de la pression dans deux cas :
> dans un fluide incompressible, typiquement un liquide
> dan un fluide compressible, typiquement un gaz

3.1 Cas des fluides incompressible : équation barométrique
» Hypotheéses
Dans cette partie, on fait ’hypothese d’un fluide :

> incompressible : sa masse volumique p est indépendante de la pression

> homogeéne : sa masse volumique est uniforme sur I’ensemble du fluide.

, Dans cette partie donc | p = C%¢ |,

» Champ de pression dans un fluide incompressible

Importantissime I : tout le monde doit savoir faire ¢a vite et bien!!!

On considére un liquide incompressible et homo- z
géne soumis au champ de pesanteur ¢ uniforme. Le A
liquide est au niveau de sa surface en contact avec
I’atmospheére qui est a une pression Fy. On choisit
comme origine de I’axe verticale la surface de I’eau,
en prenant comme origine le fond de I'eau.

On appelle H la profondeur de 'eau.
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> Equation de la statique :
l'une ou l'autre des formulations fonctionne ici, d vous de maitriser les deux!!

Equation projetée Forme avec le gradient

L’équation fondamentale de la statique des fluides :
L grad P=pg = %?zz—pga
dz

é & & Attention ! Ce n’est vraie que parce que dP

Paxe (Oz) est vertical orienté vers le haut!! On retrouve bien : P

> Intégration : Comme g et p sont constants, on peut intégrer ’équation précédente pour obtenir :
P(z) = —pgz+C

avec C' une constante a priori inconnue.
é & & Attention ! C’est parce qu’on travaille sur un fluie incompressible que p est constant et que
donc on peut intégrer facilement. Pour un gaz, c’est une autre histoire !

> Conditions aux limites :
Par continuité de la pression au niveau d’une interface, la pression de ’eau au niveau de la surface est
égale a la pression atmosphérique FPy. On a donc :

On a donc C = Py + pgH et donc P(z) = Py + pg(h — z).

> Sens de variation de la pression
Plus on va en profondeur, plus z diminue : plus on descend en profondeur plus la pression augmente. A
une profondeur H, z = 0, et la pression est de :

P(z = —h) = Py + pgH

» Ordres de grandeur :

Dans le cas de l'eau, il est important de se rappeler que p = 1 kg/l= 103 kg/m3.

> Pour une variation de hauteur de Az = 10 m la pression varie de : AP = pgAz = 10° Pa, soit une
atmosphere.
Cela explique les dangers de la pression pour les plongeurs : & 10 m de profondeur, la pression est doublée
par rapport a la surface!!

> Pour une variation de hauteur de Az = 1 m la pression ne varie que de AP = 10* Pa, soit 10% de la
pression atmosphérique. On peut donc négliger cette variation a ’échelle des récipients usuels.

» Surfaces isobares

L’adjectif isobare est constitué du préfixe grec "iso" qui signifie "égale". Les surfaces isobares sont les
surfaces ou le fluide est a la méme pression.

Propriété. Surfaces isobares
Dans le champ de pesanteur uniforme, les surfaces isobares au seins d’un méme liquide sont des plans

horizontaux z = cste.

On appelle surface libre, la surface d’un liquide en contact avec ’atmosphere. La pression atmosphérique
étant considérée comme uniforme Py et le champ de pression étant nécessairement continu, la surface libre
des liquides au repos est nécessairement une isobare

Propriété.
La surface libre d’un liquide est une surface plane horizontale & la pression atmosphérique.

| Exemple 2 : Liquide de densité différentes
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On considére deux liquide 1 et 2, de masse volu-
mique p1 et pa, en équilibre. Les deux liquides sont, a
niveau de leur surface libre, en contact avec I'atmo-
sphére a la pression Py. Les deux tube ont la méme
section S.

On donne p1 = pequ, d = 20cm et g = 9.81

1. Trouver une surface isobarre

2. Exprimer la pression P au niveau de cette surface
dans le tube de gauche et dans le tube de droite.

3. En déduire la valeur de la densité du liquide 2.

CORRECTION

La surface situé au bas du liquide 2 est une surface —— =] ——
isobare : a cette altitude, la pression du fluide est
la méme que ce soit dans la colonne de gauche ou 1
de droite.
é & & Attention ! il faut étre dans le méme fluide!! - — —
Typiquement, la surface en pointillé n’est pas une ~ §__ _ _| -1 _non
surface isobare.

Oul
|
2. En appelant d la distance entre 2 graduation on trouve :
Py = Py +5p19d et Py = Py + 2pagd
3. Comme P; et P, sont situées sur la méme surface isobare : P = P» et donc 5p1gd = 2p29d soit

p2 = 5/2p1. Sa densité est 2,5 fois plus élevée.

Exemple 3 : Barométre de Toricelli

Pour P’histoire ...

Un barométre est un instrument qui sert a mesurer la pression atmosphérique. Le plus simple est
inventé par Torricelli lorsqu’il fait des expériences pour prouver que la pression atmosphérique
est responsable de la montée de ’eau dans un espace vide. Il a I’idée de faire des essais avec du
mercure qui est 13,6 fois plus dense.

P=0 1l remplit un long tube de verre avec du merct
X liquide (densité 13,6 fois celle de I'eau), le bouc
avec le doigt et le retourne sur un bassin remj
Iui aussi, de mercure. Il observe que le tube ne
vide que partiellement dans le bassin et qu’il y re;
h toujours une colonne de mercure d’environ 76 cm
hauteur, quel que soit I’enfoncement du tube da
le bassin.
1l en déduit que la pression de Iair sur la surface
— bassin contrebalance le poids de la colonne de m
cure. C’est ainsi que Torricelli invente le baromé
en 1643.

IIIIIIIIIIIIIIUAD

Patm
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En considérant une surface isobare choisie avec pertinence, donner un lien entre la pression
atmosphérique P, et la hauteur de mercure h.

CORRECTION

> On choisit comme surface isobare la surface en contact avec 'atmosphere terrestre. La pression au niveau
de cette surface est donc Pyy,.

> On peut estimer la pression au sein du tube en plagant 'origine de ’axe ascendant vertical au niveau
de cette surface. On trouve alors P(z) = pg(h — z).
Comme en z = 0, on se trouve sur la surface isobare P = P, on a alors :

Plz=0] = Pym = pgh = Pun
FEn mesurant h et connaissant p (du mercure) et g on peut estimer P,yp,.

3.2 Cas des fluides compressibles (~les gaz)

On s’intéresse ici au cas ou le fluide est compressible, c’est-a-dire que la masse volumique dépend
de la pression. Si on appuie sur un fluide compressible, i.e. on augmente sa pression, il se comprime, i.e.
sa masse volumique augmente. C’est typiquement le cas des gaz.

» Champ de pression de I'atmospheére isotherme

Importantissime II : tout le monde doit savoir faire ¢a vite et bien!!!

On s’intéresse au cas ou le fluide considéré est z
I’air de I’atmosphere. On fait I’hypothese que air A
se comporte comme un gaz parfait et qu’il est en
équilibre isotherme, c’est-a-dire que la température
T est la méme en tout point : T =constante.

T—cst l
g

On cherche & calculer le champ de pression dans

0 :
I'atmospheére que 1'on suppose a 1’équilibre. _

Probléme : un gaz n’est pas un liquide!!
> cas liquide : la masse volumique est constante p = pg
> cas gazeux : la masse volumique de 'air n’est elle pas constante, elle varie avec la pression p = p(P)

> Equation de la statique :
On choisit un axe verticale orienté vers le haut. On a :

dP
P —p(2)g

é & & Attention ! Ne connaissant pas le lien entre p(z) et l'altitude z, on ne peut pas intégrer cette
équation = il faut trouver p!

> Lien entre p(z) et P(z) :
on a un gaz, considéré comme un gaz parfait = équation des Gaz Parfait !

M
p:gimeV:nRT:%%ﬁzﬁp:RTP

12/17



Chap XXV : Statique des fluides Pierre Soulard

La masse molaire de I'air est M = 29 g.mol~!. La température est Ty la température de ’atmosphére
qui est la méme quelque soit 'altitude car notre systéme est isotherme.
L’équation fondamentale de la statique des fluides est alors :

P _ Mg,
dz - RTO

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Intégration :

é & & Attention ! La variable de la fonction P est laltitude z, pas le temps t. Le facteur devant la
dérivée d’ordre 0 n’est pas 1/7, avec 7 le temps caractéristique du systéme, mais 1/ avec A la longueur
caractéristique du systeme.

T
Tei A = —2 et la solution générale est de la forme :

MG
_ ) _ My
P(z)—Cexp( >\> —Cexp( ng)

avec C' une constante d’intégration.

Conditions aux limites :
au niveau du sol, z = 0, la pression est la pression atmosphérique Py = 1bar. On a donc C'= P et :

Mgz)
RTy

P(z) = Pyexp (—

» Ordres de grandeur pour I’atmosphére terrestre

ce

On a montré que la pression diminuait lorsqu’on montait en altitude sous la forme

P(z) = Pyexp (—i)

qui permet d’introduire la hauteur caractéristique A = };Zg.
Taille caractéristique

A une température Ty = 273 K, ’échelle caractéristique des variations de pression est de ’ordre de
A =8 km!

Donc si la taille A du systeme est h << A ~ 8km : il n’est pas pertinent de prendre en compte les
variations de pression de 'atmosphere. Si h ~ A, il faut les prendre en comtpe.

Taille de ’atmospheére :

Fonction = petit graphe : pour une altitude z ~ 5\, la fonction e %/* est quasi-nulle. Donc pour une
altitude supérieure 5\, la pression atmosphérique est nulle : il n’y a plus d’atmosphere, on est dans le
vide.

La taille de 'atmosphere est donc d’environ 5\, soit une quarantaine de kilometres, ce qui est cohérent
avec les mesures expérimentales.
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4 Forces exercées sur une paroi plane et poussée d’Archimede

On avu:
> comment exprimer la résultante des forces de pression sur une paroi en fonction du champ de pression
> comment obtenir le champ de pression d’un fluide & I’équilibre
On va étudier dans cette partie comment mettre en place le calcul de la résultante des forces de pression
a travers un exemple archi-classique.

4.1 Forces exercées sur un barrage

Importantissime III : cet exemple est savoir parfaitement maitriser car il sert a mettre en place les
méthodes de calcul.

On considére un barrage plan carré de c6té L en contact avec une hauteur h d’eau. On cherche a calculer
la résultante de force de pression exercée par ’eau retenue par le barrage.

Vue de coté Vue de face
z
Z .
air s
)
;() y S .

1. Montrer que la force de pression exercée par l'air a gauche du barrage est : l?o = hLPy¢,.

2. Exprimer la pression P(z) du fluide a une altitude z, ou l'origine verticale O a été choisi au niveau du
fond de 'eau.

e
3. Donner I'expression de la force élémentaire de pression dF'p(z) exercée par ’eau qui s’applique sur une
surface élémentaire dS en fonction de sa profondeur z.

4. Montrer que la résultante des forces de pression de I’eau sur le barrage est : F = —€y
5. Faire I'application numérique avec h = 30m et L = 100m.
CORRECTION
1. > Surface élémentaire et surface totale : dS = dzdzx et S est définie pour z = —L/2 — L/2 et

z=0— h.
> Force élémentaire : la pression est constante P = Py et donc dF = +P0dxdz?y
> Résultante des forces de pression : F = [[;dF

N L/2 h
F = PO/ dx/ dz = PyhL€,
a=—L/2 2=0

. . dpP L .
2. Equation de la statique : — = —pg. Comme p est constant, on peut intégrer facilement et, avec
z
les CL P(z = h) = Py on trouve : P(z) = Py + pg(h — z).
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3. Surface élémentaire et surface totale : dS = dzdz et S est définie pour z = —L/2 — L/2 et
z2=0—h.
Force élémentaire : dF = —P(2)dzdz €,

> Résultante des forces de pression : F = Il dF

N L/2 h
F = —E’y/ dl‘/ (Po+ pg(h —2))dz
x=—L/2 z=0

/h (Po+ pg(h — 2))dz = [Pyz + pg (h= - zQ/z)K = Roh+ pg (h* = h?/2) = Poh + pgh? /2

Finalement : F = — (Poh + pgh?/2) L€ ,.

4.2 Force exercée sur une paroi courbe et lois de symétrie

On cherche a calculer la résultante des forces de pression exercée par un fluide sur un demi-cylindre
de centre O, de rayon R et de hauteur h. L’axe du cylindre est suivant (Oz), verticale ascendante de la
pesanteur.

L’accélération de la pesanteur est perpendiculaire
auplan § = —g¢..

On remarque que l'axe (Oy) est un axe de sy-
métrie (le plan (Oyz) est un plan de symétrie). On
admettra alors que la résultante des forces de pres-
sion est suivant cet axe (contenu dans ce plan).

O

Propriété. Résultante des forces de pression et symétrie
Si le systéme posséde un axe de symétrie (un plan de symétrie) alors la résultante des forces de pression
est suivant cet axe de symétrie (contenu dans ce plan de symétrie).

Exemple 4 : Calculons la résultante des forces de pression en prenant comme champ de
pression P(z) = Py + pg(h — z).

> Surface élémentaire et surface totale
ici on choisit une surface élémentaire cylindrique : dS = Rdfdz et la surface est définie pour z =0 — h
et 0 =0— .

> Force de pression élémentaire : dF = —P(2)RdOdz¢€,
Utilisation de la symétrie : seule la composante suivant €, est non-nulle = on projette dF sur (€2, €y).

dF = —P(2)Rd0dz (cos €, +sinhey)

On ne calculera que la résultante de dF y = —P(z)Rsin #dfdz, l'autre valant forcément 0

> Résultante des forces de pression
- — h 0
F://dF:—/ dz do (Po + pg(h — z)) Rcos 0
S =0 6=0
On calcule séparément :
/ d0 (P + pg(h — 2)) R = (Po + pg(h — 2)) R/ cos0d0 = (Py + pg(h — 2)) Rx [~ cosdT
=0 0

——

—(cosm—cos 0)=2
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On calcule alors : [ 2R (Py + pg(h — 2)) = 2R (Poh + pgh?/2) (cf avant).
Finalement F = —2R (Poh + pgh?/2) €.

Remarque : Si on avait calculer la résultante de dF, on serait tombé sur Jo dfcost =
[sinf]j = sinm —sin0 = 0.
4.3 Théoreme d’Archimede

» Théoréme

On considére un corps solide de volume V', délimité par une surface fermée (S), totalement immergé
dans un fluide au repos soumis & un champ de pesanteur ¢.

Définition. Poussée d’Archimeéde

> La poussée d’Archimede i 4 représente la résultante des forces de pression qui s’exerce sur un solide
immergé.
> Elle est égale a ’'opposé du poids du volume d’eau déplacé :

My =—psVyg

avec py la masse volumique du fluide, V' le volume de solide immergé.
> Elle s’applique au centre de la partie immergée (coucou la mécanique des solides ...).

1. Pour ce la formule de la poussée d’Archimede fonctionne, le solide doit étre totalement ou partiellement
immergé (i.e. de l’eau tout autour) dans le fluide. Ce n’est pas le cas des exemples des barrages précé-
dent.

2. Si le solide est partiellement immergé, le volume & prendre en compte est celui de la partie immergée.
» Application

Exemple 5 : L’iceberg qui fond

verre).

la masse volumique de I'eau solide (glace).

en fonction de p; et pg.

quide.

CORRECTION

1. Le glagon est a ’équilibre. La somme des forces extérieures vaut donc 0. Avec un axe verticale ascendant
(Oz) on a :

16/17

On considére un bloc de glace en équilibre dans
de l'eau (iceberg dans la mer ou glagon dans un

On note p; la masse volumique de I'eau liquide et p,

1. Exprimer le rapport V'/V, avec V' le volume
d’eau immergé et V le volume total de la glace

2. Le glagon fond : quel est le nouveau volume V"
que prend l'eau qui le constituait désormais li-



Chap XXV : Statique des fluides Pierre Soulard

> poids du glagon : m¢ = —Vp,g¥€.
> poussée d’Archimede : —m/g = +V — pyg€..
A Déquilibre on a : Vp, = V'p; done V' /V = pg/p; soit environ 9/10.

2. Quand le glagon fond, sa masse mg se conserve. Son nouveau volume V" (sous forme liquide) vérifie
donc : V"pp = mg = Vpy done V' = p,/pV =V’
Lorsque le glacon fond, il occupe la méme place que son volume anciennement immergé. Le niveau de
I’eau ne varie donc pas lorsque le glagon fond. Question : qu’est-ce qui fait donc monter le niveau des
océans alors?

17/17



BRI Différents modeles de 'atmosphere

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Atmosphére isotherme et avec un gradient de température

L’air de 'atmospheére est essentiellement consti-
tué d’un mélange de diazote, de dioxygene, d’argon
et de gaz carbonique. Cette composition est a peu

pres constante jusqu’a une altitude de 85kilometre. Thermosphére
On considerera par la suite que lair est un gaz par- o0k Mésopause
. . m
fait de masse molaire M.
. fp s
On se propose dans cet exercice d’étudier plu- " Mésosphire
. e ) R
sieurs modélisation de ’atmosphere afin de rendre [
. , . = Stratopause
compte des constatations expérimentales. On no- E 50 km
tera g le champ de pesanteur supposé uniforme, R = s -
la constante des gaz parfaits. LELoSPUELE
Tropopause
L. . 10 km =
On considere dans un premier temps que la tem- Troposphére
pérature de l'air est constant, notée Tp. On prendra ST 0°C  15°C  60°C
un axe z orienté vers le haut avec comme origine la TEMPERATURE

surface terrestre.

1. Déterminer ’expression de la pression P a une altitude z.

2. Critiquer le modele isotherme de la troposhere a ’aide du document fourni.

On propose un modele affine, 7'(2) = a + bz, pour la variation de la température dans la troposhere.
3. Donner les dimensions et les unités des coefficients a et b. A I'aide du document fourni, estimer a et b.

4. A Taide de ce modele de température, donner le champ de pression dans 'atmosphere terrestre. Ce
dernier vous parait-il plus réaliste ?

Atmosphere adiabatique

On cherche a expliquer la variation de température précédemment modéliser. On décide de s’intéresser
aux échanges d’énergie entre les particule fluides de 'atmosphére. On modélise 'atmosphére comme une
atmosphere adiabatique. On étudie une particule de fluide initialement situé au niveau de la surface terrestre
(température Ty, pression Py) qui s’éléve a une altitude z. On suppose la transformation adiabatique et
réversible.

1. Montrer que la grandeur InT'(z) + f1n P(z) est constant. On exprimera § en fonction de 7.

2. En dérivant la relation précédente montrer que :

dT dpP
B =0

dT
3. En déduire le gradient de la température - en fonction de v, M, g et R. Donner sa valeur pour air
z

atmosphérique et la comparer a celle mesurée expérimentalement.

4. En utilisant expression du champ de température T'(z), montrer que le champ de pression P(z) se met
sous la forme :

P(z) =P (1 - %z)a

On exprimera « et K en fonction de v, M, g et R

Pierre Soulard - 1/1



U Différents modeles de 'atmospheére

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Atmosphére isotherme et avec un gradient de température

1. Cf cours

2. Sur le document, on remarque que la température varie tout au long de la troposphere : un modele
isotherme, ou la température est fixe, semble tres peu réaliste.
On propose un modele affine, 7'(2) = a + bz, pour la variation de la température dans la troposphere.

3. Par analyse dimensionnelle : [T] = [a] ET [T] = [a][#]

> [a]
>

[b]

[T]/]z] = ©/L donc [b] =K.m™*

O ( & & Attention ! T c’est le temps!) donc [a] = K.
]

Pour un modele f[X] = aX + b on trouve :
> b= f[0)
F[Xmnaz) — F[O]
Xmax -0

> a=

Méthode en DS. Pente et coefficient directeur

On trouve ici @ = 15°C et b= —8,5 107 3K.m .

4. On applique la méthode !!
> Schéma et axes
> Equation de la statique
> Expression de la masse volumique
> Intégration

> Schéma et axes

T=a+bz l

[

O D
> Intégration

M. :
On a alors : airg P[]

&~ Ra+bn

> Equation de la statique
axe est orienté vers le haut donc :

dpP
e
é & & Attention ! gaz = p varie.

> Expression de la masse volumique

on applique les GP a une particule de fluide de

volume dr :
_m nMeir
p= dr  dr
Mair Mair
p— P pu—
’= A = Rar o P

Une équation différentielle, on vérifie si ¢’est une forme "classique"

Pierre Soulard -
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wo

X +wiX = ...
Q 0

X:C;X—I—X/T:....;X—i—w%X:...;X—I—
Sinon = séparation des variables!

On sépare donc les variables et on intégre entre z = 0 et z quelconque :

dP _ Mgrg dz N /P[Z}dP_M,mg z dz P[] _Mairglna—i-Bz

1 =
P R atbz  Jog P R Jgatbz: ~ "R Rb a

Mairg
-
Soit finalement P[z] = Py (a—Zz) Rb

Cette expression du champ de pression prend en compte les variations de températures observées expé-
rimentalement dans I’atmosphere : il est plus satisfaisant. Néanmoins, le modele proposé pour T est ad
hoc : on ne sait pas expliquer un tel gradient de température. C’est ce qu’on va chercher a faire dans
une deuxieme partie.

Atmosphere adiabatique

1. Adiabatique et réversible = Laplace avec P et T'

P[] INz) = PélfV)MTo = In (P[z](lfw)/WT[z]) =cst = InT(z) + il In P(z) = Cst
Y

2. On dérive par rapport au z :

dT 1 dP 1 dT dP dT dP
4B =0 48 =0 = = +8—==0
dzT[z]+ﬁdzP[z] T +BP - T +BP

S Astuce : si on cherche une expression en 5d = on pense au log!

5z . ;s . dT _ 5T dp _ ﬁ Mairg
3. Avec I’équation précédente on a : L= P4 PT X =T

Mair
Plz] = 5Tg

On retrouve bien une dérivée de la température constante (et négative car f < 0!) comme précédemment !

v — 1 Mguirg

R
Pexpression trouvée précédemment a la Q4 (ou refaire 'étude de P[z] ¢a ne fait pas de mal) pour
trouver :

4. 1l suffit de remarquer qu’on vient de montrer que a = Ty et b = — . On peut reprendre

_Mairgx_ Y R
7, Y"1 Meirg N7 R Ty =1 Muing g
Yy R (v = 1)Mairg )_7—1
= Plz]=P (1 - 1——27
To 12 0 ( YRT) ‘

2/2



Rl Statique des Fluides

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSIB

Calcul de champ de pression
Exercice 1 - Eau compressible :

On s’intéresse & deux modeles pour étudier le champ de pression dans les océans :
> un modele d’eau incompressible et indilatable, champ de pression P|[z]
> un modele d’eau compressible, champ de pression P (2]
On graduera ’axe des z vers le bas depuis la surface (z = 0) en contact avec atmosphere, de pression
constante P, = 1,0.10° Pa.. On note po la masse volumique de 1'eau a z = 0.

1. Exprimer le champ de pression P[z] dans le cas d’'un modeéle incompressible. Calculer la pression pour
une profondeur h = 30m et H = 3000m.
On suppose maintenant I’eau compressible. On définit yr, le coefficient de compressibilité isotherme on
a:

1d
dP = — % avec xr =4,9.1071°8T
XT P

ou p est la masse volumique de I’eau a la profondeur z.
2. Donner la dimension et 'unité de xp
3. Donner ’équation différentielle dont p est solution et démontrer que p(z) se met sous la forme suivante :

Po

pP\Z)=7— —"—"—
) 1 — pogxrz
4. En déduire la nouvelle expression de la pression ]S(z)

5. Calculer la nouvelle pression pour une profondeur h = 30m et H = 3000m. Comparer aux valeurs
trouvée a la question 1.
Exercice 2 - Définition de la pression au cceur d’une étoile

On assimile une étoile & une sphere de rayon Ry, de masse M, de masse volumique p constante,
et constituée d’hydrogene atomique gazeux que 'on peut considérer comme un gaz partait. Le fluide
se trouve en équilibre hydrostatique. On rappelle que la constante de gravitation universelle vaut G =
6,67.107 ! unités SI.

On peut montrer que le champ de gravitation ? existant a la distance r < Ry du centre O de ’étoile
est de la forme :

F(r) = —g%}%a

On admettra dans cet exercice que la loi de la statique des fluides est vraie vis-a-vis de la distance au centre
de I'étoile 7.

1. Calculer la loi de pression P(r) dans I’étoile, en considérant que la pression a sa surface est nulle.

2. En déduire 'expression de la pression en O, puis celle de la température en ce point.

3. Faire les applications numériques pour le soleil sachant que Ry = 696000 km et M = 2.10%° kg.
Les modeles de structure stellaire complexes donnent au centre du soleil les valeurs de 2,2.10'6 Pa et
15.105 K. Commenter les résultats obtenus.

Données : Masse molaire de I'hydrogene M) = 1g/mol, R = 8,314J.K ~'.mol~!

Pierre Soulard - 1/4



TD25 : Statique des Fluides Pierre Soulard

Poussée d’Archimede
Exercice 3 - Solide a l’interface entre deux liquides :

Un bouchon de forme cylindrique, de hauteur h et de surface s (masse volumique p = 850kg.m™3)
est immergée dans un récipient cylindrique de surface S. Il contient un volume Vo, = 1S d’eau (p1 =
1000kg.m~3) et un volume Viyiie = h2S d’huile (po = 750kg.m~3) non miscibles.

1. Quel liquide se trouvera au dessus de 'autre ? Faire un schéma du systeme

2. On choisit un axe verticale orienté vers le haut dont l'origine O se trouve au fond du récipient.
Donner le champ de pression dans tout le systéme.

3. Trouver la hauteur dh de la partie du solide immergée dans 1’eau.

Exercice 4 - Ascension d’une montgolfiére :

Nous supposons 'atmosphere isotherme (température 7' = 290 K), constituée d’air au repos, assimilé a
un gaz parfait de masse molaire uniforme (M = 29 g.mol~!). Le champ de gravitation est également supposé
de norme ¢ uniforme aux altitudes considérées. L’axe (Oz) est orienté suivant la verticale ascendante et, a
la surface du sol (altitude z = 0), la pression vaut Py = 10° Pa.

1. Etablir 'expression de la pression P(z) en tout point de I'atmosphére, en fonction de l'altitude z et des
autres données.

Un scientifique décide de s’envoler a bord d’une montgolfiére (sphere de rayon » = 5 m). Il la gonfle avec
de I’hélium a la pression atmosphérique et & la température ambiante T, puis il la ferme hermétiquement.
La masse totale de la montgolfiere, y compris I’hélium et le passager, est m = 600 kg.

2. Déterminer la force ascensionnelle au départ et la condition sur m pour qu’elle puisse s’envoler. Conclure.
3. Au fur et a mesure que la montgolfiere monte, comment la force ascensionnelle varie-t-elle 7 Justifier.

4. Déterminer 'altitude plafond z,,., atteinte par la montgolfiere.
5

. (*) Montrer que la dynamique du mouvement autour de 'altitude zp,ax est celle d'un oscillateur har-
monique. Pour cela on introduire la variable Az = z — zmaz. On supposera que |Az| << Zpmaz-
On rappelle que : exp(—ax) ~ 1 — ax si z << 1.

Résultante des forces de pression sur un solide
Exercice 5 - Forme d’un barrage :

On considere une retenue d’eau d’une largeur L = 600m et d’une hauteur d’eau h = 124m. On s’intéresse
dans cet exercice a la résultante des forces de pression sur le barrage suivant la forme de ce dernier. On
étudie deux architecture :

> Cas 1 : la barrage est plat : de profil, il a une forme rectangulaire
> Cas 2 : les faces du barrage sont inclinés : de profil, il a une forme de triangle

p4

$Z

ETT TP PP TSR] EEETT 2

0 > 9)

1. Pour les deux cas, exprimer le champ de pression P(z) dans 'eau.

2/4
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2. Cas 1 : exprimer la résultante des forces de pressions de l'air (& gauche) et de I'eau (a droite).

Cas 2 :

3.(a) Exprimer la surface élémentaire dS du barrage
en fonction de du et dy.
(b) Exprimer la longueur du en fonction de dz et a.
(c) En déduire une expression de dS en fonction de
dz, dy et a.

4. Montrer que la résultante des forces de pression de l'air (a gauche) du barrage est :
Fpas = PLhE, — PyLhtana@,

5. Montrer que la résultante des forces de pression de I’eau (a droite) du barrage est :

- Lh? Lh?
Fps=— (LhPo + 2pg> B — (LhPo + 2p9> tan o€,

6. Discuter I'intérét d’une telle forme pour un barrage.

Exercice 6 - Résultante des forces de pression sur un coéne (*) :

Un cone plein, de hauteur h et dont la base est un cercle de rayon R, a une masse m et repose sur le
fond plan d’une piscine remplie d’eau, de masse volumique g uniforme, sur une hauteur H.
1. Déterminer la résultante des forces de pression qui s’exercent sur le cone.

2. L’intensité de cette force est égale au poids d’un certain volume d’eau que ’on déterminera. Justifier et
vérifier le résultat.

Petits exercices comme ca ...

Ezercices pas du tout prioritaires!!

Exercice 7 - Quelques questions courtes

Profondeur des océans : Calculer en atm la pression qui régne au fond de la fosse des Mariannes (’en-
droit le plus profond de 1’Océan Pacifique : environ 11 km).

40q 00TT = o4 ,0T°1T - asuodgy
Iceberg : Un iceberg de masse volumique pp, flotte dans de I’eau ayant une masse volumique po. Que
peut-on dire sur la hauteur immergée hs et sur la hauteur hy de la pointe émergeant de I'eau?

hi  pm hi  p2—p1 hy  p2—p1 hi  p2
(@) —=—; (b) —= ;o (o) - = ;o (d) 5— =
ha  p2 ho P2 ho P ha  p1
h
(e) h—l dépend de la forme de la pointe
2
SIUWNON §3] ULIIUOD UOUDJL DT (2) : asuodgy]

Glacon : Un glagon flotte dans un verre d’eau rempli a ras bord. Que se passe-t-il une fois que le glagon
a fondu totalement.

DI, ] 9P NDIAU NP ISSIDQ 9P LU “YUIUIPLOGIP 2P SDJ : aSU0day]
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...... :
& ey’
SRRl
T

Equation barométrique : Le récipient fermé ci-dessous contient de l'eau et de l’air. Dans quelle partie
verticale la pression de l'air est-elle la plus haute et dans quelle partie est- elle la plus basse ?

S > &1 > T4 > Vg : asuoday
Les glagons : Dans les glacons flottant dans les verres ci-dessus on a emprisonné une bulle d’air (1), de
I'eau (2) et un clou (3). Que peut-on dire des niveaux d’eau dans chacun des verres une fois que les
glacons auront fondu ?

a) Seul le verre 3 déborde

b) Le niveau d’eau du verre 3 baisse et les autres ne bougent pas

d) Tous débordent

(
(
(¢) Le niveau du verre 1 ne bouge pas et les autres débordent
(
(e) Tous restent au méme niveau

(q) : asuoday
Densité : Le récipient ci-dessous contient en tout quatre liquides différents. Classer les dans l'ordre des
densités croissantes.

= - - —1--- - Jhi ¥
| T2 | O A h2

ed > vd > €d > 1d : asuody
Presse hydraulique : Deux cylindres verticaux, de section horizontale A; et As remplis d’huile sont
reliés par un tuyau horizontal. Les cylindres sont fermés par des pistons faits du méme métal. Que
peut-on dire des épaisseurs hy et ho des cylindres, sachant que le tout est a I’équilibre 7

ey = Ty : 9suody]

4/4



Rl Statique des Fluides

Lycée Louis Thuillier - Physique-Chimie - PCSI2 - 2023-2024

Calcul de champ de pression

Exercice 1 - Eau compressible :

On trouve P[z] = Py + pogz soit P[h] = 3,94bar et P[H| = 295bar.

I S (7 S S R
2. [XT]—@W—W—Pa =kg™'m.s".

) dpP
3. > Equation de la statique : i é & & Attention ! p = p[z] # po!!
z
~ o~ 1d
> Lien entre p et P:dP = —

XT P
On remplace dP dans I’équation de la statique :

1 1dp dp
e =pg = = gx1p’
xt pdz dz

C’est pas une équation différentielle "classique" = Séparation des variables et on integre

d 17¢E 11
—5 =gxrdz = [—} =gxrlzly = = — — = —gxr?
p £l plzl  po
. Po
On trouve alors bien p(z) = ————.
1 — pogxrz

4. On injecte p[z] dans I’équation de la statique : — = L —
dz 1—pogxrz

C’est pas une équation différentielle "classique" = Séparation des variables et on intégre

dz ~ -1 ¢
= Plz] — Py = pog In (1 — pogxr2)

dP = pog—————
1 — pogxrz POIXT 0

- 1
On trouve : Plz] = Pp — — In (1 — pogxr2).
XT

5. On trouve ]5[h] = 3,94bar et ]5[H ] = 297bar. On remarque que P > P et que l'écart se ressent plus a

grande profondeur.

Exercice 2 - Définition de la pression au cceur d’une étoile

1. > Equation de la statique : — = —ug § & & Attention ! ’axe va du centre vers l'extérieur, donc

dr
opposé a (Or).

é & & Attention ! g varie donc on ne peut pas intégrer de suite

dP Mp r Mpr?
& _gEET o pil= —gET
dr R, U a2 ¢
T ) . Mp o o
Condition limite : P[r = R] =0, c’est le vide. Donc P[r] = Y (R* —1?).
0

Pierre Soulard -
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M
2. Au center 7 = 0 et donc P[0] = gﬁ. Avec les GP, on a :
0

PO}V _ POIMV _ POJM

TI0] =
0] nRk R m uR

3. Pour trouver p =masse/volume de 1’étoile p = On fait les AN et on trouve quelque chose

M
ATR3/3’
d’assez proche.

Poussée d’Archimede

Exercice 3 - Solide a I’interface entre deux liquides :

1. L’huile est moins dense que 1’eau, elle sera donc z
au dessus.

2. On applique la loi de la statique dans chacun des A
deux fluides :

P
- = —pP19 l
ﬁ o :ho g

P =—pigz+C1
Py, = —pagz 4+ Co

Condition limite : Py(h; + ha) = Py et (conti-
nuité de la pression) Pi(h1) = Py(h1)

Py = —p2g(h1 + he) + C4
—p1gh1 + C1 = —paght + Ca

Donc Cy = Py + p2g(h1 + ha) et Co = C1+ (p2 —
p1)ghi.

O

3. On a un solide plongé dans un liquide & ’équilibre = Poussée d’Archimeéde + Somme des forces =0
> poids du bouchon : mq = hspg.

> poussée d’Archimede du liquide 1 : ﬁl = —Vip1 g avec V; le volume immergé du bouchon dans le
liquide 1, V; = séh

> poussée d’Archimede du liquide 2 : ﬁg = —Vapo g avec Vs le volume immergé du bouchon dans le
liquide 2, Vo = s(h — 0h)

STF=T = hsp—s6hpi —s(h—h)ps =0 = h= L—L2p,
P1 — P2

Exercice 4 - Ascension d’une montgolfiére :
1. Cf cours!

2. Force ascensionelle est due a la poussée d’Archimede : o= —V pair g avec V le volume de la montgolfiere
V = 47r3/3 et pair = M P[z]/RT.
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> AP M P
Au ni d 1: 11 = €.
u niveau du so + 3 RT ge
47r3 M P,
Pour que la montgolfiere décolle IT > mg soit m < %.

3. Au fur et a mesure que la montgolfiere monte, la pression diminue donc la force ascensionnelle diminue
également.

4. Si on ne voit pas bien quoi faire ... on est en mécanique ... on applique le PFD § § & Attention ! on
ne perd pas le déroulé du PFD = on se réfere a sa fiche méthode!!

> Vecteur cinématiques : f

OM=:(1)8,; T=4¢.; T =452, .l
> Forces : poids —mge . ; poussée d’Archimeéde M

= 43 M P, M -

T =+ T e || 7

.mg

> PFD : :

. N A3 M P,y [ Mg ] o

= — ———— X —— -
mz mg sar P |~ RrA| Y

A Taltitude plafond, le systéme est a ’équilibre donc 2 = 0. On cherche alors :

43 M P, [ Mg ] RT . 4nr3MP,
—mg+ ——=-—€Xp |— 5+ = Zmaz = e —

3RT T Mg " 3mRT

5. (*) Avec Az on a z = zymae + Az et :

[Mg} {MQ(A—F )} [ My }x Mg Az
exp |——=z| =exp |——= (Az + z =exp |——=z exp | — == Zmaz ——
p RT p RT max p T RT max p RT “max s
———
o x
3mgRT
La premiere exponentielle est égale a : exp {Rz‘?zmaz_ = #]WPO (¢f avant) et la deuxieéme a la
forme du DL. o smaRT M A
. g mg g z
On fait le DL : - —— 1-——= —_—
Hiatt e eXp[ RTZ} Axr3MPy ( RTZmaxzmax)
Le PFD s’écrit alors :
. Arr3M Py 3mgRT y ( ) Mg A >
mz = —m — —=Az
9T T3RT 4nrSMP, RT

Ds termes de simplifient et on trouve :

M . M
mzz—mg+mg(l—]£Az> = Az—i—miRgTAz:O

On retrouve bien I’équation d’un oscillateur harmonique.
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Résultante des forces de pression sur un solide
Exercice 5 - Forme d’un barrage :

1. Cf cours : Plz]| = Po+ pog(h — z)

2. Cf cours : § & & Attention ! c’est du cours mais ce n’est pas facile pour autant. Il faut a chaque étape

bien comprendre ce que 'on fait !
Cas 2:

3.(a) c’est un carré de coté du et dy donc dS = dudy
(b) un peu de trigo ... du = dz/cos
(c) dS = dydz/ cos

4. > surface élémentaire et totale :
dS =dydz/cosaet S:y:0—Letz:0— h.

> force élémentaire :

dzdy
cos

dF = —PydST = — P,

(—cosa€, +sinae,)

> force totale :

- L h de’dy — . — — —
Fp7a72:—/ / Py (—cosa€, +sinae,) = PLhe, — PhpLhtana€,
y=0 J2z=0 COS @

5. b» surface élémentaire et totale :
dS =dydz/cosaet S:y:0— Letz:0— h.

> force élémentaire :

= R dzd
dF = — (Py + pog(h — 2))dST = — (Py + pog(h — 2)) Cosi/

(cosa€, +sina’e.)

> force totale :

2 Loorh dad R R
FP,a,z:—/ / (Po + pog(h — 2)) y(cosae$+sinaez)
y=0J2=0 CcOS &

Astuce : le vecteur 7 = cosa€, + sina '€, est une constante, on peut le sortir de I'intégrale !

—> . —>
COSQ €y +SInae,

—
FP,a,2 = -
COS &

L h

[ [ R+ pogn = 2)) dady
y=0 Jz=0

et on retrouve 'intégrale "classique' du cours ...

> Lh? N Lh? N
Fpo=— <LhP0 + 2pg> €x — (LhPo + 2pg> tana’e,

6. Contrairement a la forme droite, la résultante des forces de pression sur un barrage triangulaire possede
une composante suivant €,. Cela permet "d’enfoncer" le barrage dans le sol, augmentant sa stabilité
(par exemple, il a moins de chance de basculer).
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