Cahier de calcul

échauffements, entrainements et approfondissements

Terminale Spécialité
1515 calculs




Page web du Cahier de calcul,
derniéres versions

OprA0

Ot o

Ce cahier de calcul a été écrit collectivement par une équipe composée de professeurs en classes
préparatoires et de professeurs en lycée.

Conception et coordination

Colas BARDAVID

Aide a la coordination

Jérome TROCHON

Equipe des auteurs

Colas BARDAVID
Romain BAssON
Ménard BOURGADE
Alain CAMANES
Carole CHABANIER

Mathilde COLIN DE VERDIERE

Genevieve DAVION
Eliane GAyouT

Relecture

Christopher GOYET
Hélene GROS
Benjamin GROUX
Jason LAPEYRONNIE
Frangois LAURENT
Steven Lu

Lionel MAGNIS
Quang-Thai NGo

Anthony OLLIVIER
Alan PELLE

Nicolas POPOFF
Jean-Philippe SPRIET
Jérome TROCHON

Rémy ArLLou, Van Bien Bui, Thibaut DEHEUVELS, Anne-Lucie DELVALLEZ, Pierre CAUCHOIS,
Anne FOUBERT, Jérome GARTNER, Eliane GAyouT, William GREGORY, Jonathan HARTER,

Marie HEZARD, Sandrine et Hadrien LAROME, Landry LAVOINE, Blaise LE MEAUX, Arthur MEYER,

Pedro MONTOYA, Ines NEBZRY, Sébastien PELLERIN

Illustrations

Le pictogramme de ’horloge a été créé par Ralf SCHMITZER (The Noun Project).
Le pictogramme de la roue crantée a été créé par AFY STuDIO (The Noun Project).
Le pictogramme de la calculatrice a été créé par Sita RAISITA (The Noun Project).

Le pictogramme du bateau a été créé par MELLO (The Noun Project).

L’illustration de la couverture a été réalisée par Colas BARDAVID, sur une idée de Yassine PATEL, d’aprées
les biomorphes de Clifford PICKOVER. Elle illustre les propriétés de certaines fonctions.

Version 1.5.0 — 25 janvier 2025


https://colasbd.github.io/cdc-lycee/

Sommaire

INETOAUCTION. . . .\ e v
|Conventions suivies dans ce livre| ..................................................................... vii
Limites

| Fiche 1. Limites de fonctions| .................................................................... 3
| Fiche 2. Limites de suites|. ............. ... . ... .. 9
Logarithme

| Fiche 3.  Propriétés algébriques du logarithme Il................ ... ... 15
| Fiche 4. Propriétés algébriques du logarithme II| ................................................ 19
| Fiche 5. Dérivée du logarithme| ................................................................. 24
Fonctions trigonométriques

| Fiche 6. Fonctions trigonométriques| ............................................................ 28
| Fiche 7. Dérivation des fonctions trigonométriques|. ...... ..., 36
Dérivation

| Fiche 8. Révisions sur la dérivation|................. ... ... 40
| Fiche 9. Dérivée des fonctions composées| ....................................................... 44
Convexité

| Fiche 10. COnVEXItE]. ... ... o 49
Primitives

| Fiche 11. Primitives I| ............................................................................ 57
| Fiche 12. Primitives II| ........................................................................... 61
| Fiche 13. Primitives ITI|.......... ... .. . 66

iii



O

Ooogodg

0o

Equations différentielles

| Fiche 14. Equations différentielles II .............................................................. 72
| Fiche 15. Equations différentielles II| ............................................................. 75
Intégration

| Fiche 16. Intégration I|......... ... .. ... . 82
| Fiche 17. Intégration II| .......................................................................... 84
| Fiche 18. Intégration ITI|. .. ... ... ... .. ... . . i i 87
| Fiche 19. Intégration par parties I| ............................................................... 91
| Fiche 20. Intégration par parties II|........... ... ... . ... 94
| Fiche 21. Intégration des fonctions trigonométriques|............couiiiiiiiiii i 98

Combinatoire et dénombrement

| Fiche 22. Cardinaux et coefficients binomiaux| .................................................. 102
| Fiche 23. Dénombrement I| ..................................................................... 108
| Fiche 24. Dénombrement II] ..................................................................... 114
Probabilités

| Fiche 25. Généralités sur les probabilités|. ............. ... 119
| Fiche 26. Autour de la loi binomiale| ............................................................ 126

Géométrie dans ’espace

| Fiche 27. Droites dans 1’espace| ................................................................. 133
| Fiche 28. Produit scalaire dans 1’espace| ......................................................... 138
| Fiche 29. Plans et spheres dans l’espace| ........................................................ 145




Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice
est strictement et formellement interdit.

.F
l-n-

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a [’étudiant
un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par ’école.

On lui reprochait son c6té rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éléves des fiches de calcul.

Certes, savoir chercher est essentiel ; mais, tout de méme, ce faisant, on a formé des éléves a qui il manquait
quelque chose de fondamental.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.
e Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(x) en une autre expression B(z).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, l'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction & prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

e Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

¢ Le calcul donne des idées.

Face & un probleme mathématique, étre fort en calcul est tres utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

e Le calcul est comme un échauffement mathématique.
e Le calcul est a priori une activité sans piege.
Il suffit de suivre les régles méthodiquement.

e Le calcul peut méme étre ludique!




L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est ’outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter I’aide et les outils pour réussir.

Pour profiter totalement de cet outil, pratiquez réguliérement : nous vous conseillons de faire (au moins)
quinze minutes de calcul chaque jour.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée a vous entrainer sur les fondamentaux ;
o la partie principale, qui porte sur le theme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes
Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :

o des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale ;

e des roues crantées é pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ¢ Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque d faire,
n’hésitez pas a nous écrire d l'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
Uidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t — 5t* — 3t + 25t% + 10t — 1,
on considérera le polynéme
5X* —3X3% +25X% + 10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X? —3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1*>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x 1—=x
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans 'exemple précédent, il est sous-entendu
que x est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs ¢ vous!
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Term-LIM-01 Fiche de calcul n°1 Limites

Limites de fonctions

Quelques calculs généraux pour commencer
e

=

Soit € R*. Simplifier les expressions suivantes.

) x3 + 22 ) x3 + 22 + x*
) e 0)
x a2
1 1
b) 3 —4+=) .
) @ (ac + x?’)
Calcul 1.2 4
Soit & € R. Simplifier les expressions suivantes.
er—i—l
a) X xe T L C) —— i
e*fl‘
3
b) . d) o= tetl o gmattdz
e.’l?

Fractions, polynémes et racines
)

Calcul 1.3] — Détection de forme indéterminée (I). 00

Pour chaque expression suivante, dire s’il s’agit d’'une forme indéterminée, auquel cas on ne cherchera pas
a calculer la limite et on écrira « FI » dans le cadre-réponse; s’il ne s’agit pas d’une forme indéterminée,
on donnera la limite en question.

In(z

a) €' —x,en 400 ... c) SO F00 i
1

b) e —x,en —0o ..., d) nﬂ(f), en 07 ...l

Calcul 1.4 — Détection de forme indéterminée (II). 00

Méme exercice.

a) cos(x)’ en 07 ... c) sm(:r)’ e D i
" cos(z) 2

b) Sm(m)7 en 0" ...l d) Sln(x)7 en .
x cos(z) 2

Fiche n° 1. Limites de fonctions 3



Déterminer les limites suivantes.

On mettra en facteur des termes dominants pour lever l'indétermination.

. 22 +1
a) lim —— ..o
r——400 €T

3
b) lim v+l

oo X2 —

salcul 1.6

Meéme exercice.

. Vit 4z
a) lim —— ...

r—too 1+ 2

Déterminer les limites suivantes.

) I 1 1
a 1m B =
=0+ \z 2

b) lim ((m + 2)2 — Jc2) ...........

T—>+00

alcul 1.8

) vt + 323
lim —————

z—+oo —2x2 4+ 7

11

lim %2
T—+00 1 1
xr x

Chercher des facteurs communs afin de simplifier la fraction, pour lever 'indétermination, puis donner la

limite des expressions suivantes.

|
a) lim —— ...
z—1 ¢ —1
|

b)

Méme exercice.

On cherchera au préalable da factoriser les polynémes au numérateur et au dénominateur.

. 22 -1
a) lim ————
z—1 22 — 3z + 2
2 —x—6

b lim ————
) z—1>H—12 x2 + 2z

Fiche n° 1. Limites de fonctions



— Une identité remarquable de degré 3.

En utilisant la formule
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?),

valable pour tous a,b € R, déterminer les limites suivantes.

z®—1 3 + 8

a) lim —— ..o b) lim —— ...

z——-2 1+ 2

Calcul 1.11| — En utilisant la quantité conjuguée (I).
On souhaite déterminer la limite de v/22 + 1 — 2 en +o0.

(Va2 +1—2)(Va2 +1+x)
a) A-ton Vz24+1—z= /R
) Va2 +1+z

b) Développer (\/ 2 +1-— ;z:) ( 2 +1+ x) ...............................

¢) En déduire lim (\/ x24+1-— x) .........................................

—+00

Calcul 1.12| — En utilisant la quantité conjuguée (II).

En adaptant la technique précédente pour lever I'indétermination, calculer les limites suivantes.

1
a) M e

eotoo \al tx —
b) lim< x+\/5—\/5) ..................................................

r——+0o0

Croissances comparées

Calcul 1.13| — En factorisant (I).

Calculer :

alcul 1.14

1
En posant X = —, déterminer les limites suivantes.
x

8

a) lim xer ... b) lim
z—0+

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.15| — En factorisant (II).

Calculer les limites suivantes.

(In(2))? 7

d) z—+o0 34 21n(x)

Calcul 1.16) — Une limite classique.

Quelle est la limite de z +— xIn(x) en 07 ?

Calcul 1.17) — Une puissance de puissance.

Pour a > 0 et b € R, on définit a® = €° In(a)

1

a) Que vaut z” pour z = 5 S
. 1

b) Que vaut 2” pour z = 1 S

¢) Déterminer lim =% ....... ... .. ... i

z—0t

En mettant en facteur 'exponentielle, déterminer lir_~r_1 (In(e®4+4x) —x) oo,
z—

a) Déterminer lim ( ln(m)—ln(x)) ...................

T—+00

In(z)

b) En écrivant x = e , en déduire lim

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Autour du taux d’accroissement

Jalcul 1.20] — Limites de taux d’accroissement. 00
z) — f(a
Rappelons que si une fonction f est dérivable en a, alors on a | lim M = f'(a).
T—a Tr—a
, . . T — . . . T A f(l')—f(o) 9N
Par exemple, pour déterminer hrr%] , on introduit f : z —— e®, et on reconnait 0 D’ou
T— X
e’ —1
li =f'(0)=¢e"=1.
= = 0=

En reconnaissant des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

a) lm @=L ¢ lim 2
x—0 xT x—0 €T

b) fim BOFO d) lim 2@ = In?)
z—0 x z—2 xr—2

Calculs plus avancés

Calcul 1.21| — Autour du taux d’accroissement de ’exponentielle.

‘1“_

On rappelle que lir% = 1. Calculer :
z—
2
z* _q 2z 1
a) lim L c) lim C
z—0 X z—0 e
IZ
-1
b) lim S d) lim z(er —1) ....
x—0 x x—4-00

Calcul 1.22| — D’autres taux d’accroissement.

En faisant apparaitre des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

T

lim ————
) 250 In(1 + 2x)

1 — cos(z)

b) 250 In(1+ x)

Calcul 1.23| — Une limite farouche.
Déterminer hrf \/x3 +\zt+ 2035 +1— \/x3 + 1\ xt +as 41
Tr—r+00

2.3

o

FdE P

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.24] — Une limite remarquable ?

In(1 + z) _

On rappelle que lim
x—0 ar

a) Pour a # 0 fixé, déterminer lim

z—0

In(1 + ax)

T

FPEF

1
b) Déterminer lim Iln(l—i—;)

T—+00

Pour a > 0 et € R, on définit a” en posant m

1 x
c) lim <1~|——> .
T——400 T

St vous trouvez 1 ou +00, vous avez faux! ... ... ..

Déterminer

Calcul 1.25| — Avec des formules de trigonométrie (I). PP PP

Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.

a) Exprimer cos(z) en fonction de sin(g)

sin(x)

=1, en déduire lim
z—0

b) En utilisant que lim
z—0

Calcul 1.26] — Avec des formules de trigonométrie (II). Ffbd

Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.

Déterminer :
a) lim sin(2z) b) lim cos(z) — sin(x)
B ) M — sy

Réponses mélangées

400 400 1 1 FI 400 3 400 — r+1+2° 1 oui
1 —00 3 2 1 —00 e’ 1 -1 0 400 0 —00
2?41 +00 e?® g3 tl 400 1 a 400 0 e T+3 12
1-—- ZSin2(§> 0 2?4+ -2 @ 400 2 FI e —00 2
g —00 0 % +00 0 f% 1 0 % +o0 0 %

i 0 g -2 1 0 —% —% % —00 g FI gletl

» [Réponses et corrigés page 154

8 Fiche n° 1. Limites de fonctions



Term-LIM-02 Fiche de calcul n°2 Limites

Limites de suites

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 2.1 — Quelques équations. 4

Donner la solution dans R des équations suivantes.

10 ) r+5 2x+5
— = =0 ... ) /== ——— e
@) 3oty ) T 2T el
3z + 2
b =1
) —2z 3
Calcul 2.2] — Quelques inéquations. 44

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

On donnera la solution sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de deux intervalles.

) =06 >0 i

b) (22 —1)(2—=32) <O oot

20— 12
0
°) 1—=x
2
-9
Q) T 0
a5

Théorémes de comparaison
S ———————.—.—.—.—.————.———~—

— Autour de (—1)". 0

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle admet une
limite (finie ou infinie).

a) (=)™ ... d) n+(-D" ... g) cos((—=1)"m) ..
b) (=11 . e) 2n(-1)" ..... h) sin((—=1)"n) ..
c) n(=1)" ....... f) n(=1)* ...

Fiche n° 2. Limites de suites 9



00

Quelle est la limite des suites définies par les expressions suivantes ?
13\"
a — ] cos
) () st

3n

000

Soit a € R. On considére une suite réelle (uy), vérifiant

1
Vn € N*, a2—a<1+>+1—a<un<a+a.
n n

, . . a .
a) Déterminer lim a+ —, en fonction de a ..... ..o
n—o0 n

1
b) Déterminer lim <a2 - a(l + ) +1- a), en fonctionde a ...
n n

n—roo

¢) Pour quelle valeur de a le théoréme des gendarmes permet-il d’affirmer que la suite (), converge?

d) Dans ce cas, combien vaut alors 1m w, ? ...
n—oo
Calcul 2.6| — Des inégalités. o

n+ (—1)"
n—(=1)""

a) Lequel des encadrements suivants est-il vérifié ?

Soit la suite (uy,), définie sur N par u,, =

n—1 n+1 n—2 n+2
@ @n—|—1 u n—1 @n—l u n—1
n+1 n—1 n—1 n+1
< n< X Un X
®n71 U 1 @ - <u, < -
b) Quelle est la limite de la suite (Un)n ? <o vvenenone

10 Fiche n° 2. Limites de suites



— Une inégalité trés costaude. 0000

Soit a € R. On considére une suite réelle (uy ), vérifiant

6 6 2
na++/n+n a a\6 2an*+Tn+ 18
MIVETR) 12 ¢ ng( ) N
) o Su a+

Vn € N, had
" ( n n?2+n+1

a) Quel est le degré du polynome (X +1)% — X® —2X — 17 ...,

On note P = (X +1)° — X% —2X — 1. Calculer :

f)  Pour quelles valeurs de a le théoréme des gendarmes permet-il d’affirmer que la suite (u, ), converge ?

g) Combien vaut alors lim w, en fonction de a? .....................
n—oo

Formes indéterminées
(D

Calcul 2.8 — Reconnaitre une forme indéterminée (I). L4

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle présente une
forme indéterminée.

a) n?4+3n+1 . ¢) (LOOL)™ X —& ...oovint.
3 7 49 1
b e d —+—-—+—=+-—"— .......
) Vn-n ) 2 + n + n? = 8n3
Calcul 2.9 — Reconnaitre une forme indéterminée (II). 000

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle présente une
forme indéterminée.

e , )
WEE PEculRTITRRTERRPPRREIRS
b) siz_# ................... d) —42"71 x cos((—1)")

Fiche n° 2. Limites de suites 11



Calculs de limites
(D

L4
Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

9" —1
a) ny/In(n) —vnln(n)? .... c) TS ARRRRRRRRRRRRRERREE
2" — 2% V2n —1
b) o d) ———
n® — s n+ \/§
00

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

) 3n® —n? — 17 0 ()"
RO e (%)n ...................
by B=n)2+vn)
) g e d) 8 —56™ ...l
alcul 2.12 — Avec des radicaux. 000

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

Pour lever les indéterminations, on pourra utiliser la quantité conjuguée ou factoriser par les termes pré-
pondérants.

a) Vn+4d—n ool c) miomtlon

2n + 12

b) VniP42n—mn ............ d) V2n+v3n—+v2n .......

LY

Calculer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

a) M ................. c)

nyn — 2n

7—5yn
TR s

—3exp(n) + 5exp(3n) a) n + sin(n)
oxp(2n) — dexp(n)

—2n — 4 cos(n)

12 Fiche n° 2. Limites de suites



Utiliser les quantificateurs
)

Calcul 2.14| — A partir d’un certain rang ? 00

a) Ecrire avec les symboles V et 3 la phrase « la suite (un)n est croissante & partir d’un certain rang ».

b) On suppose que lim wu, = +oc.
n—oo

Peut-on en déduire, en général, que la suite (uy, ), est croissante a partir d’'un certain rang?

¢) On suppose que lim wu, =2 et que Vn € N, u,, < 2.
n—oo

Peut-on alors en déduire, en général, que la suite (u, ), est croissante & partir d’un certain rang?

Calculs plus avancés
L

On peut lever certaines formes indéterminées en utilisant le taux d’accroissement. Par exemple, comme la
fonction sinus est dérivable en 0, on sait que

lim sin(0 + h) — sin(0)

— ain/
lim = sin’(0).

Comme sin’ = cos, cela peut se réécrire

lim sin(h)

=1,
h—0 h

Dans les exercices qui suivent, on pourra utiliser de telles considérations pour répondre aux questions.

Calcul 2.15| — Taux d’accroissement. &’c?

a) Calculer lim In(1+h)
h—0 h

c
b) Calculer lim

n—oo

n—oo

c) Calculer lim n( 1+1- 1) ..................................................

Fiche n° 2. Limites de suites 13



— Une limite remarquable. C? C? C? {'P

1 n
On considére les suites (uy,), et (v, ), définies sur N* par u,, = (1 + —) et v, = In(uy).
n

Q) CALCULET Uy, « v eve ettt

b) Calculer la limite de (Un)n - vvnevnine e

¢) En déduire la Hmite de (U ) - vvnenenenen ettt

St vous trouwvez 1 ou +00, vous vous étes trompé.

FEFE

Calculer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

Réponses mélangées

dng € N,
non 11, 6] 1 1 ¥R > ng, st > a +0o0 +o0 0
1 1
© non oui 0 ®) 121, +00] -5 1, 55— let0 -3
1 2
a2 —a+1 ]—oo, 5] U [3’ +oo[ oui @ non 0 (a,b,c) = (3,3,4)
1 -1
1 1 non 3 0 non 1 0 0 5 0 V2
5
oui oui 3 @ @ non 1 +00 non oui oui
1 1 2-1 -1
3 ﬁ non - oui nln(l+ —) V2 -1,—,0
5 2v/2 5 n 2 2
400 0 +00 400 5  ]—o00,—3]UJ0,3 1 oui (4

» |Réponses et corrigés page 162|
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Term-LOG-01 Fiche de calcul n°3 Logarithme

Propriétés algébriques du logarithme 1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 3.1 — Quelques simplifications. 4
Ecrire sous forme d’une fraction irréductible les nombres suivants.
36 2 28 = 10% x 3°
— ... b) —x — . 25 . —_—
R ) 7% 16 9 = ) x5
Calcul 3.2 — Quelques équations. 4
Résoudre les équations suivantes en donnant la valeur de leur solution.
4 1 1 1
20 +4=5x—3 ... —r— === e
a) 2z+ b5x —3 c) 5%~ 3 Gar—i— 5
5
b) 24+ -=6x—5 ... d) gsc:—x+— ......................

Propriétés du logarithme
|

o

Simplifier les expressions suivantes.

2) 1n(3)+1n<%> b) In(10) — In(2) ) 2m(VT) ......

00

Exprimer les quantités suivantes a 'aide de In(2) et In(3).

a) In(32) ... d) 3In(6) —2In(4) —In(9) ..........
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— Autour de la constante « e » d’Euler.

Simplifier les expressions suivantes.

— Logarithme et fonction exponentielle.

Simplifier les expressions suivantes.

a) -G b) e3In(10) ¢) e G

Calcul 3.7] — Simplifications remarquables.

Simplifier les expressions suivantes.

Equations et inéquations

— Bien défini ? o
Indiquer pour quelles valeurs du nombre réel x les quantités suivantes sont bien définies.
a) In(1+2x) ..... b) ln(x2 — 333) . c) In (1n(x)) e
o
Quel est le signe de chacune des quantités suivantes ?
a) In(2) ......... c) In(0,8) ....... e) In(0,8%) ......
1
b) ln<4> ....... d) (In(0,8))* .... f) W(3)—1.....
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— Bien défini 7

a) Pour quelles valeurs du réel z la quantité In(1 — In(x)) est-elle bien définie? ...........

b) Soit x €]0,1[. Quel est le signe de In(1 —In(z))? ..o

Remarque

Pour les inéquations suivantes, on donnera les solutions sous la forme « x < a », « a < z < b », etc.

Calcul 3.11] — Des inéquations (I).

Résoudre les inéquations suivantes.

a) m(b+2z)>20 ...............

Calcul 3.12| — Des inéquations (II).

Résoudre les inéquations suivantes.

a) In(z+3)>In2zx—-1) .......

b) In(z)+In(z+2) <In(3) ....

— Des équations.

Résoudre les équations suivantes.

Calcul 3.14] — Des inéquations (III).

Résoudre les inéquations suivantes.

Calcul 3.15| — Une derniére inéquation.

Résoudre 'inéquation ln< 1

2
x +3z> o

In(z)? —=3In(x) +2=0 .........

On donnera la solution sous la forme d’une union d’intervalles.
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Calculs plus avancés
(D

— Une somme de logarithmes. Fff

p 1
a) Soit k > 1. Ecrire 1 — z comme une fraction ......... ...

p 1
b) Soit k > 2. Ecrire In <1 — E) comme une somme ou une différence de logarithmes.

¢) Soit n > 2. Calculer ln(l = %) —|—ln(1 = é) —|—-~—|—ln(1 = l) .......................
n

FP P

Soit z € R. On admet que z + V22 + 1 > 0 et on note f(x) = ln<x+ x? 4+ 1).

Simplifier 'expression ef B

Réponses mélangées

l<az<2 >0 2z <0 >0 O<z<e —11 l<zr<l+e
7 11 15 6 1 24
-3 z — = 2 = 4 _
x 5 0 5 7 >0 5 <zr< T 55 <0 0
3 1 1 1
r<0ouzxz >3 In(3) — In(2) 3 In(3) 1 000 - B 51n(2) B In(2) + 5 In(3)
1 k—1
In(2) 0<z<1 3 In(5) 5 r>loux<—1 —1In(n)
4
[—4,-3[U]0,1] 0 —41n(3) 2 E In(5) >0 x>1 tous les réels
1 2 _
2 n(3) <0 g g In(7) r=coux=e? 72<x<e25
1
z € [—Ve,0[U]0, Ve 21In(2) + In(3) SSe<e z > =2 In(k —1) — In(k) x>-—1

» [Réponses et corrigés page 168|
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Term-LOG-02 Fiche de calcul n°4 Logarithme

Propriétés algébriques du logarithme 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s

4

Ecrire le plus simplement possible les nombres suivants.

2
a) V45 —+20 ... b) —— ... c) 2v5+ V45 ...
V3-1
Calcul 4.2 4
Calculer les nombres suivants.
3 8 7 1 4 6 5
— X — ——10| ....... — — = === =| ......

Propriétés algébriques du logarithme
)

salcul 4.3 o

Exprimer les quantités suivantes en fonction de In(2) et In(5).

a) In(8) ..o c) In(12) +1In(9) —In(27) ..........
b) In(0,01) ..o d) In(v8) —In(16) + gln(2) .......
— Avec racines et puissances. o

Exprimer les quantités suivantes en fonction de In(3).

a) ln(4 + \/1—3> + 1n(4 - \/ﬁ) ...........................................................

b) (VIO = 1)°) + I (VIO 4+ 1)7) oo

— Des encadrements. 00
On donne 0,69 < In(2) < 0,70 et 1,60 < In(5) < 1,61. En déduire des encadrements de :
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— D’autres encadrements. 00
On donne 0,69 < In(2) < 0,70 et 1,60 < In(5) < 1,61. En déduire des encadrements de :

b) In(5,12) ........... d) In(5+v5)+In(5—v5)

Avec la fonction exponentielle
)

— Avec le nombre d’Euler e. o
Simplifier les expressions suivantes.
a) In(e®) —In(e?) ...l d) enG)=InG)

1 11n(4)
b) In(ve)—In{ =) ............... e) ez ™Y

e

() m(eF?

¢) 2In(eve) ... ors) T~
— Logarithme et exponentielle. 000

Simplifier les expressions suivantes.

a) exp(—(In(2)) «oreeeee . o) ln< exp<;1ne27>> ..........

e) ln< exp(— ln(\/é))> .................................................................

) exp(21n<\/3+\f— \/3— \/3>> ....................................................

salcul 4.9 000
Soit 2 € R. A quelle expression est égal In(e® + 1) ?

@ In(z) —1 @ z+In(e™ +1)
@ x @ In(1—e")
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Equations et inéquations
|

00
On considére 1'équation In(z — 2) 4+ In(x — 1) = In(2).

a) Sur quel intervalle cette équation a-t-elle un sens? ........................

b) Donner la solution dans R de In(z —2) +In(x — 1) =In(2) ................

00

Donner la solution dans R des équations suivantes.

a) n2z—1)=In(x+3) .......... b) m(e* +3)=7 ...coooiiiin..

00
On considére 'équation In(z — 1) + 2In(z 4+ 1) — In(z* — 1) = 1.

a) Donner 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles cette équation a un sens .....

b) Simplifier Iexpression In(z — 1) + 2In(z + 1) = In(2® = 1) .............

¢) Donner I'ensemble des solutions dans R de In(z — 1) + 2In(z + 1) — In(2* — 1) = 1.

00

Résoudre dans Z D'équation In(27) = In(4" ") ...

000

Résoudre dans R les équations suivantes.

a)  (I0(2))” = I0(T2) = 1 oottt
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— Deux inéquations. 00

Soit un réel p > 1. Donner ’ensemble des solutions dans R des inéquations suivantes.

b) In(pz+ 1) <In(X 4+ D) oo

Logarithmes dans d’autres bases

Pour tout réel a > 1, on définit le logarithme de base a par log,(x) =

— Logarithme décimal. 00

Simplifier au maximum les nombres suivants.

a) 10g10(100) ..o

b) 10g10(4) +10810(250) ot

¢) 1og10(120) —1og10(12) .t

d) 5logg(2) —10819(3200) .. .eii e

alcul 4.17] — Logarithme en d’autres bases. 00

Simplifier au maximum les nombres suivants.

) 10gs (3T o

b) logg(4) +1086(9) «onerniii

€) 10g5(vV/€) X IN(B) + ottt

d) (14 logy(0,25)) X (10g5(200) — 1085(25)) v evvveenieeeieeeeea e
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Calculs plus avancés

— Une somme de logarithmes (I). FFPF
Soit n € N*. Calculer ln<2> 4 ln(§> 4 ln<il) Frooc —|—ln<n i 1) .................
1 2 3 n
— Une somme de logarithmes (II). fadd
Calculer i (28 )
k=1

Réponses mélangées

5V5  In(3) _?1 <z<l1 1 _71 1,61 < In(5,12) < 1,70 101n(3) z>el—1
2 2,98 < In(5 + v/5) +1In(5 — V5) < 3,01 -3 1 —2,254 < In(25) ln(%) < —2,208
1,400 =2 J2400[ 4 22 9  In(@+1) 3 _78
2 (0 In(n+1) —-1,61 < 1n(0,2) < —1,60 ﬁ V341 2
z=2+c¢our=2+e"2 4,5 —1In(2) g e i w 2
31n(2) r=1louzx=e WJ 17 2,29 < In(10) < 2,31 -2 3
% 3 VE 0,46 < 1n(§> <050 3 —21In(2) — 21n(5) 3 e—1 g

» [Réponses et corrigés page 173
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Term-LOG-03 Fiche de calcul n°5 Logarithme

Dérivée du logarithme

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 5.1 4

Soient x et t des réels. Simplifier les écritures suivantes.

a) e3tledet2 c) e2w+;:+§5—8w ............
b) ()P xe ...l d) % ..........
4
Ecrire les nombres suivants sous la forme aln(b) ot a et b sont des entiers et b est le plus petit possible.
a) 3In(2)+In(4) ... ¢) In(7—2v6) +In(7+2V6) ......
b) In(100) — In(28) + In(21) — In(3) d) 4In(9) —2In(27) +61In(V3) .....

Remarque

Dans I’ensemble des calculs de cette fiche, on ne se souciera pas des domaines
de définition et de dérivabilité.

Dérivation du logarithme népérien
|

Calcul 5.3] — Au méme dénominateur (I). L)

Déterminer I'expression de f'(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :

3
a) fx)=2x+1—In(z) .... b) f(x):41n(:r)—x+1 .....
— Au méme dénominateur (II). 00

Déterminer I'expression de f’(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :
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calcul 5.5 — Application des formules usuelles. 00

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) f(x)=zln(z)—z ....... c) f(x)= ()
_ In(x) B

b) f(z)= iR EERRPPREIEE d) f(x)=+vVxln(z) ..........

— Composition et logarithme. 00
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) f(x)=(n(x))?® .......... ¢) flx)=+In(z) ...........

1 1
b) f(z)= () d) f(z)= ()i

Fonctions de la forme In(u)
S ——

Calcul 5.7| — Composition et logarithme (II). 0

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) f(x) =In(z® -4z +7)..... ¢) flx)=In(1—a)..........
b) f(z)=In(1+e").......... d) f(z) =ln(ln(z))...........
— Au méme dénominateur (III). 00

Déterminer Pexpression de f’(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :

a) f(@) =42 +1-In222 +32+7) oot

b) f(@) =324+ 1+In(14+ V) e

¢) fl@)=In(1+x) =222 + 2+ 1) .00
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Calcul 5.9] — Logarithme d’un quotient. 00

3, 400 —— =R

On considere la fonction f : wf &= 3 On admet que la fonction f est dérivable.
Tt n x2 D) .
a) Soit x € ]3,+00[. Calculer f/(T) ...oouuiii
b) Que vaut £/ (4) 7 oo
Calcul 5.100 — Compositions successives. 00
Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :
a) f(z)=In(z+ Va2 +1) ... ) fz)=1In(l+e”"tY). ... .
b) () =t (/1 Q) f(r) = In(in(in()))
z)=1In e BETEEE z) = In(In(In(x))) .......

Calcul 5.11) — Compositions successives (II). 000

Déterminer I’expression de f’(z) pour f définie par :

a) f(z) =1In(l+ :ve‘”_”s) ..................................

b) f(z) =1+ 114+ e%)) o

Calculs plus avancés
(G

Calcul 5.12| — Détermination d’une équation différentielle. {,’? (P

Soit f une fonction définie, dérivable et strictement positive sur |0, +o00[ telle que, pour tout réel x > 0,

f'(@) = f(2)(1 = In(f(2)).

On pose g = In(f). Donner une équation reliant g et g’. ................oooiiiiin...
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Calcul 5.13| — Logarithme intégral.

On définit la fonction « li » (appelée logarithme intégral) sur |1, +oo[ par li(e) = 0 et 1i’(z) = ()
a) Soit x € ]1,+oo[. Calculer i (Z). «..vvvuni ettt
10, +o0of ——— R ,
b) Soit f : Caleuler f'(z)....ccoooviiiiiiiiia..
r—1i(322 + = + 2).
0,400l —R
¢) Soit g : 10, el Calculer ¢/(T)..oovvii i
x —— li(e”).

— Exponentielle en base a. C?&(?&

Soit a un réel strictement positif. Pour tout réel z, on pose
a® = ® In(a)

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) f(z)=2% ...l d) flz)=a® ...l
b) f(2)=5% ..ot e) fl@)y=zv" .............
1 x
c) flx)=3"" ..., f) flz)= (1 + —> .........
Réponses mélangées
2ze7 +1 (14+z-— 31:3)617963 e’ F_q 2z —1)In(z) —z+1
14 er*+1 1+ zez—a? x g=279 (In(z))2
In(x) + 2 2r —4 1 1 1
—_— 1 _ 21 -
2\/x a(=) 22 —4r+7 n(5) zIn(z) zIn(z)? VaZ+1
2z0”” 1 1627 + 242 4 52z — 3
51n(3 —In(3) x 37°
I+e)(I+m+e?)  22/m(a) n(3) 222 + 3z + 7 n(3)
1 1 1\"* 1 2z(z +2)
In{14+ -] — 1+ — In(2) x 27 —
(n( +$) az—!—l)( +:1:> n(2) x? -1 14+2z)(2224+2+1)
1 6z + 6z + 1 1 1 —In(z) — 623
1+1 r —(1 2)zV® _— —
(1+1In(z)) x = 2\/5( n(x) + 2)z 2@t v7) TIn(0)? p
o843 2z —1 1 31n(z)? e’ 4
x zIn(z) In(In(z)) x 1+e” z1In(z)?
1—1In(z) (x1n(z) + 1)e” 6x + 1 s _
(2 o+3 1 10t—19
51n(2) x? x In(3z2 + = + 2) ¢ ¢
22 — 6z +2 422 + 1z +4 3z 3
A N 21 B M 2 1 x hd
@ —3)(a? —2) n(5) o+ 1)2 e O

» [Réponses et corrigés page 179
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Term-TRIG-01 Fiche de calcul n°6 Fonctions trigonométriques

Fonctions trigonométriques

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 6.1 4

Donner I’ensemble des solutions des équations suivantes.

20 —5 x+42 z—1

— e
a) 3 4 5 F 3
b) <—m + 1) (12—2) — (22 +2) = —2(1+2Z2) orreerriiee et
Calcul 6.2 44
Soient trois réels a, b et c. Simplifier les expressions suivantes.
a) M ..........................................................................

a+b+c
b) o D

a? — b2 4 c2 + 2ac

0 6a+1 6a—1Y\a%—36
a? —6a a?-+6a

Révisions générales de trigonométrie

|[Entrailnement 6.3| — Pour commencer. )

Quel est le sens direct dans le cercle trigonométrique 7

+ (0,1)

(0,1)
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— Degrés et radians. 0o

a) Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie ?

@WT&leo @ﬂ'radzﬁoo @wradzlSOo @ﬂ'rad:<180>

b) Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie ?

@lozlﬂﬁrad @10:5—0rad @lozﬂrad @10:1807rrad
Calcul 6.5| — Angles remarquables. o

Donner la valeur de :

calcul 6.6 — Angles associés. o0

Pour tout « € R, exprimer en fonction de cos(x) et sin(z) les expressions suivantes.

a) cos(—zx) ...... d) sin(m —z) .... g) cos(g - ac) .

b) sin(—z) ...... e) cos(m+a) .... h) sin(g — x) .

c) cos(m—ux) .... f) sin(r+x) ....

— Des inégalités. 0

Choisir les bonnes réponses.

Plusieurs bonnes réponses sont possibles.

v
a) Pour z € [0,5},011& b) Pour z € {W,?);],ona

S o © o

ClOICIO,
8,
NNV

EOEE
-
&
NNV
S o © o
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o

Soit # € R. Parmi les expressions suivantes, laquelle est égale & cos?(z) ?

@ \/1 — sin®(z) @ —1 + sin?(x)
@ 1+ sin?(x) @ 1 — sin?(x)

Premiers calculs

00

Soit # € [0, 5] tel que cos(z) =

a) A-t-on : @ sin(z) >0 ou @ sin(x) <O7 oo

b) Calculer SIN(T) ..ot

000
Soit k € Z.

45
a) Soit x = Tﬂ- + 2k7. Pour quelle valeur de k a-t-on 0 < x <277 ................

71
b) Soit z = ?ﬁ + 2k7. Pour quelle valeur de k a-t-on —m <z <77 ........ ...

00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la mesure principale (celle appartenant a Uintervalle |—m, 7])
corresponsant a la mesure donnée.

1527 757 1537
e b) —— ... —_— .
a) 5 ) 4 ) 6
calcul 6.12 00

Donner la valeur de :

0 e 0 (") s
) 6(22) 0 e
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Autour des fonctions cosinus et sinus

0o
Parmi les affirmations suivantes portant sur la fonction cosinus, laquelle est correcte ?
@ Sa courbe est symétrique par rapport a 'axe (Oy).
@ Sa courbe est symétrique par rapport a 'axe (Ozx).
@ Sa courbe est symétrique par rapport a l'origine.
— Croissante ou décroissante 7 o0
Pour chacune des questions suivantes, choisir la réponse correcte.
a)
. . . T
@ La fonction sinus est croissante sur [O, 5]
T
@ La fonction sinus est décroissante sur [O, 5}
b)
. . . T
@ La fonction sinus est croissante sur [—5, 0]
T
@ La fonction sinus est décroissante sur [—5, 0}
c)
. Q .
@ La fonction  — cos (m + Z) est croissante sur [0, 7]
. ™ . 3
@ La fonction x — cos (x + Z) est croissante sur i ™
— Paire ou impaire ? 00
Pour chacune des fonctions f suivantes, choisir la réponse correcte parmi ces trois propositions :
@ f est paire @ f n’est ni paire ni impaire
@ f est impaire
a) frxr—sin2z) ... c) f:rxr—4dcos(z)sin(z) .........
b) z+——5—2cos(x) ...t d) froz——a®cos(z) ..ooiiiiiiii.
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— Des périodes.

« Vrai » ou « faux » 7

a) La fonction o — cos(x) est 4m-périodique ...
x
b) La fonction & — sin(i) est 2m-periodique ...... ...

¢) La fonction z — 3sin(27z) est 1-périodique ..........oiiiiiiiiiiii i

d) La fonction x — 4cos(4x) — 1 est g—périodique

— Deux courbes.

a) Quelle est la fonction représentée par la
courbe ci-contre ?

b) Quelle est la fonction représentée par la
courbe ci-contre 7

@ xr—>\/§sin<zf%>

00
00
y
2 u.
1 i
1 1 1 1 1 1 z [
—2r 37 -—-mwm T T T 3m p2rm
Ty 2 2 9
14
91
y
1 1
’ 1 1 1 z
T T 3m T 57
V3 4 2 4 4
2|

32
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— Deux autres courbes. 00

a) Quelle est la fonction représentée par cette courbe ?

g

V21

@xl—>—\/§sin(aﬁ—%) @xn—)ﬂsin(m—%)
® @ Vasin(a+ 7) @ 2 V2eos(z - 7)

b) Quelle est la fonction représentée par cette courbe ?

y
1 4
S~ | -
-7 -7 T ™
2 2
11
@ x +— 1+ cos(z) @ x — 2cos(x)
@ x +— 2 —sin(x) @ x +— 1+ cos?(x)
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Equations et inéquations trigonométriques

Résoudre dans |—m, 7] les équations suivantes.

Résoudre dans [0, 27| les équations suivantes.

Résoudre dans |—m, 7] les inéquations suivantes.
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Calculs plus avancés

Calcul 6.23] — Tangente. S PP
T w _ sin(x)
Pour z € ] ~5'3 [, on pose tan(z) = cos(z)’
a) Calculer tan(0) .......... c) Calculer tan(%) .........
i s
b) Calculer tan(g) ......... d) Calculer tan(g) .........
T . 2 _
e) Pour tout z € } =55 [, exprimer 1 + tan“(z) en fonction de cos(x) .............

@ et @ % ? f?j% 2 @ —cos(x) @ vrai —sin(x)
V3 2r 7 T 37 T at+b—c V2 9
< 733 "W 3T T3 axes 3 1
V2
" —6 a+b—c —if @et@ — 5
. 3 3m 5
mi ® © (LD @ {15 $5 ®

3 474
[ 3m ’/T:|U
m 3w O5w Tw 7r 51 4 4
w5 s 35T G @ * 3
4’ 4
J-m -3 i
T . 3 2
@ [# W} sin(x) @ @ > > cos(z) @
) v 1
. ™ oT . ™ T
vrai {6’ 6} @ faux sin(x) {—g, 5} @ 1 m
fr n 1o
6++3 4w 5w 18" 187 18"
— 3 0
2 Rt R weowr iy O O @
187 18 7 18

» [Réponses et corrigés page 134
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Term-TRIG-02 Fiche de calcul n°7 Fonctions trigonométriques

Dérivation des fonctions trigonométriques

Quelques calculs généraux pour commencer
S

Calcul 7.1 4

Développer les expressions suivantes.

a) (z4+9)(2®—zy+v?) ... b) (x—l>(1— L ) .....

e) (x—1)@2 =) —1) .o

Calcul 7.2 4

Factoriser les expressions suivantes.

a) Ta’b—4ab® ........... b) a+1l+b+ab.........

Calcul 7.3 4

Donner I'ensemble des solutions des équations suivantes.

Calculs de dérivées
(D

alcul 7.4 ]

Dans chacun des cas suivants, donner la réponse correcte.

a) Soit f:x —> sin(x) + cos(x). Alors, on a f'(z) =

@ 2 cos(x) @ 2sin(x) @ sin(z) — cos(x) @ cos(z) — sin(z)

b) Soit f:x — xsin(x). Alors, on a f'(z) =

@ sin(z) — x cos(x) @ xsin(x) — cos(x) @ sin(x) + x cos(z) @ xsin(z) + cos(z)

00
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Dans chacun des cas suivants, donner la réponse correcte.

a) Soit f: 2+ z%cos(z). Alors, on a f'(z) =
@ 2z cos(z) — x° sin(z) @ 2z sin(z) — 22 cos(z)
@ 2z cos(z) + x° sin(z) @ 22 sin(z) + 22 cos(z)

sinx

b) Soit f:x+— . Alors, on a f'(z) =

@ x cos(x) + sin(z) @ x cos(z) — sin(z) @ xsin(z) + cos(z)

Déterminer I’expression de la dérivée de chacune des fonctions suivantes.

b) f:xz+—cos(=bx+3) ...

x sin(z) — cos(z)

2

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer 'expression de la dérivée de chacune des fonctions

suivantes.

¢) frxr— (143sin(2x)* oo

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer I’expression de la dérivée de chacune des fonctions

suivantes.

a) f:xr— sin(\/x2 +5) ...............................

sin(x)
cos?(3x)

b) f:zr—

¢) frxr—adysin(x) o
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Autres calculs
(D

00

On considére la fonction f : z — e™“sin(z). Calculer f”(z) + 2f'(z) +2f(z) .......

00

On définit sur R la fonction f : 2 — xsin(z). Calculer zf(z) — 2f'(x) + zf"(x) ....

— Des limites. 00
En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites suivantes.
sin(x) — sin(a
a) lim sin(z) — sin(a) ol aest un réel ... ...
T—a Tr—a
sin(x
b) lim L ......................................................................
x—0 x
sin(2z — 2&
¢) lim ( _3 i

Calculs plus avancés
(D

Calcul 7.12| — Une fonction mystérieuse. f C? (?

On désigne par g la fonction définie sur |—1, 1] par

1

9(0)=0 et ¢'(2)= i

pour tout z € |—1,1[. On ne cherchera pas a expliciter g(z).

On considére alors la fonction composée h, définie sur |—m, 0] par h(z) = g(cos(z)).

a) Pour tout réel z de |—m,0[, calculer A/ () .......cooiiiiiiiiii

b) Calculer h(—g) ................................................................

¢) Donner Iexpression de A(Z) .......ooninon it
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— Dérivée de la tangente. FEPF

T T sin(x
La fonction tangente est définie sur ]—5, 5 (2)

[ par tan(z) = cos(@)’

Calculer une expression de la dérivée de la fonction tangente ..................

— Autour de la tangente. C?C?&&

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer I’expression de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes.

a) frxr—tan(3z)+2tan(z) ...

4
c) f:xz+——8y/tan(3z) + —

sin®(y/x)

Réponses mélangées

cos(x) 008(3:35—;—(2;310(:10) sin(3x) @ @ e (cos(z) — sin(a)) ,
3
23 + y3 1 32 sin(iﬂ) + ;C()S((x)) 24 COS(Q:U)(I + 3sin(2;z:))3 9
S - G U I I - A~

12 __4cos(y/z)
cosz(iim)\/‘m Vsin®(y/x)

{-9,5} COS;’(M)JFCOSS(@ —2sin(z) (@ ab(Ta—4b) (0

5sin(—5z + 3) cos(a) e e

cos?(x)

» [Réponses et corrigés page 1389
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Term-DER-01 Fiche de calcul n°8 Dérivation

Révisions sur la dérivation

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 8.1 — Quelques fractions. 4

Ecrire les fractions suivantes sous la forme d’une fraction irréductible.

2) 11 o) 2 4
COR AR RRRRERERRRLRRRLRRRELS TE T g e
1 16 2
b) -4+ =+= d) — 4=
) 4F 5 4 ) 1 4 5
Calcul 8.2 4
Développer les expressions suivantes et les ordonner en fonction des puissances décroissantes de x.
a) (x—3)=z®—2zx+1) ......... ¢) (x+4)(z+5) —z%(z+1) ...
b) (z—2)(x®+3x+4) ......... d) 22 +6z+9—(xz—3)2 .......
Calcul 8.3| — Quelques dérivées élémentaires. 4
Donner les dérivées des fonctions suivantes.
a) x+——4r ..... c) T +r .... e) Tr—>e .......
—3x 1
b) z—5x+3 . d) z——e f) T g

Utilisation des regles de dérivation
)

Calcul 8.4) — Combinaisons linéaires de fonctions élémentaires (I). 0
Donner les dérivées des fonctions suivantes.
et _ o=
a) x> 42’ + 5z .. c) x+—> g e
Ui —T 1
b) x|_>e+2e ....... d) z+——3e3+= ...
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Calcul 8.5 — Combinaisons linéaires de fonctions élémentaires (II).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

Calcul 8.6 — Produits et quotients de fonctions (I).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

b) z+— (z+1)In(z) ....

Calcul 8.7| — Produits et quotients de fonctions (II).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

ef])

— ———
a) e

x2 4+ 2ze” + 1

Q) mem T T T .

1422

Calcul 8.8) — Composition avec des fonctions linéaires (I).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

b) x+— ——— ...

c) rr—In(12z+3) .....
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Calcul 8.9 — Composition avec des fonctions linéaires (II). 00

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

b) z+—— (z+e)* +3Bx+2)% .

Dérivées secondes
(D

00

On consideére la fonction f : x — z1n(1 + ). Déterminer :

a) lexpression de f'(x) .. b) Texpression de f”(z) ..

00
In(x)
T

On considere la fonction f : z +— . Déterminer :

a) Dexpression de f'(x) .. b) Dexpression de f”(z) ..

00

N . z , .
On considére la fonction f: 2+~ z+1— —. Déterminer :
e

a) Dexpression de f'(x) .. b) Dexpression de f”(z) ..

Calculs plus avancés
(D

Calcul 8.13| — Calcul d’une somme par dérivation. gtf

Soit n € N*. On considére la fonction f définie sur R par f(z) =14z + 22 +--- + 2™

a) Calculer f'(z) sous la forme d’une somme .............

b) Pour z # 1, exprimer f(z) sous la forme d’un quotient de polyndmes.

On utilisera une formule du cours.

n
¢) En déduire, pour x # 1, une expression de E kz*~1 sous forme de fraction.
k=1
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Calcul 8.14] — Dérivées successives d’une inverse. -t:? -t:? (? {f

Etant donné une fonction f, on note (sous réserve d’existence) f/, f”, f” puis f®, f© 7O etc. les
dérivées successives de f. En général, la dérivée n-itme est notée ().

On considere la fonction f définie, pour x € R, par

1
f@) = 3—2z
Déterminer les expressions de :
a) fl(z) ..ol d) @) .........
b) f(z) e) fO@) .........

Réponses mélangées

x? 2\ 2 bz 2 (e* + e~ )2
x> il r—4 3 x 27 x> (322 + 2z + 3)e*” 12z T &3 — 2
(1+e%)? (3 —2z)4 x?
x'_>2e”(x3—x2+x+1) s 8 2+ 1—(n+1)z" + nant? )
(14 22)2 (5 —2z)° (1+x)? (1—-2)?
o l—amh . 5 Al x 21 22 5 0m 190 51 % 25
* 1z “ (52 + 2)2 (3= 22)5 5 R (3 — 22)6
5 1 $_]_ T _ AT
T —— — 23 a2 22— 8 T —3e737 i x S
26 12 () e 2
3—2n(x 4 z+1 1
2
x5 23— 522 +7x -3 x> (2x + 3)e*” x> 2(3z + 2)(62 + T)et* TS
2—x 3 9 n!l x 2" 1—In(x)
pe x+— 4z +e)° +27(3z + 2) 320 = x+—0
2—3 1 In(1+z) + o x— 6(3x + 2) z — 2(3e* — 2°2°)
(3 —2x)3 3 1+z
1 2
o 14+ 20 +32% + - +na" ! s 2( 5e!0" — — 2 x 33 —_—
x? (3 —2x)2

» [Réponses et corrigés page 192
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Term-DER-02 Fiche de calcul n°9 Dérivation

Dérivée des fonctions composées

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 9.1] — Développer. 4

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.

a) (2e4+3)Bz—17) ... ¢) (z+1)>*=z—-3) ....
b) (9z—-7)2 .......... d) (22 +3z+2)?2 .....
Calcul 9.2| — Mettre au méme dénominateur. 4
Mettre les expressions suivantes au méme dénominateur, puis réduire et ordonner les numérateurs.
2) 1 o 1
S T R s
2z + 3 3
D)
) z—4  x-—7
o) 1 22 + 3
BT Do) T

Fonctions composées
)

Calcul 9.3 — Application des formules usuelles (I). 00

Déterminer I'expression de f'(x), ot f est définie, pour = € R, par :

a) f(ac)zQel_””3 ..... c) flz)=v1+er ....
b) f(:r):ﬁ Q) fa)=vita® ...
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Calcul 9.4] — Application des formules usuelles (II). 00

Déterminer Pexpression de f’(z) ol f est définie, pour = € R, par :

d) flz)=(B2> =5z +T7)"2 ..

Calcul 9.5 — Ensemble de dérivation. o

[-L3] ——R

Th——> /=222 4+ 3z + 5.

On considere la fonction f : {

a) Pour x dans le domaine de dérivabilité de f, que vaut f'(x)? .......

b) Sur quel intervalle la fonction f est-elle dérivable ?

e ol ephi @

— Calcul numérique. 00

-3, _1
On considére la fonction f : [ 2]
T h——— Va3 + 222 — 4z — 1.

On admet que la fonction f est dérivable sur son domaine de définition.

a) Quevaut f'(=1)? .............. b) Que vaut f'(=2)? ..............

Calcul 9.7 — Equation de tangente. 00

On consideére la fonction g : ]0, +oo[ —R
r ewf\/‘%.

a) Rappeler I’équation réduite de la tangente & la courbe représentative d’une fonction f en un point

d’abscisse a ou elle est dérivable.....................

b) Déterminer I’équation réduite de la tangente & la courbe représentative de g au point d’abscisse 1.
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— Une composition plus subtile.

a) On consideére la fonction f définie, pour x > 0, par f(z) =

Soit z > 0. Exprimer f’(z) sous la forme d’un quotient ...........

e:r2+1+1

N

b) Soit la fonction g définie sur R par g(z) =

Soit z € R. Exprimer ¢'(z) sous la forme d'un quotient ...........

Plusieurs opérations

Calcul 9.9 — Produit avec une fonction composée (I).

Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie par :

Calcul 9.10 — Produit avec une fonction composée (II).

Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie, pour = € ]0, +o0], par :

“alcul 9.11] — Une dérivée seconde.

R———R

On considere la fonction f : B
T > f 75z+7.

Donner une expression de f”(z) pour tout réel x ..........

— Produit de deux fonctions composées.

Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie par :
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Calcul 9.13] — Composition d’un produit ou d’un quotient. 000

Déterminer Pexpression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie par :

b) f(z)=exp((z® +20+3)VZ) ..o

0 1w = (222

Calcul 9.14) — Compositions successives. 000

Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(z) pour f définie par :

a) fx)=exp(V1 —22) (oo

Calculs plus avancés
(S

Calcul 9.15| — Un peu de calcul formel. &c?

On considere une fonction f définie et quatre fois dérivable sur un intervalle I, et telle que

fl=1-f2

a) Exprimer f” en fonction de f .......... ... i

b) Exprimer f” en fonction de f ... ...

"

c) Exprimer f* en fonction de f ........ ... i
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Calcul 9.16] — Détermination d’une équation différentielle (I). F PP

Soient a,b € R} et soit f une fonction définie, dérivable, strictement positive sur ]0,+oo[ et vérifiant
f'=af — b\/? . On considere la fonction g définie par g = \/? .

a) Exprimer f’ en fonctionde g et ¢’ ......... .,

b) Déterminer une équation reliant g et g’ ........... ... .o

Calcul 9.17| — Détermination d’une équation différentielle (II). {:P (? {,’? (P

Soit f une fonction définie, deux fois dérivable, strictement positive sur R et telle que, pour tout = > 0,
a?f"(x) — 3z f'(x) + 4f(z) = 0.

On considére la fonction g définie, pour tout réel ¢, par g(t) = f(e).

a) Soit t € R. Calculer ¢'(£) «...veiiiiii i

b) Soit t € R. Calculer g"”(£) «...uoeiiiiiii i

¢) Déterminer une équation reliant les fonctions g, ¢’ et g’ .............

Réponses mélangées

44(2x + 5
y=r@a-a+ @) Ao e cafea g 2
1 1 22% + 322+ 2 —4 zexp(v1 — 22 1
(522 + 62 + 3) exp((2* + 22 + 3)V/x) @ (x—1)(z? — 20+ 3) (323 + 3z + 1)e*
2\/x V1+ a2 \
”” 222 — 8 — 33 3z(z3 — 22 + 2)eP
38z +3)(422 + 3z +5)2 —— c -
(8z +3)(42” + 32+ 5) V1 + 22 21+ e® (x = T7)(x —4) (2% —2)*
_§ (21’ — 1)63E 2 (IL‘ — 1) eXp(%) g// o 4g/ + 49 -0 (2!E — 1)(1] — 1)
4 2x+/T B—xz)(xz-1) x V1 + 22
—2(6z — 5) 2e%" 3—4dz

— 6zt 0 22— a2 —5x—-3 —_— —

(32% — 5z +7)° (I+e*)2  2y/=2224+ 32 +5
22— 1)z -1 22 4 1)(2a2 + 22 + 1)e” o +1
(2" 22— 1)V Coisfo6ft  6a-sp_21 T E D@ A2 le
2(x — 1)2y/1 + 22 222+ + Va2 +x +1
4(1+ 322 exp(a®))(z + exp(z®)® el f/(e") +eX [ (e!)  (4a? — 20w +27)e” HHT

,_a b

(622 + 102 + 3)e™ 13 e’ f/(eh) 8122 — 1262 + 49 ot 623 + 1327 + 122 4+ 4 g 5

» [Réponses et corrigés page 196|
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Term-CONV-01 Fiche de calcul n°10 Convexité

Convexité

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 10.1] — Des factorisations. 44

Factoriser les expressions suivantes.

A) 36 — (2% 4 3)2 L

b) (22 4+ 1)(22 —5) F42% — 1 oottt e

c) (42 —2)(2—3m) 4+ 1 —4m2 . o

d) B—a2) =% — 2VBT — 3
Calcul 10.2] — Des systémes. Ad4d
Résoudre les systemes d’inconnues x et y réelles suivants.
3 — 4y = 34 9z — 6y = —23
a) § T .. ¢ ST
—2z + 5y = —39 wmAF g = =2
+ y=-2 + dy="7
py { YT EIR SR AR
11z — 7y = —40 6z — 12y = 69

Reconnaitre une fonction convexe
(D

0o
Si f’ est croissante sur I, alors ...
@ f est positive @ f est convexe
@ f' est positive @ f' est convexe

4

Si f est positive sur I, alors ...
11 . !
@ f" est croissante @ f' est convexe
@ f est convexe @ f est convexe
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Calcul 10.5| — Identification de courbes (I). 0o

On considere f une fonction définie sur lintervalle [—5, 2].

On donne ci-dessous trois courbes : €1, %> et %3. Elles correspondent aux fonctions f, f' et f”, et il faut
déterminer quelle fonction correspond a quelle courbe.

J/ \\ %, T y,
/ NS T

/ » B —
Pt T
-5 _~ — T t
ﬁ‘l / T
/ T
~ 1

a) 61, o ou 63 : quelle est la courbe de f7 ..o

b) %1, 62 ou 63 : quelle est la courbe de f'7 ... ..

¢) La fonction f est

1
@ convexe sur [—5, 2] @ convexe sur [—2,2}
@ concave sur [—5, —1]

Calcul 10.6) — Identification de courbes (II). 0

17
On considere f une fonction définie sur I'intervalle [, ] .

2’2 “
On donne ci-contre trois courbes : €, %5 et 63. / /
Elles correspondent aux fonctions f, f' et f”, et il faut % %
deviner quelle fonction correspond a quelle courbe. 1/2 / 7/2 x

a) 1, G2 ou %3 : quelle est la courbe de "7 ... .. ..

b) €1, € ou €3 : quelle est la courbe de f7 ... ... .

c) f est convexe sur .. d) f est concave sur ..
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Etudes calculatoires
(D

Calcul 10.7| — En utilisant ’expression de la dérivée (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer les variations de f’ et en déduire les intervalles sur lesquels f est
convexe.

» Pour f'(x) = 2® + 2.

a) Variations de f/ ... i

b) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............cooiiveiinienn...

» Pour f'(z) = e?* — /7.

c) Variations de f/ ...

d) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............ccoiiiiiiniinn...

Calcul 10.8] — En utilisant ’expression de la dérivée (II). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer les variations de f’ et en déduire les intervalles sur lesquels f est
convexe.

» Pour f'(z) = 2% — Ta.

a) Variations de f' . ... ...

b) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............c.cocoiiiiiia...

» Pour f'(z) = —(2z + 6)%.

c) Variations de f/ ... oo

d) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............cooviiiiiiiiia..
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Calcul 10.9] — Des calculs de dérivée seconde (I). 00

Dans chacun des cas suivants, calculer f”(x) et en déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

» Pour f(z) =e" +e7". » Pour f(z) =e® —e ™.
a) f’(x) .... c) f'(x) ...
b) Intervalles sur lesquels f est convexe d) Intervalles sur lesquels f est convexe

Calcul 10.10] — Des calculs de dérivée seconde (II). 00

Dans chacun des cas suivants, calculer f”(x) et en déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

» Pour f(z) = —e 32,

d) Intervalles sur lesquels f est convexe ................cooiiiiiiia..

Calcul 10.11] — Des calculs de dérivée seconde (III). 00

Dans chacun des cas suivants, calculer f”(x) et en déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

» Pour f(z) = 2? — zln(x).

b) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............ooveviiiiinnin..

» Pour f(z) = 3z — In(z?) + 2.
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Etudes graphiques
)

calcul 10.12 000

On consideére f une fonction définie et dérivable sur [—6,4]; on note € sa courbe représentative.

On donne ci-dessous la représentation graphique de sa dérivée f'.

U
4

a)  f est COMVEXE SUT ...ttt ittt

D) f €St CONCAVE SUT ...enitti it

c) Déterminer I’abscisse des deux points d'inflexion de €5 ......

d) On note Tj la tangente & &y au point d’abscisse 0. Quelle est la position de G par rapport a Tp ?

@ au-dessus de T sur [—6,0]
@ au-dessous de Ty sur [—2, 2]
@ au-dessus de T sur [—2,2]
@ au-dessous de Tj sur [0, 2]

e) On note A et B les points de € d’abscisses respectives —1 et 1.
Quelle est la position de € par rapport & la sécante (AB)?

@ au-dessus de (AB) sur [—3,2]
@ au-dessous de (AB) sur [—1,1]
@ au-dessous de (AB) sur [—3, 2]
@ au-dessus de (AB) sur [—1,1]
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calcul 10.13

On considére une fonction f, définie et dérivable sur [—5, 5].

On donne le tableau de variations de sa dérivée f’.

variations de f’ \ / \

La courbe représentative de f, notée €, a deux points d’inflexion A et B.

On note za et zp les abscisses respectives des points A et B. On convient que za < zp.

a)  f €St COMVEXE SUT ... tntnit ittt

D) f €St CONCAVE SUT . ...iutiitt it

c) Déterminer £a €t ZB «.ovvriiii

On note Tz et Ty les tangentes a ¢y respectivement aux points A et B.

d) Quelle est la position de €5 par rapport a T ?

@ au-dessous de Tx sur [—5, —2]
@ au-dessus de T sur [—2,2]
@ ni 'un ni l'autre

@ les deux a la fois

e) Quelle est la position de € par rapport a Ty ?

@ au-dessous de Tp sur [—2,2]
@ au-dessus de Ty sur [2, 5]
@ ni 'un ni l'autre

@ les deux a la fois

f) @) est au-dessous de (AB) pour z dans ........................
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 10.14] — Prouver des inégalités. (P{F@

Soit la fonction f définie sur |—2, +-o00[ par

3

f(z) =In(z +2) + Tr 2

On note % la courbe représentative de f et 1" la tangente a ¢ au point d’abscisse —1.

a)  Calculer f/(T) oot

b) Calculer (@) .o

C) f €St COMVEXE SUT ...ttt ittt et ettt e e

d) Déterminer I'équation réduite de T ........coiiuiiiiiiiiiniiiiniieinn..

e) €y est au-dessus de T sur

@ (2, +o0] ©) ]
@ jamais @ 1-2,4]

f) Soit x € ]-2,2].
Pour quelle expression A(z) a-t-on (z + 2)In(z + 2) > A(z) ?

@ Alz) =1-2z
@ A(x) = —1 — 3z — 22°
@ A(z) = 3z — 22°
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— Une étude théorique. FPPF

Soit f une fonction deux fois dérivable et convexe sur I. On pose

I— >R
g f(@)
r——e .

a) Calculer ¢'(z) en fonction de f(z) et f'(z).

¢) Sur quel intervalle la fonction g est-elle convexe ?

@ jamais @ I
@ une partie de I @ on ne sait pas

Réponses mélangées
Décroissante sur ]—oo, Z]
—2z(z 4+ V3 —3et2 € -3,2 2
( ) @ @ 2 @ | ] croissante sur [%, —i—oo[

()= (-31) @ [-2.2) [‘1 1] @ @ernUz-6) ®

V6 V6
00,0 et J0,+00[  ]—o0,~3] Cromsante sur =00 3] i) 4 pay?)er®
—00,0[ et |0, 400 —00, — T x)“)e
décroissante sur [—3, +o0|
2
y=1-2z R  (3-22)9+2z) R  6(1—62%)e 3 +2 5 2et2
1
@ e +e® [—6,—3] et [2,4] %y [—2,2] et —e " {5, +oo[

3 7
(x,y) = (10, _Z> Croissante sur R [57 —|—oo[ Croissante sur R [0, +00]

A I I L AR S
© [1, ;} (;;5)3 @)@ (b) 2% (22 — 1)(3 — 82)
@y =@2-7) [5-2et[25 (© {%1] ﬁ “

» [Réponses et corrigés page 200
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Term-PRIM-01 Fiche de calcul n°11 Primitives

Primitives 1

Remarque

Dans cette fiche, pour gagner en concision, on utilisera la notion informelle
d’expression. On s’autorisera ainsi a dire, par exemple, qu’une primitive de
l'expression 4z> est I'expression z*.

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 11.1)] — Racines et fractions. 44
Effectuer les calculs suivants et donner le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.
11 1 V215
a) —5 + g — 6 .................... C) \/i—l ....................
tas
1_1 2 2
b)) B 1 1
_ 3 d 1—=) —(1+=) .........
2-5 ) 3 T3
Calcul 11.2 44
Donner les solutions dans R des équations suivantes.
a) 522 +10x—15=0 ............. c) (x—22+2=0 ..............
2 9 2 2
b) 2z —6x—|—§:O ............... d) Bz—2)"=1—-a) ............

Calcul 11.3| — Quelques calculs rapides (I). 0

Déterminer les primitives des expressions suivantes.

Calcul 11.4] — Quelques calculs rapides (II). 00

Déterminer les primitives des expressions suivantes.

1 -2
a) E ....................... C) F ......................
1
— 44 R
b) NG + 4x d) 5e* —6
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Calcul 11.5| — Primitives de fractions rationnelles (I). 00
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
) )~
Q) s i)t
(x —2)2 (1 +4x)?
6 -9
b) ———— d) ————
) (2z —1)3 ) (x —T7)10
Calcul 11.6] — Primitives de fractions rationnelles (II). 000
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
7
a) (Do 3)8 o
6 2
D) o o
N R 1
00
- 1s . e 322 +1
On consideére la fonction f définie sur R\ {—1,1} par f(z) = @2 —1)
72 _
) P e R\ {-1,1}, calcul 1
a) Pour z —1,1}, calculer ey e i T,
2(x —1)3  2(xz+1)3
b) En déduire lexpression, sous la forme d’une fraction, des primitives de f ........
Calcul 11.8] — Avec des fonctions composées (I). L)
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
a) ze ¢) (z—1)% ...
b) d) (3z—2)°
e T —2)°
V2zr+1
Calcul 11.9] — Avec des fonctions composées (II). L)

Déterminer les primitives des expressions suivantes.

2 2
a) 2xet TS e T

b) 5322 —2)(z® — 2+ 1)

T+ 2

C) o
) Va2 +4x -5

58
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Calcul 11.10| — Avec des fonctions composées (III). 00
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
a) e ST L
b) BT (e 1)t
efL’

c) (7 FB)E 7 rTT
a) e’ 4+ 2z

DR

e\/5
€)oo e

2\/x
£) (202 — e ) (e 4 e )

calcul 11.11] — Composée par une fonction affine. o0
—4
On considere la fonction définie sur |—1, +o0| par f(z) = .
a) Déterminer 'expression des primitives F de f ...,
b) Déterminer une expression de la dérivée de z — F(2z 4+ 1) ..............
c) Déterminer I'expression des primitives de la fonction z — f(2x 4+ 1) .....
Jalcul 11.12 000
Déterminer les primitives des fonctions suivantes.
a) x> f(=3x+5)ou f(r)=e 2
. 3
b) z+— f(10z+1) ou f(x) = p SRCRRLSRLRTRRRTIRERRRATRRE
¢) zr—— f(—x—3)on f(x) = (4x+7)° oo
. 2

d) $>—>f(4$—5)0uf(x)=m ........................
Fiche n°11. Primitives I 59



Calculs plus avancés
(D

Calcul 11.13| — Puissances divisées. (?

n

i
Pour n € N, on considere f,, la fonction définie sur R par f,(z) = —
n!

a) Calculer fo(2) .o

b) Pour n = 1, calCuler f), ...t

¢) Pour n € N, en déduire une primitive de fr, «...oooniiiiiiiiii

Calcul 11.14 (?

Pour n € N et a € R, on considere g, la fonction définie sur R par g,(z) =

a) Pour m =1, calCuler g, .......ooiiii it

b) Pour n € N, en déduire une primitive de gn . «..cnvviniiniiii

Réponses mélangées

1 4 1 6 1 4 2 1 m2+z—3
g% 3% +2x+4+C FBr—1 - ——+C w—i—c e +C
1 6z—10 —3 - 3
T ge +C x»—>10(10$+1)+0 2 e’3+5+0 x> —x+C
3 1 7 x? 23
S — B L LT 2-V2et 242
4(4x+1)+0 * 1iT s + 3<m+2+3 +C V2et 24+2
1 7
g(e2z+e_m)3—|—0 g (23 =22+ 1)°+C 5e* — 6z + C vt 4 C
-2 T 2 1 -2
= T 15 o n e ST
x_2+C (e*+1)°+C f(z) ($2_1)2+C Gn+1 3$3+O 5¢ +C
frs1 42 +2+C 2f(2z + 1) Gn—1 2V + 22° + C Va2 +dx —5+C
4 1 1 1 3 -3
—= e —(Bz—-2)°%+C “(z—1P*+C =~ et - —+C
3 S G- gle -1+ 2% 2a—1e "
_ 7 -1 3
xr—>2—41(4a?+5)6+0 —c@+3°+C  S+C VImFI+C S &FicC
1 3 25
66_3I2+1+1‘+C —8Vr+1+C 10 -5 ver+az2+C —3etl

» [Réponses et corrigés page 205|
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Term-PRIM-02 Fiche de calcul n°12 Primitives

Primitives 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

4

Donner I’ensemble des solutions des inégalités suivantes sous la forme d’un intervalle.

a) x_1<x+1 o) 5x+1>2w—1
5 3 < g g e Ea G
—r 2 1 2¢ 1 T 3
b) —+-=-2>— — . d —+=-<=—— ........
) 3523 ) 3 T5ST 10
Calcul 12.2 4

Donner ’ensemble des solutions des inégalités suivantes sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de
deux intervalles.

a) 6z2+z—-1<0.... c) 0<52°—2x—1 ..

b) 22% — 12z +18 <0 d 0< -7z +z+1 ..

Calculs de primitives
S ——————.——.—.—.—.————.———

Calcul 12.3| — Primitives usuelles (I). ()

Donner l'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes sur l'intervalle I.
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Calcul 12.4] — Primitives usuelles (II). (]
Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.
a) f(@) =223 +62% —2+1 .o
b) f(x) = =36" 4+ 2% =20 ..o
=92 4 4e* 1
c) f(x)=2z"—4e +? ................................
Calcul 12.5| — Primitives usuelles (III). 00
Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.
1
a) f(x)= PR LR LR PR L PR PRE P RERPRERRRERRRTS
b) f(z) = —322+— + .
= /- ARRRIELL R LR ELLERE RN ELEE R
3 1 3
C) f(fE) - + 1:73 + ﬁ .................................
2 2 2 2
d =
) f@)=-m+ a5t
— Trouver une primitive particuliére. 000

Donner Pexpression de la primitive F' de f telle que F(a) = b dans les cas suivants.

a) fr)=2x+1,a=1etb=0 ..o,

b) f(x)z%,a:letb: ...........................................
c) f(x)z%,a:Qetb: ...........................................
d) f@)=a2—e " +3,a=0et b= ..0ooiiiiiiiiiiii
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Calcul 12.7| — Composition avec une fonction affine (I).

a) Donner 'expression des primitives de f définie par f(z) =exp(z) .............

En déduire I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

b) fi(z) =exp(2z+3) ....

¢) faolz) =exp(—5x+2) ..

Calcul 12.8) — Composition avec une fonction affine (II).

a) Donner 'expression des primitives de f définie par f(z) = ——= ...............

En déduire I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

b) fl(x)zwﬁ ......
) fola) = ——
2y/2z—4

Calcul 12.9] — Composition avec une fonction affine (III).

1
a) Donner 'expression des primitives de f définie par f(z) = — .................
x

En déduire I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

1

b) file) = —% s

1

c) fa(z)= Sl

00
d) f3(x):exp(;x+:1))>
S =exp(‘31x+2)
00
1
2Vx
d) f3($) = # .....
2y/8x -3
) fala) = —
(§] g\ ) = —/— ..ol
00
d) fs(z) = lxl—G .......
7
e) fa(z) = 2x1—|—5 .......
3
00

Calcul 12.10| — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (I).

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.
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Calcul 12.11] — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (II). 00
Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.
a) f(x) =6(8r—2)x (42 =22 —3)" ...
—12x+1
b S X o
) f@) (=622 + x)3

6z + 5
C) f(l') = m ...............................................
Calcul 12.12| — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (III). 000
Donner 'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

rz+1
a) f(x) B g TTTTIeiiiesi
b) f() = = (Va)*
) = —= (V) o
NG

o) fla)= exp(vz)

T T
Calcul 12.13| — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (IV). 0000

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

2z +1
a) f(l‘) = m ......................................................
1
b) f(z)= e DR
1
c) flz)= TIN(3m) T
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 12.14] — Primitiver une fonction « inconnue ». f.'? C?

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = exp(z?) et soit ¢ I'unique primitive de f qui s’annule en 0.

a) Calculer ¢'(2z) pour tout * € R ...t

b) Donner I'expression de la dérivée de la fonction z — @ (2z) ........

¢) Donner, en fonction de ¢, une primitive de x — exp((x + 1)2) e

d) Donner, en fonction de ¢, une primitive de x — exp((Sx + 1)2) .

Réponses mélangées

— 1 1
?exp(—5m+2)+0 §exp(2x+3)—|—0 §ln(|x2+2m|) +C
1 2
Vz+C 3ln(|z|)—ﬁ+6\/5+0 In(|z]) + C g(\/E)S—FO {3}
1 2 1

? - @ + TZA + 21n(|1’|) +C exp(ﬂ”2) +C 26Xp(4$2) 31n(\x|) - 31H(2)

2 2
;lgx—él—i—C gln<’3x+5‘>+0 (42? — 22 - 3)° 4+ C In(—z)+C
1

§x4+2x3—§x2+x+0 exp(z) + C - §ln(|2x—|—1|)—|—0 Vat+3z+1+C

-1 2 1
3exp(3x+2) +C 3x574e17 5+C’ 2In(|z|) + 3 In(|z]) + C

}w’l_ﬁ{U}l—k\/g,OO[ 7ln<‘;x6)+0 {3 +oo[ é 3t +5+C
1

5) 5 20’

3
In(|In(3z)]) + C exp(4z?) 2 +x—2 —2® +In(|z]) + 2V + C 33:3—6’”4—33:—1—7

2

;s +C In([32* + 5z — 1]) + C

(—622 4+ )

21
}—007—22} In(lz —3|)+ C

1 1 1 7
- - 1 - 1 — 00, —
2B2 43 —op " C Trrel ) e gentl) } > {

2y/In(z) + C %\/gm—i’)—i—C —3ew+%x3—x2+0 2exp(vz) + C [—;,ﬂ

/2 1—+29 1++/29 5 11
3 gm—l—C [ 1 12 ] In(z) +C ]—00,24[ 2exp(2w—|—>+0

» [Réponses et corrigés page 209
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Term-PRIM-03 Fiche de calcul n°13 Primitives
Primitives 111

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 13.1| — Factorisations. 4
Soit z un réel. Factoriser les expressions suivantes (on pourra utiliser le discriminant).
a) 322 —18x+24 ........... c) br*—10z2-15..........
b) 32°—18z+24+z%—4z+4 d) 2°+2> -2z .............
Calcul 13.2]| — Un peu de trigonométrie. 44

Soit « un réel. Transformer les expressions suivantes pour ne les exprimer qu’en fonction de cos(x).

c) sin(z) —2co8(—2 — I3T) ©ooiiiiiiiii i

d) sin(z) +8in%(2) — 2€08(T) . oeiiiii

Primitives de fonctions élémentaires
(D

Calcul 13.3| — Fonctions élémentaires (I). 00

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

1

a) xr—ad+2 . d) 20— —
x
1 1

b) B g e e) T g e
1 1

c) xb—>ﬁ ............ f) o v IRRLRTRERTERE
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Calcul 13.4] — Fonctions élémentaires (II). 00

Déterminer ’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) Tr——e® . d) z+—2sin(2z) ........
b) x> 3e® —z? ... e) z+—3cos(3x+5) ...
3 2 4
c) x»—)% f) z+—sin(2—-5x) .....
x

Primitives de formes remarquables
)

Dans les exercices suivants, on fera apparaitre des expressions de la forme

na! (z)u(x)" u(z) ou v/ (z)e*®

pour primitiver les fonctions proposées.

Calcul 13.5| — Fonction puissance (I). 00

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) v+ 2z +1)(2*+2)° ..... ¢) s (2 +1)(2 +3x+4) .
b) 2+ (22+43)(z? +32x4+12)1° d) xHLﬁ
@ aE
Calcul 13.6) — Fonction puissance (II). 00

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) z— (e +1)73e® ..., c) zr——xyV1-—222 . ...

b) x> (" 4+1)(e” +2)* d) z— ——— .

Calcul 13.7| — Fonction puissance (III). 00

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) x> sin(x)cos(z) ....... ¢) x+— (3sin(x)+2)° cos(z)
b) x+— cos(z)sin®(z) ...... d) z+— _ sl
(cos(z) + 3)?
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Calcul 13.8) — Fonction inverse (I).

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

1
— o .. d —
8) @ 2z -3 )@
43 + 322
b) = perrps SRR e) xTr+—
c) 327 + 4z f) xz+—
3 4222 4+ 1

Calcul 13.9] — Fonction inverse (II).

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) x+— e e c) x>
ew — e—w
cos(x)

b) Sln(,’[;) .......... d) T —

Jalcul 13.10) — Fonction exponentielle.

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

c)

1
a) T — <3x2 + )eszrln(w)
T

b) @ (2 4z + 5)e” T3 HI6—12

Primitives par décomposition

5t + 322+ 1

x — sin(z)e

d) zr— exp(x)exp(e”)

o+ ad+ x4+ 12
e’ +1
g

— cos(z)+3

calcul 13.11] — Un premier exemple de décomposition.
a)

Déterminer I'expression d’une primitive de t — ——

1+1
b) Mettre sous forme de fraction 1 — —— ...... ... ...
1+¢
P . ) o t
¢) En déduire l'expression d’une primitive de ¢ — T3

“alcul 13.12] — Un second exemple de décomposition.

T
a) Déterminer I'expression d’une primitive de z — T3 2
x
b) Simplifier I ion —— v
implifier Pexpression ——— + ——— ... ..o
P P 1+22 1+ a2
23
¢) En déduire lexpression d’une primitive de  — o2
x

68
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Calcul 13.13] — Un troisieme exemple de décomposition. 000

, 1
a) Ecrire sous forme de fraction la quantité oo
33—z 3+=x
P . N 1
b) En déduire 'expression d’une primitive de 2 — G g e
-
Soit @ un réel non nul.
1

8 1
c) Ecrire sous forme de fraction la quantité o
a—r a+tx

1
d) En déduire I'expression d'une primitive de z — ———— ...
a? —x
) Dét i r ion d’ imitive de x — 1
e éterminer I'expression d’une primitive de z — ————— ... ...
P P 25 — 1622
Calcul 13.14] — En autonomie. 000

En utilisant la stratégie des exercices précédents, déterminer I’expression d’une primitive des fonctions
suivantes :

) x+2 b) z2 + 2z
a) TH—> —— ....... T— —
r+1 (x+1)2
Calcul 13.15| — Une fraction de sinus. 00

Feri forme de fraction 1 tité
a) Ecrire sous forme de fraction la quantité 2+ cos(z) 2 — cos(z)

b) En déduire I'expression d’une primitive de x —

Calculs plus avancés
L

On note v (prononcer psi) la primitive s’annulant en 0 de la fonction

1
— .
* 1+ 22
1
Ainsi, pour x € R, on a ¢'(z) = T On ne cherchera pas a calculer la fonction ).
x

Calcul 13.16] — Dérivation autour de . {f{?

Déterminer I’expression de la dérivée des fonctions suivantes :
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Calcul 13.17] — Calcul d’une primitive a ’aide de ¢ (I).

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes. Cettte expression fera intervenir .

P

Calcul 13.18) — Calcul d’une primitive a ’aide de ¢ (II).

a) Mettre le polynome 22 4 10z + 26 sous forme canonique ........................

1

b) En déduire I i fonction d d’ imitive de x = —/————
) En déduire I'expression, en fonction de 1, d’'une primitive de x 27 1 102 + 26

Calcul 13.19| — Calcul d’une primitive a 1’aide de ¢ (III).

a5
a) Mettre sous forme de fraction la quantité ——— —
) E z2+9 22+9
20— 7

b) En déduire l'expression, en fonction de ¢, d’une primitive de & — 219
x

Calcul 13.20| — En autonomie.

Déterminer I’expression, en fonction de v, d’une primitive des fonctions suivantes :

P

P

P

3 T
922 — 122 +5

a) T r—

Maintenant, on note ¢ (prononcer phi) la primitive sur |—1, 1] et s’annulant en 0 de la fonction

1
VI—2?

X +—

1

Ainsi, on a, pour x € |-1,1[, ¢'(z) = ———==. On ne cherchera pas a calculer la fonction ¢.

V1—22
Calcul 13.21] — Dérivation.

Déterminer I’expression de la dérivée des fonctions suivantes :

Fff
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— Primitives. @C?‘f&

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes. Cette expression fera intervenir p. On
pourra, comme dans la série d’exercices sur la fonction ¢, commencer par écrire les polynémes sous forme

canonique.
a) T+ > c) T+ !
T _ .. T
V1 — 2522 —22 —8x — 15
1 72
b) z+— —— ...... d) z— ——— .........
) V25 — 1622 ) V1 — 28

Réponses mélangées

1. 2—cosx 20 -7 1 13y
m»—>¢(x—}—5) x'_>4_11n2+cos:z: 259 m»—>gcos(2—5x) m»—>gln‘3_—i
—4/3 3 3 2/3 1 2\3/2
me m»—>1+9x2 T o xb—>—6(1—2x) x — Y(V3z)
2¢(x) 2 1 L
T — —cos®(x T— - cos(x T—
1422 (z) 2(1+e7)2 () 2y/x/1— =
2 12 11 2 6 7
x»—)% wa x 2z —-2)2z—-17) m»—)ln(x2+9)—§w<§>
1 4 1 342
@ +—  In|sin®(z) + 5| Z— 42 z s et TEviHs-12 gz — o
3 4 5 14 26
1 1
—cos?(z) + 2cos(x) + 1 xr—>§ln|:1:| xr—>§e5m—% xHW
—12x
x»—>—el2 r—x+ n x +— Inle” + x| (x+5)%+1 x — e~ cos(@)+3
x
1 2 In(1+ 22 6
xl—>—§20052(x) xb—)%—n( ;—x) P t—t—In|l+¢
In(1
n( ;—x ) z—s ze® z— 3x T — %1/1(%) T — ln(ez —|—e_z)
T — 62> (") x — exp(e”) x — — cos(2x) T — ! x— ! In bt Ax
il 6 ellVA % — _ = i
Nier P e 10 |5 — 4z
1
x — D " x |—3> In|z* —I—mi’ x — —In|cos(x)| x — 1—8(3Sin(m) +2)°
3 4 t 1
x +— In|sin(z)] T — (27 + 635-1- ) T+ 1 x — sin(3z + 5) x— —sin®(z)
x— p(r+4) z+— In|2® + 2° + 2 + 2| z — In|2® 4+ 227 + 1| x+— Y3z —2)
t—sIn|l+t 0T Lo (22 1 1 (e +2)*
— In |1+ ¢| x— 2z x|—>m¢<\/—§) x— x+In|x+1] T e
x»—)%cp(:c?’) x> Infe® —e ™" z(r —1)(x + 2) x»—>z2—2+5x-|-%
3 (In(z))? 4
5(x — V3 3)(@* +1 — ——
(x — V3)(z + V3)(2® + 1) z V1 — 922 2 4 — cos?(z)
2a 1 a+w
z— 10(%E) 3z —2)(x—4) x +— In+/|22 — 3| 72 m»—>%1na_x
1
x — p(bx) cos*(z) — 3 cos®(x) — 2cos(z) + 2 T—
V—a?+3x -2

» [Réponses et corrigés page 212|
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Term-ED-01 Fiche de calcul n° 14 Equations différentielles

Equations différentielles I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 14.1] — Calculs avec des exponentielles. 4
Simplifier les expressions suivantes.

3 _z s _
a) €2 Xe 8 ............. C) €2 Xe 3 .............

(e””+2/5) 5 acoogocc
— Résolution d’équations du premier degré. 4
Donner la solution de chacune des équations suivantes, ou x est 'inconnue réelle.

a) To—8=2lw—12 .............. ) 12:213 =5
B2 g lbmem

Equations différentielles homogénes
)

— Formes générales. o
Déterminer la forme générale des solutions des équations différentielles homogenes suivantes.

a) ¥ =2y ...l c) 2y —3y=0.......

b) ¥ +Ty=0 ........ d) 2y + 3y =38y + 9y

Calcul 14.4) — Equations homogénes avec condition (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de ’équation différentielle donnée vérifiant la
condition donnée.

a) ¥ =—1lyavec f(0) =5 oottt

b) 2y —3y=2y+3y avec f(0) =T «.overiii
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Calcul 14.5| — Equations homogénes avec condition (I1). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle donnée vérifiant la
condition donnée.

1 1 )

a) iy'—l—y: gy—y’ avec f(3)=e ! .

b) o V2 =0avec f(V2) =1 .ooiiiiiiiiiiii i

Equations différentielles avec second membre
)
00

/

On consideére 'équation différentielle (F) : y' =y — 3.

a) Déterminer une solution particuliére constante de I’équation (E) ...................

b) Déterminer la forme générale des solutions de I'équation ¢/ =y .....................

¢) Déterminer la forme générale des solutions de I’équation (E) .......

Calcul 14.7 00
On considére 'équation différentielle (E) : v2y' = v6y — 1.

a) Déterminer une solution particuliére constante de I'équation (E) ...................

b) Déterminer la forme générale des solutions de 1’équation Vo =V6y oo

c) Déterminer la forme générale des solutions de I’équation (E) .......

Calcul 14.8) — En autonomie (I). 000

35
Déterminer la forme générale des solutions de I’équation différentielle : 13y’ — 3y = 12y’ + 2y + 5

Calcul 14.9) — En autonomie (II). 000

21
Déterminer la fonction f solution de 'équation différentielle : 3y — 7y = % telle que f(2) = —5.

Fiche n° 14. Equations différentielles I 73



Calculs plus avancés
. _____________________________________________________________________________________J

Calcul 14.10, — Une condition initiale intégrale. C? C?

1

Soit f la fonction solution de I’équation différentielle : 3y’ — 4y = 0 vérifiant la condition / f(@)dt =1.
—il

DEterminer f ..ot

Calcul 14.11] — Une équation intégrale. G P

x
Déterminer la fonction f continue vérifiant, pour tout réel x, / f@)dt + f(z) = 2.
0

Réponses mélangées

2

z —s Ce?® T — CeV3e -2 el o3 - z —s He 11T T — e %

x 7 18 1

et xb—>ke5z—§ e~ %0 z — ke® 4+ 3 I3 xz+— Ce P’I—I—%
Hfgen?»;hlfi z — Ce37/2 T — x> 2e " T gt/

25 25 V6 3(et/3 —e=4/3)

25
x— Ce ™ % T —s 38T x —s Ce5%/7 T—3 T o2 V2 z — Ce”

» |Réponses et corrigés page 218|
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Term-ED-02 Fiche de calcul n° 15 Equations différentielles

Equations différentielles 1T

Prérequis

e Pour ’ensemble de la fiche, « résoudre une équation différentielle » signifie « donner la forme
générale des solutions » de 1’équation proposée.

e La dérivée d’une fonction composée f = v o u est donnée par la formule

f’:(vou)':(v/ou)xu/.

Quelques calculs généraux pour commencer
S

Calcul 15.1 =

Développer, réduire et ordonner suivant les puissances croissantes de x les expressions suivantes.

a) (1—z)(—2?+52+2) .......... ¢) (1-22)(z+ g)(2x+2) .......
b) (z—1)(x+2)(z—3) ...c.oc.... d) @PH+zr-—1-zH@+1) ........
— Des racines carrées. 4

Ecrire sans racine carrée au dénominateur les expressions suivantes.

2-+5 ) 12
e C 3+\/7 5_\/3 ..............

b) 5—+/3 ? Q) 1 1-v5 1 1+5
e TR 2 T

Equations différentielles du type y’' = ay + b
|

calcul 15.3] — Trouver I’équation différentielle connaissant une solution. o

R———R

Quelle est I'équation différentielle dont la fonction f : { est solution ?

@y':4yfi () y =—dy—2

©v-Fo @ -
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o

Quelle est la fonction qui est solution de 1’équation différentielle 3/ = —y + 3 ?
rH——e’ -3 ThH—— —3e % +3 rH—— —e"4+3

Calcul 15.5| — Résolution d’une équation différentielle (I). L)

2
On note (E) I'équation différentielle y' = —3Y +5.

2
a) Résoudre sur R : y = TRY e

b) Pour quelle valeur K € R la fonction constante x — K est-elle solution de (E)?

¢) Résoudre (E) sur R ... o

Calcul 15.6] — Résolution d’une équation différentielle (II). L)

2 1
On note (F) I’équation différentielle §y' =yt 2.

a) Les solutions de (E) sont les solutions de

2, 1 , 1
—_ = — = — 7
1 12 1 2

b) Résoudre sur R : 3y = %y ..........................................
¢) Résoudre sur R : 3/ = %y ..........................................
d) Déterminer une solution particuliere de (E) ................c.ooo...
e) Résoudre (E)sur R . ... i
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Calcul 15.7] — Résolution d’une équation différentielle (III). L4
2
On note (E) I'équation différentielle 4y + Y- 1=0.

a) Les solutions de (E) sont les solutions de

b) Déterminer une solution particuliere de (E) ..................

c) Résoudre (E) sur R ....ooooiiiiiiiiii i

— En autonomie. 00

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

™ T
d T
) Ty + 3y ytgy -3

Avec des conditions initiales
(G

00

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solution sur R vérifiant la condition
initiale indiquée.

a) ¥ =2y—lety(0)=—4 ..
1
b) 5y’—y=7ety(l):0 ......................................
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Jalcul 15.10

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solution sur R vérifiant la condition

initiale indiquée.

a) by—y =Tety(-3)=3

b) 3my’ —2y=met y(0)=0

“alcul 15.11) — Des conditions initiales variées.

Soient b et ¢ des nombres réels.

a) Résoudre sur R 1'équation différentielle 2y’ + 3y = b

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solution sur R vérifiant la condition

initiale indiquée.
b) 2y +3y=">bet y(0)=>b
c) 2y +3y=bety0)=c

d) 2y +3y=bety(c)="b

Equations différentielles du type vy’

=ay+ f

calcul 15.12

Quelle est ’équation différentielle dont la fonction f : {

@Z//:—Z/‘Fx—? @y'=3y—|—x2—1

Jalcul 15.13
On note (E) l'équation différentielle y' = 5y + 2z — 3.

a) Résoudre sur R I’équation différentielle 3y = 5y
b) Déterminer le couple de réels (a,b) tel que ¢ : {

¢) Résoudre (E)

x}—>é—

@y’:3y+2z—1

R———R

5 est solution?
gx

@ y =2y —2x+3

78
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calcul 15.14 00

On note (E) I'équation différentielle y' +y = 2e™*.
, . s ) R——R . .
a) Déterminer I'unique réel a tel que ¢ : ~ soit solution de (E) ..........
—— azxe
b) Résoudre (E) sur R . ...t
calcul 15.15 o0

On note (F) l'équation différentielle y' — 3y = 4sin(x).

a) Parmi les expressions suivantes, déterminer celle qui définit une fonction solution de (E).

@ %4 cos(x) @ %COS(I') - %sin(x)
@ %4 sin(x) @ %2 cos(z) — gsin(x)

b) Résoudre (E) sur R ... o

¢) Déterminer la solution de (E) sur R vérifiant y(0) = v2 ............

calcul 15.16 00
On note (E) 'équation différentielle 3’ + 2y = e 2% cos(x).

a) Parmi les expressions suivantes, déterminer celle qui définit une fonction solution de (F).

@ 2¢~ 2% cos(x) @ e *"sin(x) @ —e % sin(x) @ ecos(@)

b) Résoudre (E) sur R ...

c) Déterminer la solution de (F) sur R vérifiant y(0) =1 ..............

calcul 15.1 00

. . . . R———R . . )z .
Déterminer une expression de f telle que la fonction ¢ : soit solution de I’équation
T 2e* 4+ 3e” "

différentielle (E) : Ty +3y = f(x), sur R ...

Fiche n° 15. Equations différentielles 11 79



Calculs plus avancés
(D

Calcul 15.18/ — Un peu de théorie. c?(?

Dans cet exercice, on présente une méthode de résolution des équations différentielles linéaires
y+a@y=0 et 3y +a(x)y=>b),

respectivement notées (H) et (E), ona: I — R et b: I — R sont deux fonctions.

On note A une primitive de la fonction a sur I.

a) Soit f:z—>exp(— A(z)). Calculer f/(z) .........coiiiiiiii

b) Soit C' un nombre réel. La fonction C'f est une solution de

(@) ¥ +a(z)y=0 (b) ¥ + a(x)y = b(z) (¢) ni 'une ni autre

On note k : I — R une fonction définie et dérivable sur I et on considere ¢ = kf.
On va déterminer & quelle condition portant sur k la fonction ¢ est une solution particuliere de (E).

c¢) Calculer I'expression de la fonction ¢’ en fonction de k, k', a et A.

d) La fonction ¢ est une solution de (E) sur I si, et seulement si :

(a) pour tout z € I, k' (z) + a(z)k(x) = b(x)
@ pour tout z € I, k' (z)e™4® 4 a(x) = b(z)
@ pour tout z € I, k' (z)e 4™ = b(x)

e) Parmi les expressions suivantes, déterminer celle qui définit une fonction solution de I’équation diffé-
rentielle (E) : y' +y = e~ cos(z)

@ e " cos(x) @ e’ cos(x) @ esin(@) @ e “sin(z)

80 Fiche n° 15. Equations différentielles 1T



Calcul 15.19] — Equation différentielle a coefficients variables. C? CP (? c?

On veut résoudre sur R’} 1'équation différentielle
(E) : zy — (1 — 22?)y = 223

en utilisant la méthode de I’exercice précédent. On note (H) I'équation différentielle 2y’ — (1 — 22%)y = 0.

a) Déterminer une solution f, non nulle, de (H) sur R% ........

On admet que 'ensemble des solutions de (H) est I’ensemble des fonctions C'f avec C € R.

b) Déterminer une solution particuliere ¢ de (E) sur R} ........

c) Résoudre alors (E) sur R ...

Réponses mélangées

23 7 3
U-5E @ 243r-6alta’  3oa-s? 4t o YT V3
—2 13 s 8 2, 15
- x _ N R — <z - N R
(5’25) z+— Ce —l—?;),oufe z+— Ce™ 3 +2,ouC€
2 2 1
xn—>Ce_§$,oﬁC6R xn—>§+§e_%w xi—>—5$+£+065$,0ﬁCER
b 2b s, _s

@ (K (z) — k(m)a(m))e_A(x) 6 — 5x — 2% + 23 T g + ?eice_ﬁ’”

2 6
T —¢ cos(x) — R s;n(a:) 15
+(V2+ 2 2

—a(z)e” 4@ x +— (sin(x) + 1)e”>* T @ z—s Ces® — ;’ ouC eR

1 9
@’ T — 3~ 562’” z — 20e” — 12e™7 x»—)m—i—Cﬂce_mz ounCeR

2
rrs Celt— s ot CeR  —1ta' (O e+ (u+0)e” o CEeR

x— —14 45 -9 —? mn—>§+(c—g)e*%z @

155w x+— Ce’, ou C € R z+— Ce?® — 14, 00 C € R @

o
]

5

w|

E

— 7r—l-ﬂ-e —
@ x B B x

T —> xe

x|—>7+86
5 b

b
r= Cei® b CeR 2 (9 o g+Ce i oiCeR (D
z +— (sin(x) + C)e 2", ot C € R @ x»—>Ce_%w+g,oﬁCER z+— Ce?™ o C € R
2
x»—)—gcos(x)—gsin(x)

T — =7+ Te 2e** mHCe_%m—%,oﬁCeR
+Ce*, ou C € R

» [Réponses et corrigés page 220|
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Term-INT-01 Fiche de calcul n°16 Intégration

Intégration I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 16.1) — Des fractions. 4
Calculer, en donnant le résultat sous forme de fraction irréductible :
1 1 1 1 2 3

1—=—+-. b) ——= ........ —— = .
9 1-5+3 ) 273 9 373
Calcul 16.2] — D’autres fractions. 4
Exprimer les nombres suivants sous la forme « 295° » (avec a,b € Z).

102 1 1 1

— b) —— ...... ——— ...
%) 5 ) B g 9 5 10

Premieéres intégrales
e —————————————————————~—

©

Calculer :

alcul 16.4) — Une formule générale. ]

1
Soit n € N. Combien vaut / thde?
0

@n—I—I @n—l @% @n—ll—l @n—l

— Variations autour d’une puissance. 000
Soit n € N. Calculer :
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00

V2 t2n

Soit n € N. Calculer / —— At e
o 27

Secondes intégrales
)

— Variations autour d’une fraction. 000
Soit n € N tel que n > 2 et soit a > 0. Calculer :

V2
00
Soit n € N*.
273\ " "
a) Calculer/ <2> de .... b) Calculer/ nt>"ldt ...
0 0

Calculs plus avancés
(D

Calcul 16.9| — Une somme d’intégrales.

2 2 2 2
Soit n € N*. Calculer/ 2tdt+/ 3t2dt+/ 4t3dt+-~-+/ (n+1Dt"dt ........
0 0 0 0

Calcul 16.10, — Une fraction de fractions, integrée entre deux fractions. G FF

Soit n € N tel que n > 2. Calculer + ........................................

n 1
[
1 tn

2n
Réponses mélangées
1 a®"2-1 1—(=1)n+t 1 1 o207 -1 - 1 1
n—1 an ! n+1 2 n+1 2 (n+ 1)27+1
\/ﬁ ) 1 on _ \/5 on+1l _ 1 92n+1 22572 @ 5
2n+1 3 m—1 /2 4n+l(n+1) 3n+1 6
1 -1 1 5 (=)™ 1 —2¢2 (n—1)
| - = 42" -1 2" —1 2775 —_—
n— 1( ) 6 6 ( ) n—1 ( ) nn—2(2n—1 —1)

» [Réponses et corrigés page 225|

Fiche n° 16. Intégration I 83



Term-INT-02 Fiche de calcul n°17 Intégration

Intégration II

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 17.1 44

Calculer et donner le résultat sous forme de fraction irréductible.

2 77 10 ;+1
a) 3><§ ........ b) 1—5X§ ..... C)

Calcul 17.2 44

Calculer :

a) 1-3x(-5—(-1)>x4) ....... b) —13x025x (—=3)3x4 .........

Calcul 17.3 444

Ecrire sous la forme d’une seule puissance.

) Bz ) ((=2)=4) "' x 83
a Q12 i C VERY, 16

Calcul 17.4 44
—3x2+2x—1

On note, pour z € R, f(z) = 211
x

. Calculer f(z) dans chacun des cas suivants.

a) siz=1...... b) siz=-1 .... c) siz=-2 ....

Calculs d’intégrales
)

Calcul 17.5| — Fonctions usuelles (I). 0

Calculer :

3 0
b) / udu ... d) / edr ...l
~1 —1
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Calcul 17.6| — Fonctions usuelles (II). ]

Calculer :

2 , 44
a t°dt c de ........... ...
) /—1 ) 1 VT
2 4 3
T -3
b —dx ... d) / —dt
) 1 2 2 t2
Calcul 17.7| — Puissances. o
Calculer :
! Lrgd 1
a) / (322 =5+ 1)dz ..... b) / < + ) de .........
L o \3 2
4
2 1 4
B e 1 I P
9 /1 <ﬁ+x2+x3> !
Calcul 17.8] — Divers (I). 00
Calculer :
1 1
a) / edr c) / 2z 4+1)%de ..........
0 -1
1 4 3
b / e ldy d / ——dz ...
) 0 ) 1V 2+ 1
Calcul 17.9] — Divers (II). 00
Calculer :
1 2 e%
a) / 22(x? — )dw ......... c) / At
0 IR

Calcul 17.10] — Divers (III). 000

Calculer :
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Calculs plus avancés
(D

24

e%® 4 3e% + 1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (@ + 12

a) A l'aide d’une identité remarquable, factoriser 2 +2e% 4+ 1 ............coooiiii...

1
b) En déduire la valeur de / Fl@)da oo
0

Calcul 17.12| — Décomposition en éléments simples. f{?{?

2 3 2
Soit f la fonction définie sur R \ {—1} par f(z) = %
0

a) Déterminer les réels a,b et c tels que f(z) = ax +b+

T e

1
b) En déduire/ FlE) Ao oo
0

Calcul 17.13] — Avec des valeurs absolues. f (? {?

2
Calculer / (Jz =1 =4z +2])dz ..o
-1

Calcul 17.14)] — Intégrale dépendant d’un paramétre. c? & (? é}

T

Soit f une fonction définie sur R telle que, pour tout = € R, on ait / f)dt = —62% — 822 — 3z — 1.
—il

2
Calculer F(z) = / F) At oo

Réponses mélangées

% i(é”—i) % ‘%4 %(e‘l—l) 62° + 8z +32x -8  27° % 1—%
% —% (a,bc) = (2,-1,4) 52 % - eil 2715 ol g _%
-1 28 %17 % 27 2 ? %21 %(e —1) %4 -3570 -3
V2 -1 317 :% 3 ; 4 e—ve  9-3V3 % (e” 4 1) %5

» |Réponses et corrigés page 227|
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Term-INT-03 Fiche de calcul n°18 Intégration

Intégration III

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 18.1] — Des équations. 4

Résoudre les équations suivantes, en donnant la valeur de 'unique solution.

1 2z + 3
=4 =4
Ry ) T2
2x + 3 5x + 2
b =1 d =4 ..
) 1 ) 2z + 5
Calcul 18.2] — Des équations a parameétre. 44
Résoudre les équations suivantes, ou m est un parametre, en donnant la valeur de 'unique solution.
1 4 1
a) 4x+5:mof1m7§0 ..... c) ;:_3 =2m avec m #2 ..
T+ 2 z—1 1
= b 1...... d =— y —= .
) p— m ou m # ) 5253 m ou m # 3

Calculs d’intégrales
|

alcul 18.3 o

Calculer les intégrales suivantes.
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Calculer les intégrales suivantes.

4
a) / Aexp(26+2)dt oo
~1

Calculer les intégrales suivantes.

4
2t+1
A
2) /_2t2+t+1

1

b)/%%ﬁmmw+w& ...............................................
0

4 1
t+3
e 2 b
1 V2242t + 1

1 142 1
d) /;Jiiiiﬂu ......................................................
o (B+t2+1)4

c)

Calculer les intégrales suivantes.

S |
a) /1 Wdt ...........................................................

2 142 , 1

b)/gﬁjjiﬁ

2Bt
p B3+

o) /4%+5&
TR

Calculer I'intégrale suivante.

4
t+1 2 3
—— In(¢ 2t — 2) 0 At
Aiﬁ+%72m + )

88
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Calculer les intégrales suivantes ol n est un entier supérieur ou égal a 2.

1 tn—l
At
2) /0 ot 2

1
b) / 2 exp(E" T AL o
0

3
c) /t”’lx/t’ur?)dt ........................................................

2

Calcul 18.9| — Calcul d’une intégrale par décomposition (I).

Trouver deux réels a et b qui rendent les égalités suivantes vraies.

<

A Taide des résultats précédents, calculer les intégrales suivantes.

S |
c)/lmdt ............................................................

3
d)/zt(t_'_z)dt ............................................................

Calcul 18.10 — Calcul d’une intégrale par décomposition (II).

Trouver deux réels a et b qui rendent les égalités suivantes vraies.

t+3 _a n b
t+1)(t+2) t+1 t+2

a)

t+ 2 a b
+

A T'aide des résultats précédents, calculer les intégrales suivantes.

S t43
c) /_4 mdt .....................................................

3142
d) /2 TR R R IREI
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 18.11) — En forcant le dénominateur a apparaitre. {,’? (?

2
t
a) Calculer l'intégrale / rore] dt en remplacant au numérateur ¢ par (¢t + 1) — 1.
1

Calculer les intégrales suivantes en suivant la méme méthode.

2 ¢
b e
) /1 t+5

) /2 2t2—t—2dt
e ) 2t2+3t—|—1 .................................................

Réponses mélangées

1. (23 3 1—5m 3 )
2
a=2etb=—1 1+1n(5> a=-2etb=3 %+41n(2) 2(e!? — 1)
2 1—3m 2 1 6
Zn(6 =leth=—1 1+In(= ~ (Va1 -5 1+5In( -
@) a=le 1+3m + n<3) 2( ‘[) * n(?)
13 1 13 1 1 1, (3 3 m+2
—= “In(22)* = —1 . i
w6 0 gh®) 8 e Y 2+4n<5) 5 m-—1
6 1((3% _ 1) In 32 lln 6 In 8 1—6m In 4
9 2°\5 9 2(m — 2) 3
2 ;
= ((3"+3)%
P S B O ) TR T R i i
2 2 20 n 2 4 _(2n+3)%> 2

» [Réponses et corrigés page 230
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Term-INT-04 Fiche de calcul n°19 Intégration

Intégration par parties I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 19.1 4
Calculer f'(z) pour chacune des fonctions f définies par les expressions suivantes.

On ne se souciera pas du domaine de dérivabilité.

a) fz)=ae® ... d) fx)=eV® ...
b) f(z)=zn(z) ..............o... e) flx)=v4x?2+3 ..ol
e’ 1
c) f(ac):; ...................... f) f(x)—$6+3 ..................
.

Factoriser puis simplifier chacune des expressions suivantes.

a) (1—=Tz)(Bx+5)— (9 +15)(T —4) «oerrie et

Premieéres intégrations par parties
|

o

Calculer a l'aide d’une intégration par parties :

00

Calculer a l'aide d’une intégration par parties :

a) /16 h;@ dt oo c) /010(225 + e fdt ...,

b) /1e In(t)dt ... d) /0 (4 —3t)e®Thdt .......

-1

3
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Primitives du logarithme et de ses puissances
N ——————.——.—.——.—.————

LY

Calculer a I’aide d’une intégration par parties :

Doubles intégrations par parties
|

000

Calculer a l'aide de deux intégrations par parties :

000

a) /01 22 Hhat b) /17 (In(£))” dt ool

+3

Intégrales paramétrées
)

alcul 19.8 00
1
t’n.
Pour n € N, on pose I, = / dt.
o 1+1

a) Calculer o ..o
b) Trouver a et b tels que L o_ a+ b

que 7 = g e
c) Calculer It ..o
d) Exprimer Ip,11 + I, en fonction de m ...o.voii i
e) En déduire la valeur de I3 ........oouiiiniii
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Calculs plus avancés
. __________________________________________________________________________________________J

Calcul 19.9| — Limite et intégrations par parties (I). &{?&

T 2
Calculer lim B3eTER A o
x——+00 0

Calcul 19.10| — Limite et intégrations par parties (II). (?(?{?

A
Pour n € Net A € R, on pose I(n,A) = / t"e~tdt. On admet, pour tout n € N, 'existence de :
0

A
J(n) = lim t"e” "t dt.
A—+oo [

a) Calculer J(0) ..o

b) Exprimer J(n + 1) en fonction de J(1) «....oooiiiiiiii i

c) En déduire une expression de J(n) en fonction de n ...,

Réponses mélangées

1 e +1 5 4 2 )
232 _ ! —
il ) In(z) 57¢ 2(7 ) 5In(5)° — 101n(5) + 8 n! zln(z) —x
Jn+1) 5e e’(z—1 N 2 B 9
— (0 1)) S =2 — (e” 4 2) 5In(5) — 4 o
1 2
1 v Az o8 ( —(In7) 5 n(2) 51n(5)* — 151n(5)>
2V Var? +3 —In7+ 24) 6 +301n(5) — 24
625 15 1
2e3 + 1 -2
1 —1In(2) e”(x —3) 1 3 —23e 10 1 ¢ 9+ (z +1)e” ¢ . In(z) + 1

» [Réponses et corrigés page 233
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Term-INT-05 Fiche de calcul n°20 Intégration

Intégration par parties II

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 20.1| — Des logarithmes et des exponentielles. 444
Simplifier les expressions suivantes.
o 1 15 e X (e’?’)2
a) In(ved) —5+ =e™ ... C) ———— .
) In(Veb) 2 ) 2 x (e—1)?
b) 4In(2) —2In(4) .......... d) (6—6)2 < Vet
Calcul 20.2| — Un peu de dérivation. 444
Calculer f'(z) pour f définie par les expressions suivantes.
1
a) fle)=(x+Dz .......... c) f(z)= T
b) f(z)= : d) f(z)=+1
) =7 L eeseesees x) = B oosooooooso

Avec une seule intégration par parties
|

— Deux premiéres intégration par parties. L)

Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties.

— Avec un paramétre. 00

On considére un entier relatif a différent de —1.

4
Calculer, par intégration par parties, / 2 In(z)de ...l
1
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Calcul de primitives par intégration par parties
N

— Un exemple guidé. 00

On consideére les fonctions f et g définies, pour = dans |—1, +oo|, par

T

Tt
flz) = T et g(oc):/0 \/ﬁdt'

a) Soit > —1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer glx) ...

! 3
b) Calculer / fl@)de ...... c) Calculer / fl@)dx .....
0 _

1
2

d) Caleuler ¢'(x), POUr @ > —1 ...ttt

e) L’application g est-elle, « oui » ou « non », la primitive de f qui s’annule en 07 ........

Calcul 20.6) — Un deuxiéme exemple. 000
In(z)

v
a) A T’aide d’une intégration par parties, déterminer 'expression de F (), ot F est la primitive de f qui
s’annule en 1.

On consideére la fonction f définie sur |0, +o0[ par f(z) =

On procedera comme ci-dessus.

b
1
b) Pour a et b dans I, calculer / (z) dz

— Un troisiéme exemple, avec un parameétre. 0000
On considére un réel a et la fonction f, définie sur |a, +oo[ par f,(z) = In(xz — a).

a) A laide d’une intégration par parties, déterminer la primitive F, de f, qui s’annule en a + 1.

3
b) Calculer Ia:/ fal@)dz oo
2

3
¢) En déduire la valeur de / 1n(:c2 - 1) dr ..o
2
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Avec plusieurs intégrations par parties successives

00
Calculer les intégrales suivantes a ’aide de plusieurs intégrations par parties successives.
0 2
a) / (2 +1)e"dx ......... b) / (2 =22+ 1)e* da ...
2 1
000
Calculer les intégrales suivantes a I'aide de plusieurs intégrations par parties successives.
1 ) 0 )
a) / (2% +22+1)"e "da . b) / (2 — 2z +1)ez dz ...
-1 -1
“alcul 20.10 — Un calcul d’intégrales classiques. 000

Pour n € N*, on considére les intégrales

1 1 1 x?
L= —— A S —
/0 ) dx et J, /0 0129 dx

a) Exprimer J,41 en fonction de I, et Injq oovvvnvnninienin....

b) A laide d’une intégration par parties, exprimer I,, en fonction de J, 41 et de n.

¢) En déduire une relation de récurrence entre I, et Ip1q .......

d) Sachant que I} = %, calculer Is .............. ... ... .........

e) Calculer Iy «..ooiuii i
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Calculs plus avancés
(D

Pl

On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo| par f(z) = In(1+ /).

A laide d’une intégration par parties, déterminer la primitive F de f qui s’annule en 1.

— Une limite d’intégrales. FFES

1
Pour n,p € N, on définit f, , sur ]0,1] par f, ,(z) = / t" (In(t))P dt.

x

On considere également I, , = ill)% Tmol@®))e

a) Calculer I, 0 «.ovnie i

b) Pour p > 1, exprimer I,, , en fonction de n, de pet de I p—1 ..ooovnnn...

c) En déduire l'expression de I,, , en fonction de netdep ...................

Réponses mélangées

1 gotl  gatl -1 4 2 157 4 44
22 + 1 - In(4 —— Z_ZHp 2=
0 v TR i tari™™ g 3 3V2 192
3+ 8 1
1 < oui 3-3802  Jup1=1In— i s
vV1+ax 32 n+1
!
(_1)p(n+pw B—a)ln(3—a)—(2—a)ln(2—a)—1  2(In(z) —2)Vz +4
—2z D 1 2z — 4 4
= Liy=———T,, Iy = — +2nJ, V1 - 0
(14 22)? P n+1 P! 2”+ Tntl 3 —l—x—|—3
1 1 on —1
2(In(b) — 2)vb — 2(In(a) — 2 S I—— =+
(In(b) )‘/5 (In(a) )ﬁ e (1—2)2 ntl = ontl + om "
@ 24e — 168e (x—a)ln(x —a) — (x —a—1) 2In(2) — 1 27§
[
4 2
- 1
¢ . ¢ 10n(2) —3I(8)—2  14de -8 (- D(1+v7) - S(@ -2z +1)

» [Réponses et corrigés page 237|
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Term-INT-06 Fiche de calcul n°21 Intégration

Intégration des fonctions trigonométriques

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 21.1 4

Soit & € R. Factoriser les expressions suivantes.

) (22+1)B2—2) = (@+1)(2T+1) oorreeei e

b) (£ —1)2 4 (B3 =3Z)(Z —5) -rerrrrrnnntte et

C) B2 B ot

A) BT 26T L

4
Pour tout o € R, calculer I'expression de f'(z) dans les cas suivants.

a) f@)=(@-1)(z+1) .erern.... o) f(z)= 5005(—3: + %) ..........

b) f@)=—-(1-2)% ... d) f@)=¢e* .o

Premieres intégrales
|

calcul 21.3| — Pour commencer. o

Calculer les intégrales suivantes.

™

d) /05 (38in(t) +5cos(t)) Al « o
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— Avec des bornes plus compliquées.

Calculer les intégrales suivantes.

=
e) ’ sin(¢)dt ...
B
257
6
f) sin(¢)dt ...l

salcul 21.5] — Composition avec des fonctions affines.

Calculer les intégrales suivantes.

™

a) /0 (—2sin(—2t) —2)dt .....

b) [r;’ cos(3t)dt ...,

6

Secondes intégrales

d) /1 (3 cos(mt) + g) dt ......

—1
6

Calcul 21.6) — Reconnaitre la dérivée d’une composée (I). 0000
Calculer les intégrales suivantes.
a) / 2t cos(t?)dt ............. d) / sin(t) cos®(t)dt ..........
0 0
T Bl t
b) / sin(t) cos(t)dt ........... e) / COSQ( ) det ..o
0 = sin®(t)
5 us
c) / sin(3t) cos(3t)dt ........ £) /4 sin(t) a
0 o cos3(t)
Calcul 21.7| — Reconnaitre la dérivée d’une composée (II). 0000
Calculer les intégrales suivantes.
1 1 .
a) / e'sin(e)dt ............... c) / e 38O+ oog(2t) dt ...
0 0
3 o,
b) / e cos(t)dt ..., d) / te' cos(e! )dt ............
0 0
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Calcul 21.8] — Une formule générale. 000

Bl
Soit n € N tel que n > 2. Combien vaut / cos(t) sin™(t)dt ?
0

@n @n+1 @nfl @% @ 1 @ !

n—1

Calcul 21.9) — A I’aide d’une intégration par parties (I). 000

Calculer les intégrales suivantes. On pourra intégrer par parties.

™ s

a) /05 tecos(t)dt ...l c) /OE t2cos(t)dt ...l

b) /O Fsin(E)dt oo d) /Og(tQ bt ) sin(t)dt ...

Calcul 21.10, — A l’aide d’une intégration par parties (1I1). 0000

Calculer les intégrales suivantes. On pourra intégrer par parties.

™ ™

b) / Tt sin(t) At e d) / T2 sin(30)dt oernnnn
0 0

Calculs plus avancés
(D

— Intégrales de Wallis. f f (? {?

i

3
Pour tout n € N, on pose I, = / cos™(t) dt.
0

a) Calculer Ip ............... b) Calculer Iy ...............

¢) Soit n € N. A Taide d’une intégration par parties, déterminer laquelle des relations suivantes est vraie.

i e 1l n = 2 n+1
@ In+2 n+2-[n @ +2 n+1 @ In+2 n+1In @ In+2 P In
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L’objectif des questions suivantes est de déterminer une formule générale pour Is, 11 et Io,.

Dans ce but, pour les questions d), e), f) et g), on utilisera le résultat de la question c) et on ne cherchera
pas a calculer les produits d’entiers intervenant lors de ces calculs.

d) Calculer Iy ............... f) Calculer Iy ...............
e) Calculer Is ............... g) Calculer I5 ...............
Soit n € N.

h) Déterminer une expression de I,11 & 'aide de produits d’entiers

i) En déduire une expression de I5,11 a laide de factorielles

j) Déterminer une expression de Iy, a l’aide de produits d’entiers

k) En déduire une expression de I, a 'aide de factorielles

Réponses mélangées

1 3 % x g SSln(—x + g) (z — 3)2 é;(f)f)! 2(1 — z)
(2 4+ 1)(2z — 3) sin(e) ; sin(1) 3ze® (e —2z) % % ;l % x 1 T ; 2
—e2 ok — ! . 2
: 6e 72r 21}12%1 72r47(t2(:3)2 e22 SR CECE %_2 %
@ -2 % —% g X % j g % 2 e—1 —% cos(1) — cos(e)
411 b % kl;Il 2k2-]i 1 ﬂ; - ® s % vz
o 63;1 g ‘/§2_1 0 2-7 V2 3_12;_% 21 0

» [Réponses et corrigés page 241|
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Term-DENO-01 Fiche de calcul n°22

Cardinaux et coefficients binomiaux

Prérequis

Combinatoire et dénombrement

Le cardinal d’un ensemble FE est le nombre d’éléments de cet ensemble.

On le note Card(E).

Quelques calculs généraux pour commencer

Calcul 22.1] — Des fractions de fractions.

Ecrire sous forme d’une fraction irréductible :

a) 2

=5
~

i
15

S| = O =

| =
[S2J LN NGLIN)

Calcul 22.2

[\)

(S

|| Nl w

44

Ecrire les expressions suivantes sous la forme a\/g, avec a et b entiers et ou b est le plus petit possible.

a) V32 ... b) V45 ..... ¢) V1200 ...

Cardinal et opérations ensemblistes

d) V432 ....

salcul 22.3] — Formule d’inclusion-exclusion pour deux ensembles.

Soient A et B deux ensembles finis. On rappelle que

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B).

Cette formule est appelée formule d’inclusion-exclusion.

a) On suppose que Card(A) =5, Card(B) = 10 et Card(AN B) = 2.

Déterminer Card(A U B) ..ottt

b) On suppose que Card(A4) =7, Card(B) = 8 et Card(AU B) = 12.

Déterminer Card(A N B) .ot

¢) On suppose que Card(A) = 3, Card(AU B) =8 et Card(AN B) = 2.

Déterminer Card(B) ...ttt
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calcul 22.4] — Des équations avec des cardinaux. 00

Soient A et B deux ensembles finis.

a) On suppose que Card(B) = 2 x Card(A), que Card(AN B) =4 et que Card(AU B) = 8.

Combien vaut Card(A) 7 ...

b) On suppose que Card(A) = 3, que Card(AU B) = 13 et que Card(AN B) = 1.

Combien vaut Card(B) 7 ...

¢) On suppose que Card(AN B) =2, que Card(AU B) =9 et Card(A) = Card(B) — 5.

Combien vaut Card(B) 7 ...

Factorielle et coefficients binomiaux
(D

— Des multiplications a foison. o
On rappelle que la factorielle de n est définie parn! =1 x 2 x 3 X --- x n pour n € N*.

Donner les valeurs des factorielles suivantes.

a) 1l ... c) 3 ... e) 5l ... g) ...
b) 2! ... d) 4! ... f) 6! ... h) o! ...
— Des simplifications a foison. 00

Calculer les expressions suivantes.

La réponse attendue est un entier ou une fraction irréductible.

) 5! 3! x 6!
a 3' .............................. 74' » 5' .........................
101!
b) w ............................ e) 1
7!
©) gz e B) U6l e
00

Calculer les expressions suivantes.

La réponse attendue est une fraction irréductible.

11 3x3l 5 7 3x3P
a) g_g ...... b) 274_1 C) E_T
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Calcul 22.8] — Calcul littéral avec la factorielle (I).

On rappelle que les factorielles de deux entiers naturels consécutifs n et
m+1)!=Mn+1) xn!

Soit n un entier naturel non nul. Simplifier les expressions suivantes.

n + 1 sont reliées par la formule :

2)! 2 2)! 2 _1n!
4 @2 p 21+ o (=Dn
(n—1)! (2n)! (n+2)!
Calcul 22.9] — Calcul littéral avec la factorielle (II). 000
Soit m un entier naturel non nul. Simplifier les expressions suivantes.
1 1 (n+1)! n!
a) E_(n—kl)' ............ b) W_ﬁ ...........
0 1 n 1 1
)l T E D ) ol e
]
d) Pour tout n € N, on pose u, = :—n Simplifier UZH ................
salcul 22.10] — Calculs explicites de coefficients binomiaux. 00
Calculer les coefficients binomiaux suivants.
4 7 45
a) (2> ......... c) (3) ......... e) (44) ........
9 125 9
by () ......... d) () . ) I P
(¢ (V) ()
Jalcul 22.11] — Calcul littéral avec le coefficient binomial. 000

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 3. Simplifier les expressions

o (1) + ()
0 (5)+ ()

Dénombrement

suivantes.

Calcul 22.12| — Des fruits !

Une corbeille de fruits est composée de trois fruits. Pour la former, on dispose d’'une pomme, d’une poire,

d’une banane, d’un kiwi et d’'une orange.

Combien y a-t-il de corbeilles possibles ?
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Calcul 22.13] — Mains au poker. 0000

On tire 5 cartes d'un jeu de 52 cartes; on obtient ce que 'on appelle une main. On rappelle qu’'un tel jeu
est composé de 13 cartes de chacune des quatre couleurs (cceur, carreau, tréfle ou pique) et qu’il y a 3
figures (valet, dame et roi) pour chaque couleur.

Déterminer le nombre de mains vérifiant chacun des critéres suivants.

On exprimera les réponses d 'aide de coefficients binomiauz, qu’on ne cherchera pas da calculer.

a) Cing cartes quelCOnqUEs . ...ttt

b) Cing cartes d’'une méme couleur ............. .. .o,

c) Uniquement des figures ...........coouiiiiiiiiiiiiiniiiiii

d) Deux piques, un coeur et deux Carreaux .............c.c.oeeeeenen....

e) Exactement un tréfle ........ ..

f) Aumoins un valet ........... .

Indication : faire le lien avec les mains sans valet.

g) Au moins une dame et unneuf .......... .o oo

Indication : faire le lien avec les mains sans dame et celles sans neuf.

h) Exactement deux rois et deux cceurs ..................

Indication : on pourra distinguer les mains selon la présence ou non du roi de ceeur.

Calcul 22.14] — Anagrammes (I). 00

On appelle anagramme d’un mot tout autre mot composé des mémes lettres mais dans un ordre quelconque.
Par exemple, le mot « MSCOIONIBNA » est une anagramme du mot « COMBINAISON ».

Combien les mots suivants ont-il d’anagrammes ?

On exprimera les réponses a l'aide de coefficients binomiauz, qu’on ne cherchera pas a calculer.

a) « MAISON » .............. b) «RADAR» ...............

Calcul 22.15| — Anagrammes (II). 000

Combien les mots suivants ont-il d’anagrammes ?

a) « MISSISSIPPI » .......... b) « ABRACADABRA » .......
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 22.16| — Formule d’inclusion-exclusion pour trois ensembles. (? {,’? (?

On rappelle que si A et B sont deux ensembles finis, alors on a

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B).

Soient A, B et C trois ensembles finis. Donner une formule analogue pour Card(A U B U ()

Calcul 22.17| — Monotonie d’une suite. C?‘C?"C?

2n
Pour tout n € N, on pose u,, = 22"< )

n

a) Simplifier le quotient L

n

b) La suite ((n+ 1)u), _, est-elle : (a) croissante ? (b) décroissante? ..............

Calcul 22.18) — Produit d’entiers pairs consécutifs. ﬁ?{f

Soit n un entier naturel non nul. Expliciter le produit des entiers pairs consécutifs de 2 a 2n a ’aide d’une
puissance de 2 et d’une factorielle.

2XAX e X (2= 2) X 21 et

Calcul 22.19| — Produit d’entiers impairs consécutifs. (?(?{:?

Soit n un entier naturel non nul. On note respectivement I le produit des entiers impairs consécutifs de 1
a 2n+ 1 et P le produit des entiers pairs consécutifs de 2 a 2n :

I=1%x3x5x---x(2n—1)x (2n+1) et P=2x4x---x(2n—2) x 2n.

a) Exprimer le produit I x P & 1'aide d’une factorielle ........................c.....

b) En déduire une expression du produit I ...l
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— Une somme remarquable. Fff S

Soient n et p deux entiers naturels, et (ax),~, une suite de réels.
=

n
a) Sip < n, expliciter la somme Z(ak — ak+1) en fonction de a,+1 et a,
k=p

1
b) Pour tout k € N*, simplifier la différence <p pIs ) = (p + k)
p+1 p+1

On pourra utiliser la formule de Pascal.

= k
¢) En déduire une simplification de la somme E (p i >
p
k=0

Réponses mélangées

2 + 1)
6  2n+D1(@2n+1) 140 1 203 10100 3 % ®)

<p ;: k) 2n+1) 2 42 45 13 1 (123> (113> <123) —3—10

5 n 15 p+n+l 13
<3) 0 ol 3v5 5 ( o1 ) 6! = 720 4(5) n(n+1)(n + 2)

6 5) (3 _ 50 17 -1 n(n*—3n+8) (n —3)n!
N 120 (n+1)(n+1)! 6 22(n+1)

) ;
11\ /6\ /4\ /2 5 52 48
<5) 5 <2>(1> 18 5 040 5 35 24 7 9 <5>—(5>
2n 1

1\ (7 (3 n—1  2@2n+1)
4)(4) (2) n+2 n+1 1V ey —ann

O U0 ey e oo
52) 11 15

8 4 1 720 4 320 B 120 20 84 Y

» [Réponses et corrigés page 245|
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Term-DENO-02 Fiche de calcul n°23 Combinatoire et dénombrement

Dénombrement 1

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 23.1| — Des fractions. 4
Simplifier :

Calcul 23.2| — Un peu de factorielles (I). 4

On rappelle que la factorielle de n est définie par n! =1 x 2 x 3 X --- X n pour n € N*.

Calculer, en simplifiant autant que possible :

10! 10 x 8 x 6 x 4
a) FTRRAARA R RRERRRERELRELORES b) TR e

Calcul 23.3] — Un peu de factorielles (IT). 4

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Simplifier :

n! (n?2 —1)n!
a) (n — 2)' ................. C) W ...............
(n —1)! (304 x 41
b) fpa ) TS

Des dénombrements élémentaires
(G

— Une corbeille de fruits. o

Une corbeille de fruits est composée de pommes et/ou d’oranges et comporte cinqg fruits.

a) Déterminer le nombre de corbeilles possibles ...

b) Déterminer le nombre de corbeilles comportant au moins une orange ...................

¢) Déterminer le nombre de corbeilles comportant plus d’oranges que de pommes .........
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Remarque

Dans cette fiche, pour les exercices de dénombrement, quand les réponses seront des expressions
faisant intervenir des coefficients binomiaux, des puissances, des produits ou des factorielles, on ne

cherchera pas a les calculer explicitement.

Par exemple, si la réponse est

15x 14%x 13 ou 26* ou (160),

on la laissera telle quelle.

— Peinture.

Une maison possede trois chambres. Son propriétaire dispose de quinze couleurs de peinture possibles. On

souhaite peindre les trois chambres de trois couleurs différentes.

Déterminer le nombre de facons d’associer une couleur a chaque chambre .....

Calcul 23.6| — Un aérodrome.

Les aérodromes de loisir sont identifiés par un code a quatre lettres. La premiere lettre indique la région

du monde et la deuxiéme le pays.

Combien peut-on identifier d’aérodromes :

a) Si toutes les lettres de ’alphabet peuvent étre utilisées? ..................

b) En Europe (la premicére lettre serait alors « E»)? ...,

¢) En France (la deuxiéme lettre doit étre « F»)? ...,

Calcul 23.7| — A I’hippodrome.

On organise une course de chevaux dans laquelle quinze chevaux participent. Déterminer :

a) Le nombre de tiercés dans l'ordre possibles ............ ...

b) Le nombre de quintés dans 'ordre possibles ...l

¢) Le nombre de tiercés dans l'ordre dans lesquels le cheval « Etalon Noir » apparait.

‘est, pas présent.
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— Une urne. 0o

Une urne contient n boules. Elles sont rouges ou vertes, toutes de couleur unie et de méme taille.

a) Déterminer le nombre d’urnes possibles ............. ..o

b) Déterminer le nombre d’urnes contenant au moins deux boules rouges . ...

alcul 23.9| — Un groupe d’amis. L)

Dans un ensemble de dix personnes dont trois gargons, on s’intéresse a un groupe d’amis comportant six
personnes.

a) Déterminer le nombre de groupes possibles ............... ... ...

b) Déterminer le nombre de groupes ne comportant pas de gargon.

d) Déterminer le nombre de groupes comportant autant de garcons que de filles.

Jalcul 23.10) — Un jeu de lettres. o

Au Scrabble, on a tiré sept lettres différentes. Un mot est une succession de lettres. On ne tiendra pas
compte du sens des mots.

Déterminer le nombre de mots de quatre lettres que I'on peut former .........

calcul 23.11) — Un week-end entre amis. 00

Un groupe de sept amis part en week-end. Déterminer le nombre de fagons de choisir un responsable de la
vaisselle, un responsable du rangement et un responsable du ménage.

a) Si aucun membre ne peut cumuler plusieurs fonctions ........................

b) Si un méme membre peut cumuler plusieurs fonctions ........................

¢) Siun méme membre ne peut cumuler au plus que deux fonctions .............

110 Fiche n° 23. Dénombrement I



calcul 23.12] — Des codes.

Un cadenas est sécurisé par un code a quatre chiffres. Calculer le nombre de codes :

a) BN tOUb ...

b) Avec des chiffres tous différents ........... .. ...

c) Avec des chiffres pairs uniquement ............ ... i

d) Se terminant par le chiffre « 9» ... ...

e) Avec des chiffres tous différents et rangés dans lordre croissant ...........

Calcul 23.13] — Anagrammes.

On s’intéresse aux anagrammes du mot « FICHE », qu’elles aient un sens, ou non.

Combien d’anagrammes peut-on former :

a) B BOUb 7 o

b) Sil’on commence par les voyelles ? ........ ..

¢) Sile mot se termine par Un « E» 7 ..ottt

d) Sil’on souhaite qu'’il y ait alternance entre les voyelles et les consonnes? ........

Jalcul 23.14] — Organisation d’un dressing.

On dispose de cinq jeans différents qu’on veut ranger dans un meuble a trois tiroirs.

Déterminer le nombre de facon de ranger ces jeans :

b) De sorte que tous les jeans soient dans le méme tiroir ..............

¢) De sorte qu’'un seul tiroir soit vide ............ ... i,

d) De sorte qu’aucun tiroir ne reste vide ........... ... oo,
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Jalcul 23.15] — Une association. 00

Douze personnes constituent une association et doivent choisir un bureau, composé d’un président, d’'un
trésorier et d’un secrétaire.

Déterminer le nombre de bureaux :

b) Sachant que Pierre et Jean ne veulent pas siéger ensemble .......

¢) Ne contenant pas les deux personnes les plus jeunes du groupe ..

d) Contenant le doyen et la personne la plus jeune du groupe ......

Jalcul 23.16] — Pour les amateurs de poker. 00

Le poker se joue avec un jeu de 52 cartes, composé des cartes de 2 a 10 puis valet, dame, roi et as dans les
quatre couleurs (carreau, coeur, pique et trefle).

Déterminer le nombre de mains de cinq cartes :

a) Entout ...

¢) Ou toutes les cartes sont de la méme couleur ................

d) Contenant au moins UM rol ...........c.veuiiniriinenninann..

e) Contenant au plus Un roi ...,

f) Contenant trois rois et deux as ...l

g) Contenant un full (deux cartes identiques et trois autres cartes identiques).
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 23.1 &

Soient p et n deux entiers naturels.

Déterminer le nombre de fagons de ranger p + n éléments en deux groupes de n éléments et p éléments
respectivement.

Calcul 23.18] — Deux limites. &&

Soit p un entier naturel.

n
a) Déterminer lim ﬁ
n—oo (p

b) Déterminer Lim — = ... .. e
n—oo 2™

Réponses mélangées

13><12><<§>><(;1) (160)7 7 15x14x13 26 6  35—-3x2°+3

1
3 n+1 15 x 14 x 13 x 12 x 11 3x14x13 4><(3) 4! 3x2x10 103

5
4 4 52
(3)><<2> 90 5! 12 x 11 x 10 10x9x8x7 7Xx6X%X5H (5) n—1
2 4 1
(55)—(58> n(n —1) 3x2x2 <4O> 3% (2°—2) 14x 13 x 12 x 11 x 10 0
48 48 1
4 | | 2
2 (5>+4x<4) 7 21 x 3! FEICERICET 0 26 10x9x8

1 1
54 3 16 13x48  Tx6x5x4 243 — (”+p>

11 10
30 42 n 6

12 x 11 x 10 5 5 . 3 7
15 x 14 x 13 9w 10 -7 3 10 <3 x {5 5 n-—1

» [Réponses et corrigés page 253
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Term-DENO-03 Fiche de calcul n°24 Combinatoire et dénombrement

Dénombrement 11

Remarque

Dans cette fiche, on ne simplifiera pas entiérement les résultats qui sont des
valeurs numériques. Par exemple, on pourra laisser tels quels des résultats
comme 20 x 19 x 18.

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 24.1 4

Exprimer les nombres suivants sans utiliser ni coefficients binomiaux, ni factorielles.

On pourra écrire les coefficients binomiaux a 'aide de factorielles puis faire les simplifications nécessaires.

0 (1)

n+ 2
c) <n+1) POUT 11 € N L
d) <n+3) POUr 11 € N L
n
Calcul 24.2] — Quelques fractions. 4
Calculer :
(10) 51
) B e (6] I
(¥) i
11
10! )
D) e e ) AOY e
) 8! ( 4 )
Calcul 24.3| — Des simplifications. 44
Simplifier les factorielles suivantes.
| 12
a) Dt c) e DY"
(n+2)! (n!)2
b) (n+1)! Q) (n+1)! x (n+ 2)!
s R ERRIERPRERPRLERY v mr TR
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Pour commencer
G

— Quelques propriétés des coefficients binomiaux. o

a) Soit n € N tel que n > 4. A quel réel est égal (Z) ?

©G)  oF) of) o)

N n+ 2 n+2
A 1 réel est égal ?
c) quel réel est éga (k—i—l) +( )

®@Gn) o) o) eGh)

Dénombrements : cas pratiques
)

alcul 24.5| — Dénombrements de tous les jours. 00

a) J’ai deux pantalons, trois chemises et quatre chapeaux.

De combien de fagons différentes puis-je m’habiller? ......... ... ... . i

b) J’ai six chansons préférées.

De combien de fagons puis-je les écouter les unes apres les autres (une seule fois chaque) ?

c) Jai cinq pantalons différents et j’en choisis deux pour remplir ma valise.

De combien de fagons puis-je la remplir 7 .. ... ..

d) Jai trois fléchettes (une rouge, une jaune et une verte), que je lance sur une cible possédant quatre
secteurs différents. Combien de résultats différents puis-je obtenir (en supposant que je touche toujours
l'un des secteurs) ?
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— Codes secrets.

a) Mon antivol a cing roues crantées, chacune déterminant un entier de 0 & 9.

Combien y a-t-il de codes possibles pour mon antivol? ....... ... ... ... .. L.
b) Mon digicode est un mot de trois lettres différentes, parmi les lettres A, B, C, D, E.

Combien y a-t-il de digicodes possibles? . ... ...

¢) Un numéro de téléphone est composé de dix chiffres de 0 & 9.

Combien y a-t-il de numéros de téléphone commencant par « 06 » 7 ........................

~alcul 24.7| — Nombre de tiercés.

Une course de chevaux a lieu a Longchamp : vingt chevaux sont au départ.

a) Combien y a-t-il de tiercés dans l'ordre? ....... ..o

(c’est-d-dire si 'ordre d’arrivée des trois premiers chevaux compte)

b) Combien y a-t-il de tiercés dans le désordre? ......... .. .. . . il

(c’est-a-dire si lordre d’arrivée des trois premiers chevaux ne compte pas)

— Choisir des fromages.

a) J'ai cinq fromages différents, je décide d’en prendre un.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette ? ......... ... . i
b) Jai cing fromages différents, je décide d’en prendre trois.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette ? ......... ... i

¢) Jai cing fromages différents, de combien de fagons puis-je remplir mon assiette ?

(Eventuellement, en n'en premant QUCUN) . .........o.ueriiii i,

— Fromage et dessert.

J’ai cinq fromages différents et trois desserts différents.

a) Je décide de prendre un fromage et un dessert.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ......... ... ... i

b) Je décide de prendre trois fromages et un dessert.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette ? ........ .. ... ... i

¢) Je peux prendre ce que je veux (y compris rien).

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette 7 ......... ... ... i
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Jalcul 24.10] — Anagrammes. 0

a) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « LAPIN » 7 .................

b) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « CAROT; ToE » 7

Les deux « T » sont distincts car numerotés T1 €t To ...,

c¢) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « CAROTTE » 7

Les deux « T » SONE TAENTIGUES . ..ottt et eiiee e

Dénombrements : cas théoriques
)

Jalcul 24.11] — Nombre de segments. o0
On consideére n points Ay, As, ..., A, deux a deux distincts.

Combien peut-on tracer de segments (non réduits & un point) dont les extrémités sont parmi ces points ?

Calcul 24.12) — Nombre de diagonales. 000

On considére un polygone régulier & n sommets, c’est-a-dire un polygone dont tous les c6tés et tous les
angles sont égaux.

Combien ce polygone possede-t-il de diagonales?

Calculs plus avancés
. ______________________________________________________________________________________J

Calcul 24.13| — Palindromes. f{?

Un palindrome est un mot qui est identique s’il est lu de la gauche vers la droite ou de la droite vers la
gauche. Par exemple, « RESSASSER » est un palindrome; « LAPIN » n’en est pas un.

On considerera que « ZZzZ » est un palindrome méme s’il ne figure pas dans le dictionnaire.

a) Combien y a-t-il de palindromes de quatre lettres? ........... ... ...

b) Combien y a-t-il de palindromes de cing lettres?.... ... ..
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o Y

a) Au poker, un brelan est une main de cing cartes dont trois sont de méme hauteur, et les deux autres
différentes. Par exemple trois rois, un « 7 » et un « 2 » forment un brelan.

Avec un jeu de 52 cartes, combien de brelans peut-on former ?

b) Au poker, une double paire est une main de cing cartes composée de deux couples de cartes de méme
hauteur (mais distinctes) et d’une cinquiéme carte différente. Par exemple deux rois, deux « 10 » et un
« 7 » forment une double paire.

Avec un jeu de 52 cartes, combien de doubles paires peut-on former ?

— Dénombrements de suites. F&dF

Quel est le nombre de suites strictement croissantes de p éléments a valeurs dans [1,n] ?

Réponses mélangées

7 n+3)(n+2)(n+1) 11
2

24 256 (n+1)? 120 262

6 5
13 4 12
1) \3) " 2
n+1 60 10° 10 x 9 =90 30 (©

n(n — 3) 1 s 20 n+1
_ 2 — 1 1 2 —_—
(@) 5 3 v 5 0 n+ ( 5 ) T3
n(n—1) 1 2 2 2
10 —5 720 CED) <11> (4> 20 x 19 x 18
X X
1 1
1 n(n—1)
3 ! ! " - mn—2)
26° (@ 5 7 (p) 64 10 5 >

» [Réponses et corrigés page 258
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Term-PROB-01 Fiche de calcul n°25 Probabilités

Généralités sur les probabilités

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 25.1 4

Ecrire sous forme d’un produit de puissances de nombres premiers les expressions suivantes.

a) 272x12 ..... py 29x64 ¢) 815751 ......

Calcul 25.2 4

Soit & un nombre réel. Factoriser les expressions suivantes.

Calculs de probabilités
|

0

3
Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs 5 0, 2 et 3. On suppose que

P(X:—g) —%, P(X:O):% et P(X:Z):%.
Déterminer :
A) P X = 3 i
D) P (X L) it
C) Pl 2 3) i
Q) P (X 0 ittt
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— Un double hasard. )
Une éleve dispose de deux paquets de cartes :

e un paquet dont les cartes sont numérotées de 1 a 32;
e un paquet dont les cartes sont numérotées de 1 a 52.

Elle choisit un des deux paquets au hasard, puis elle tire une carte de ce paquet.

On définit les événements :

T : « L’éleve choisit le paquet de 32 cartes »
S : « Elle tire la carte numéro 7 ».

a) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) P(T) .............

b) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) Pp(S) ............

c) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) P5(S) ............

d) Exprimer P(S) en fonction de Pr(S) et P=(S) ...l

e) Calculer P(S) ..ot

— Une question de cours. 0

Une professeure pose une question a un éleve et elle lui demande de choisir la réponse parmi trois réponses
possibles, une seule étant juste. L’éléve ne connait que 60 % de son cours.

e Si la question est dans la partie du cours qu’il connait, il répond juste.
e Sinon, il choisit aléatoirement la réponse parmi les 3 proposées.

On définit les événements :

C' : « La question fait partie du cours que I’éléve connait »

J : « L’éleve répond juste a la question ».

a) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) Po(J) ............

b) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) P&(J) ............

c) Exprimer P(.J) en fonction de Po(J) et P&(J) ...l

d) Calculer P(J) ..o
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— Une urne et des boules. o
Une urne contient trois boules dont deux sont rouges et une est noire.

On tire, sans remise, deux boules de I'urne. On définit les événements :

R : « La premiere boule tirée est rouge »

R : « La seconde boule tirée est rouge ».

a) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) P(Ry) ............

b) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) Pg, (R2) ..........

¢) En utilisant I'énoncé, déterminer (sans justification) Pz—(R2) ..........

d) Exprimer P(R») en fonction de Pg, (R2) et P-(R2) «........oooinnin.

e) Caleuler P(Ra) «.vniiii i

Calcul 25.7| — Tirages de cartes. 000

Une éleve dispose d’'un paquet de dix cartes numérotées de 1 a 10.

Elle tire aléatoirement une carte du paquet.

a) Déterminer la probabilité qu’elle ne tire pas un 7 ...l

b) Déterminer la probabilité qu’elle tire un nombre pair .......... ...,

On définit les événements :

R : « Elle tire une carte dont le numéro est pair »

T : « Elle tire une carte dont le numéro est un multiple de 3 ».

¢) Exprimer P(RUT) en fonction de P(R) et de P(T) ...t

d) Caleuler P(RNT) oottt e

e) Calculer la probabilité que le nombre tiré soit pair ou un multiple de 3 .............
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L’éleve tire maintenant aléatoirement, successivement et sans remise deux cartes du paquet.

On cherche la probabilité p que le numéro de la premiere carte soit inférieur a celui de la deuxiéme.

f) Déterminer le nombre de tirages distincts pouvant étre obtenus .....................

g) Sila 1% carte tirée est numérotée 1, déterminer le nombre de tirages favorables .....

h) Sila 1% carte tirée est numérotée 2, déterminer le nombre de tirages favorables .. ...

i) En généralisant, déterminer le nombre total de tirages favorables ...................

J) DELErmINeT D ..o

k) Reprendre la question précédente avec un paquet de dix-sept cartes ................

Calculs d’espérances et de variances
)

o
Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
k -2 | -=1]0 1 2
P(X=k)|1/10 | 1/5|1/2|1/10 | 1/10
Déterminer :
a) P(X<0) oo c) E(X) oo
b) P(X <2) ... d) V(X) coi

Calcul 25.9] — Trois urnes.

Une éleve se trouve face a trois urnes numérotées de 1 a 3.
e L’urne 1 contient une unique boule numérotée 1.
e L’urne 2 contient deux boules numérotées 1 et 2.
e L’urne 3 contient trois boules numérotées 1, 2 et 3.

L’éleve choisit aléatoirement, avec la méme probabilité, une des trois urnes, puis tire une boule de I'urne.
On note X le numéro de la boule tirée.

Déterminer :
a) P(X=3)........ c) P(X=1)........ e) V(X)....ooooiit
b) P(X=2)........ d) E(X) ............
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Jalcul 25.10) ]

Soit p > 0. On considére X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

k -3/2| 0 |5/2
P(X=k)| 1/4 |1/2] p
Déterminer :
A) Do b) E(X) ............ c) V(X) . .....o..o...
calcul 25.11 o
Soit @ > 0. On considere X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
k 1| 2 3 4
PX=k)|a|2a]|3a|dx
Déterminer :
) Qi b) E(X) ............ c) VX)) .oooiiiiin.

Fonctions et sommes de variables aléatoires
(D

calcul 25.12 ]
Soit X une variable aléatoire d’espérance 12 et de variance 4. On pose Y = 3X + 4. Déterminer :
a) lespérancedeY ................ b) lavariancedeY ................
Calcul 25.13 0
. . P . . -X+2 _, .
Soit X une variable aléatoire d’espérance 3 et de variance 5. On pose Y = . Déterminer :
a) lespérancedeY ................ b) lavariancede Y ................
Calcul 25.14 o
4
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre 5 On pose Y = 10X — 3.
Déterminer :
a) lespérancedeY ................ c) les valeurs prises par Y .........
b) lavariancedeY ................ d) P(Y=7) oo
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Calcul 25.15 L)

Soit X une variable aléatoire dont loi est donnée par

P(X=Fk)|2/3]1/3

X+5
On pose Y = % Déterminer :

a) lensemble des valeurs prises par Y .......o.iiiiii i

salcul 25.16] — Des lancers de dés. 00
Soit n € N. On considére un dé équilibré dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.

Le dé est lancé successivement n fois. On note X1, ..., X, les résultats des lancers successifs et indépendants.

a) Déterminer espérance de X1 ......ououniniiiuni i

b) Déterminer la variance de X7 .....o.ouiiiii i

n
On note S,, = Z X = X1+ -+ X, la somme des n résultats obtenus.
k=1

¢) Déterminer espérance de Sy, . ...oouiuiii i

d) Déterminer la variance de Sy «.o.ouiniiii

Calcul 25.17 0

Soit X une variable aléatoire d’espérance 3 et de variance 5. On pose Y = X2,

a) Exprimer V(X) en fonction de E(X?) et de E(X) +ovvvvvvieeiiiiiinnian..

b) En déduire E(Y) ..o

Calculs plus avancés
L]

Calcul 25.18 &

Soit X une variable aléatoires & valeurs dans {0, 1}.

Déterminer E(X) — E(X2) .ot
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Calcul 25.19

Soit X une variable aléatoire réelle. On note

' R R
I { r—E((X —2)?).

a) Soit € R. Développer lexpression f(z) et ’écrire sous la forme d’un trindéme

b) Déterminer le point en lequel f atteint son minimum ........................

c) Exprimer le minimum de f en fonction de V(X) ...

Calcul 25.20| — Une variable aléatoire centrée réduite. <§><5>{? {?
Soit n € N, soit m € R et soit o € RY.

On considére X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes d’espérance m et de variance o2 et on pose

a) Déterminer Pespérance de Sy, . ..o.ooniiiiii i

b) Déterminer la variance de Sy, . ....oouii i

Réponses mélangées

1 11 1 3 4 21 P 1
T - = - =2 =z ¢ 1 X 2 BX -
4 15 3 10 (5) ( ;)e 7V( ) 3 3 X)) 10
9 35 Po(J)P(C n 1 11
22 3et7 ) o s 45 00— —
10 12 ¢ +Px(J)P(C) 2 32 18
1 1 P+ (S) P(T) 1 1 1
2 _2B(X)z + B(X? 2% x 7 — — _ - 3 - -
@~ 2E(X)e +EXT) . P U +P=(S) P(T) 5 210
1 109 1
- E(X?) - E(X)? — — 5 —
i (X?) - E(X) i 9 gz 36 910 3 g 3
1 1
; @) (z—=3) 16 (z+6) 63 3 0 2
o1 %0, 2 141 P(R) + P(T) 2y
5 2 12 3 9 5 2 —P(RNT) 3
7 Pr,(R2) P(R1) 5
22 x 37 1 — ! - — 14 -1 D(z? +1 =
X 10 JrPRl(Rz)P( 0 F (z—1D(z+1)(z"+1)

» [Réponses et corrigés page 261|
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Term-PROB-02 Fiche de calcul n°26 Probabilités

Autour de la loi binomiale

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 26.1) — Développement d’expressions polynomiales. 4

Soit & € R. Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.

a) (2432 4+1)(22% = —2) oiiiiiii

b) (@3 — 22 +4) (@2 —Z 1) o

€) (2 + 1) 222 +32 —2) oo

d) (@+D)(@+2)(@% =32 +1) o

Calcul 26.2| — Factorisation d’expressions polynomiales. 4

Soit = € R. Factoriser les expressions suivantes.

b) 92 4+6x+1 .....oo.nnn

d) @ 4+32) (X —2) FT(ZT4+3) oo

Premiers calculs
(G

— Définition de la loi binomiale. o
Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale % (n,p) et soit k € [0,n].

Quelle est I'expression correcte pour P(X = k)7

o) (Z)pk(l—p)k_" ®) (Z)pk(l—p)"_k (0 (Z)(l—p)kpk_" (@ (Z)(l—p)’“p"‘k
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— Valeurs particuliéres. o
Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale #(n,p).
Calculer les probabilités suivantes.
a) P(X=0).......... d) PX=n-1) .....
b) P(X=n) ......... e) P(X=2)..........
c) P(X=1).......... f) PX=n-2) .....
1
Calcul 26.5| — Cas p = 3 o
1
Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale ,%’(n, 5)
Soit k € [0,n]. Calculer les expressions suivantes.
A) P X = k) oo
b) PX=0)—-P(X=n) .......... c) PX=k-PX=n—-k) ......
Q) P € L) i
1
Calcul 26.6) — Cas p = 1 o
1
Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale %(n, 1)
Pour chacune des questions suivantes, choisir la bonne réponse parmi les propositions.
a) Que vaut P(X =0)? b) Que vaut P(X =n)?
1 3 3 1 3 "
0 — = - 0 — = 2

@ @ 4n 4n @ 4n @ 4n 4n 4n
c) Quevaut P(X =1)7

@ E 3j 3n—1 3n—ln
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Reconnaitre une loi binomiale
(G

|[Entrainement 26.7| — Détermination des parameétres d’une loi binomiale. 0

Dans chacune des situations suivantes, la variable aléatoire X suit une loi binomiale.
Donner le couple (n,p) de ses parametres.

a) On lance cinq fois une piece de monnaie équilibrée et on note X le nombre de « pile » obtenus.

b) On lance trois dés équilibrés & six faces et on note X le nombre de « 1 » obtenus ...

¢) Une urne contient deux boules bleues, cing boules vertes et une boule jaune, indiscernables au toucher.
On tire successivement, avec remise, six boules de cette urne et on note X le nombre de boules bleues
obtenues.

[Entrailnement 26.8] — Lancer de dés. O

Soit un entier n > 2. On lance successivement n dés équilibrés a six faces. Dans chacun des cas suivants,
la variable aléatoire X suit-elle une loi binomiale ?

Si X me suit pas une loi binomiale, on écrira « non » dans le cadre-réponse.
Sinon, on donnera le couple (n,p) tel que X suive la loi binomiale B(n,p).

a) X est le résultat du premier lancer ........... .. ... . i

b) X est la somme des chiffres affichés par lesdés ................... ...

¢) X est le nombre de « 6 » obtenus ............. i

d) X est le nombre de chiffres pairs obtenus ............ ... oo

|[Entrainement 26.9| — Tirages dans une urne. L)

Une urne contient trois boules rouges et cinq boules bleues, indiscernables au toucher. Dans chacun des
cas suivants, la variable aléatoire X suit-elle une loi binomiale ?

Si X ne suit pas une loi binomiale, on écrira « non » dans le cadre-réponse.
Sinon, on donnera le couple (n,p) tel que X suive la loi binomiale B(n,p).

a) On tire successivement 4 boules avec remise et b) On tire successivement 4 boules sans remise et
on note X le nombre de boules rouges tirées. on note X le nombre de boules rouges tirées.
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Espérance, variance
)

Jalcul 26.10 — Propriétés de 1’espérance. L)
Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale Z(n, p).

Calculer les espérances suivantes.

a) E(X) oo c) EBX+1) ...
b) EBX) oot d) EGX —2) .o
Calcul 26.11| — Propriétés de la variance. o

Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale &(n, p).

Calculer les variances suivantes.

8) VIX) eereeeeeee ) VBX 1) erereeeeii,
b)) VBX) ceeeeeiain, d) VX —2) coereeeennnn..
— Fréquence d’apparition. 00

On lance 100 fois un dé équilibré a six faces. On note respectivement X le nombre d’apparitions du « 1 »

et Y la fréquence d’apparition du « 1 », c’est-a-dire Y = —

100°
a) Donner 'espérance de X ....... ¢) Donner la variance de X ........
b) Donner lespérance de Y ........ d) Donner la variance de Y ........
calcul 26.13| — Variable centrée réduite. 00
Soient n € N* et p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale #(n,p). On note
X -—mnp
np(1 —p)
a) Donner lespérance de Y ........ b) Donner la variance de Y ........
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Mise en ceuvre pratique
)

Calcul 26.14] — Relecture d’un texte. 00

Un texte comporte 10 erreurs. Lors de sa relecture, un correcteur reléeve chaque erreur indépendamment
avec une probabilité p = 0,9. Pour tout & € [1, 10], on note Xy = 1 si la k-iéme erreur a été corrigée apres
relecture, X = 0 sinon.

On note enfin X = X; + X5 + - -+ 4+ Xy0 le nombre d’erreurs corrigées apres la relecture.

a) Donner laloide X; ...... b) Donner laloide X .......

Calculer les probabilités suivantes.

¢c) P(X=0) ................ f) P(X=9) ..o
d) P(X=1) ..cooviiiiiin. g) P(X=10) ...............
e) P(X=2) ................ h) Calculer E(X) ...........

On suppose maintenant que le texte est soumis a deux relectures indépendantes.

i) Calculer P(X; = 0) dans €e Cas ........c.uuiuiiuiiniii i

j) Donner la loi de X dans €€ Cas .........c.uuiuiiiiiiiiiii i

k) Calculer alors E(X). ..ot

Calcul 26.15| — Tirages dans une urne. 00

Une urne contient trois boules rouges et cinq boules bleues, indiscernables au toucher. On tire successive-
ment, avec remise, 10 boules de cette urne. On note X le nombre de boules rouges tirées.

a) Calculer P(X = 0) .ooioii

b) En déduire une expression de P(X > 1) ...

¢) De méme, donner une expression de P(X >2) ........... oo,

d) Donner une expression de la probabilité conditionnelle P(x>1)(X >2) ...........
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Calculs plus avancés
(S

Calcul 26.16] — Réponses au hasard dans un QCM. {,?

Dans une interrogation de mathématiques, un questionnaire a choix multiples comporte n questions.

Pour chaque question, quatre réponses sont possibles et une seule d’entre elles est correcte. Une bonne
réponse rapporte 3 points, une mauvaise réponse retire 1 point, ’absence de réponse n’apporte ni ne retire
aucun point.

a) Un éléeve A n’a pas révisé avant 'interrogation et ne connait pas du tout son cours. Il décide de répondre
a toutes les questions, en choisissant au hasard la réponse.

On note X le nombre de bonnes réponses qu’il obtient. Quelle est I'espérance de X 7 .......

b) On note N la note finale de ’éleve A. Quelle est 'espérance de N7 ....................

— Etude d’un sondage. Ffd

Lors d’un scrutin, des électeurs doivent choisir entre deux candidats A et B. Avant le vote, un institut de
sondage appelle n = 500 personnes et leur demande leur intention de vote afin d’estimer la proportion
inconnue p d’électeurs qui donneront leur voix au candidat A.

On note X le nombre de personnes interrogées lors du sondage qui voteront pour le candidat A. On admet
que X suit la loi binomiale #(n, p).

On rappelle I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : si Y est une variable aléatoire d’espérance u et de variance

X
—p‘ >6>.

V alors, pour tout réel § > 0, on a P(|Y — pu| = 9) < 612

S

a) Soit > 0. Donner un majorant de la probabilité P(

b) A-t-on p(1 —p) < i? ..................................................................

c) Soit a € ]0,1[. Donner une valeur de § pour laquelle on a P<

S

d) En déduire un intervalle I tel que P(p g I) >1—a.

Un tel intervalle est appelé intervalle de confiance pour p au niveau 1 — .

e) A Tissue du sondage, sur les 500 personnes interrogées, 220 personnes ont indiqué qu’elles voteront
pour le candidat A.

Donner un intervalle de confiance pour p au niveau 95% ..................
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Réponses mélangées

10 5110
5 4z 4 162° + 522 , o 1-7Tx(§)
(3) ", w-p #1009 1) L
—1 1 5\
(0,9 %p”*(l —p)? (6, Z) o 1 1- <§) B(10; 0,99)
3n non ! 9% (0,1)  Bnp—2 ", o 10,34, 0,54] 5, %
p 2\/@ ) p b 2 ) b ) ) 2
1 1
z(z+3)(z —1) 3, 6) p" np 0,01 =0 non 0 45 x (0,9)% x (0,1)®

X 1
2% — 22t 4 243 p(1 —p) 1 n  2y/na’ [ ®) <4, g) 25np(1 — p)

+322 — 4z +4 nd2 X N 1
n  2y/na
50 —1
g " '1-p) 9 (09 0  ou %})2(1 — )2
n n\ 1 2z + 51% — 327
a-pr Ger? [y 99 OO gwi-p) B

51" 125
1-7x (§> non @ Inp(1 —p) 5 (22 — 3)(2z + 3) zt —62? — 3z + 2

(n3)  #09)  @-ne-2 wme-r 0 H® @

» [Réponses et corrigés page 267|
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Term-ESP-01 Fiche de calcul n°27 Géométrie dans I'espace

Droites dans ’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 27.1] — Des sommes de puissances. 44

Soit n € N. Calculer les sommes suivantes.

a) 1+2+224234... 42" |

Calcul 27.2

Résoudre les inéquations suivantes.

¢)

laegZagdgh, g

44

On attend la solution sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

Remarque

¢)

Dans toute la fiche, on travaille dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7, ?)

Vecteurs dans I’espace

— Sont-ils colinéaires ? o
Les vecteurs @ et v suivants sont-ils colinéaires, « oui » ou « non » ?

2 —1 e 1
a) w| 4 et 3| oo d) @1 etT|[O) ..o,

—6 2 e? 2

3 -2 2 e3
b) W| 6 |etT[—4| ..., e) Ul 1 |et@W|e]| .coovvriiiii.t.

-9 6 e ! 1

1 V3—1

) wl1+V3]et® 2 ] .

1-V3 2v/3 -4
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Calcul 27.4] — Coplanarité (I). 00

Les vecteurs u, v et @ suivants sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?

1 -1 0

a) W 2] et T 1 | et W B3] oo
1 2 3
-2 1 1

b) Wl 1 et T[1] et@W| 1 | oo
3 1 -3

Calcul 27.5| — Coplanarité (II). 00

) -1
Dans chacun des cas suivants, les vecteurs @ |4 |, v 1 | et @ sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?
1 1

18 1
a) Wl 3 | e b) Wl 1 | v

—4 -3

alcul 27.6) — Coplanarité a parameétre. 000

Déterminer la valeur de m pour que les vecteurs @, U et W suivants soient coplanaires.

1 -1 0
a) w2 et T 1 Jet@| 3| oovir

1 2 m

-2 1 m
b) Wl 1 et T 1] et@W| 1 | oo

3 1 -3
0000

0 1 2
a) Les vecteurs @ [ 1|, | 1| et @ 2 | sont-ils coplanaires? .....................
0 2 3
1
b) Déterminer un triplet (a,b,c) tel que | 1| =ad +b0 +c@ ......ocooiiiii..
1

Points dans ’espace
)

Calcul 27.8] — Une question d’alignement (I). 00
On consideére les points A(1,—-2,1), B(3,—1,2), C(a,b,0), E(0,4,3), et F(—4,x,1).

a) Déterminer (a,b) pour que les points A, B, C soient alignés ......................

b) Déterminer z pour que (AB) et (EF) soient paralleles ...........................
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Calcul 27.9] — Une question d’alignement (II). 00
On considére les points A(—2,1,1), B(1,3,2), C(a,5,2) et D(—5,0,b).

a) Peut-on déterminer a pour que A, B, C soient alignés ?

Si oui, préciser la valeur de @ ...... ...

b) Peut-on déterminer b pour que A, B, D soient alignés?

Si oui, préciser la valeur de b ....... ...

c) Peut-on déterminer (a,b) pour que B, C,D soient alignés ?

Si oui, préciser la valeur de (a,b) ...

Calcul 27.10] — Coplanarité de points (I). 000

Dans chacun des cas suivants, les points A, B, C, D sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?

a) A(2,-1,3), B(2,1,1), C(5,0,3) et D(8,1,4) «..omemeeeiei i

b) A(2,2,0), B(1,1,-1), C(0,6,2) et D(1,1,—1) ...ooomieii i

¢) A(1,-7,1), B(5,2,—2), C(7,3,0) et D(1,2,—=8) . .ouveeieaeaae i

Calcul 27.11] — Coplanarité de points (II). 000
Soient A(2,1,3), B(4,2,2), C(—2,-2,2) et D(a,2,3). On suppose que A, B, C, D sont coplanaires.

Déterminer la valeur de a ..........oo i

Droites dans 1’espace
N

calcul 27.12 — Une mise en jambes. 0 o
On consideére la droite (d) passant par A(1,2,3) et dirigée par le vecteur lo
1

a) Donner la réprésentation paramétrique de (d) ..ot

Dire (« oui » ou « non ») si les points suivants appartiennent a (d).

Fiche n° 27. Droites dans ’espace 135



calcul 27.13] — Une deuxiéme mise en jambes. 000
1
Soit A(1,6,—3). On considere la droite (d) passant par A et dirigée par le vecteur U [ —2
1

Déterminer, dans chacun des cas suivants et quand cela est possible, les valeurs des réels = et y pour que
le point considéré appartienne a la droite (d).

Q) B(1,0, ) oottt

) BT, T2 ) e

Jalcul 27.14] — Intersections. 00

Soit A(1,6,—3). On considere la droite (d) passant par A et dirigée par le vecteur @ | —2
1

Dans chacun des cas suivants, déterminer les points d’intersection de (d) avec les droites suivantes, définies
par un point et un vecteur directeur.

a) B(2,6,=2) et T 1 | coii

)
=)

1
b) C(11,10,7) et ) .......................................................

2
c) D(8,13,4) et 7w 4) ......................................................

—2
d) E(5,2,-3) et @ o) .......................................................
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Calculs plus avancés
(D

i

1
On considere la droite (d) définie par le point A(1, —2,—3) et le vecteur @ | 1
1
t

a) Déterminer les valeurs du parameétre m pour que l'intersection de (d) et de la droite (d') définie par
1

le point B(6,—5,m) et le vecteur ¥ | —3 | ne soit pas vide, et préciser alors les coordonnées du ou des

point(s) d’intersection

b) Déterminer les valeurs du paramétre m pour que l'intersection de (d) et de la droite (d') définie par

-1 1
B| 4 | etlevecteur U [ 0 | nesoit pas vide ..........coiiiiiiii
0 m

Réponses mélangées

g
—3 non 3 oui 1%} non non 1 7 oui 1%} oui
entl _q
[—1,7] 2ntt 1 non impossible oui r=2 o (2,-2) et (—4,-8)
1 A
non -3  m=4, M4,1,00  (0,-1,1)  M(-1,10,-5)  A[2| +tk |0
3 1
|
oui m = 3 -2 oui ! non 1) oui [—4,10] 3 % 5
8 2 2
—00, —3] U [2, +o0] (5,2) non (-1,-3) oui non z€eR non

» [Réponses et corrigés page 272|
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Term-ESP-02 Fiche de calcul n°28 Géométrie dans I'espace

Produit scalaire dans I’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 28.1] — Evaluation d’un polynéme. 4
1 1
On consideére le polynéme P = X2 + §X + 3"

Donner les valeurs exactes de :

Calcul 28.2| — Des suites entrelacées. 4

Soient (un)n, (Un)n €t (wn), les suites telles que ug = vo = wo = 4 et telles que, pour tout entier n > 0 :
Untl = Up TN+ 1, Unp1 =Vp + 0, Wpp1 =w, —n+ 1.

Calculer :

a) up .. b) wus .. c) vs ... d) ws ..

Remarque
Dans toute cette fiche, I’espace est muni d’un repére orthonormé.

Vecteurs orthogonaux
e

— Test d’orthogonalité. 0
On considere les vecteurs suivants :

0 (14 2 L1

a| 3 b| -1 cl4 d| -2

—4 -8 3 2
Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les vecteurs proposés sont orthogonaux.
a) detb ....... c) detd ....... e) betd ...
b) et ....... d) betT....... f) CTetd .......
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— Avec des racines. 000
On consideére les vecteurs suivants :
4 —2 2 -2V/3
7| -6 b V3+V6 Z|v3 d|l 3-v2
3v2 1-3V2 1 V346

Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les vecteurs proposés sont orthogonaux.

a) detb ....... c) detd ....... e) betd ...
b) Tet? ....... d) betd....... f) Cetd .......

Calcul 28.5| — Avec un paramétre (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des réels ¢ tels que v et @ soient orthogonaux.

4 t+3 2t t
a) v(|2t|etw| 3 | ...... b) V|2+¢t]|etw|2—1
1 4 5 -1

Calcul 28.6] — Avec un paramétre (II). 00

Dans chaque cas, déterminer 'ensemble des réels ¢ tels que ¥ et @ soient orthogonaux.

4 t t—1 t+1
a) Ult|etw (1| ..., b) U t+2]|etw|t+2
t t t—3 3—t

Autour de la bilinéarité du produit scalaire
|

LU
Soient ¥ et W deux vecteurs. Exprimer chacun des produits scalaires en fonction de || 7||, ||| et ¥« @.
a) 20-(BW—77) .......... c) 3V —1w)- (27 + 3W)

b) (T +2)- (37 — T) d) (T +33)- (37 - 7)

LY
Soient U et W deux vecteurs. Exprimer chacun des carrés scalaires en fonction de || 7|, | 0] et ¥+ w.

a) |T+28|° ... c) HZU—i—\/ng ..........

b) 137 =B e d) \21; —\/SwH ..........

Fiche n° 28. Produit scalaire dans ’espace 139



— Avec des vecteurs orthogonaux. L)

Soient 0, T et @ des vecteurs orthogonaux deux a deux et tels que : || 2| = V2, | 7] = 1 et ||| = 3.

Calculer :

a) (27 —3@)- (37 +2®) d) |20 +3@]* .............
b) (27 — 3B)- (3T + 23) . ¢) H\/ﬁ’ﬂzH ............
¢) (T+W) Q2T —-2W) ..... ) |T+T+@)° ...

Equations cartésiennes de plans
|

salcul 28.10 00
Dans chaque cas, donner une équation du plan P passant par le point A et de vecteur normal 7.
2
a) A(2,5,6) et T =1 | oerrii
2
2
b) A(1,=2,3) et W | =1 | o
2
5
€) A(2,=4,5) et W[ 6] ooerrii
0
Jalcul 28.11 o

On consideére les points A(1,0,2) et B(2,1,0). Indiquer I’équation du plan passant par A et perpendiculaire
a la droite (AB) parmi celles proposées ci-dessous :

(a) z+22+3=0 (©)z+y+2:—5=0
@x+y—2z+3=0 @m+22—5=0
Calcul 28.12 L)

On considere les plans Py, Pa, P3 et Py d’équations respectives :
Piiz+y+2+3=0, Pr:2x2—y+5=0, Ps:x—-2y+2—-3=0, Py:z+2y+2z+2=0.

Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les plans proposés sont perpendiculaires.
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Projetés orthogonaux et calculs de distances
|

Jalcul 28.13] — Distance d’un point 4 une droite. 000

On considere les points A(3,4,12), B(3,0,2) et C(1,2,3). On souhaite déterminer la distance du point A
a la droite (BC).

>
a) Déterminer les coordonnées du vecteur BC ......... ... . . i i

b) Donner une représentation paramétrique de la droite (BC) ...................

¢) Donner une équation du plan P passant par A et de vecteur normal BC

d) Déterminer les coordonnées de H, le projeté orthogonal de A sur (BC). ..........

e) Calculer la longueur AH ... .

Calcul 28.14] — Avec une représentation paramétrique. 000
Soit d la droite de représentation paramétrique :
r=3+4+1
y=5+2t ,tecR
z=1-—t

On souhaite déterminer la distance du point A(5,0,3) a la droite d.

a) Déterminer une équation du plan P perpendiculaire & d passant par A ..

b) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point A sur la droite d ...

c) Déterminer la longueur AH ... ...
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Calcul 28.15 — Avec un peu d’analyse. 000

r=t+1
Soit d la droite de représentation paramétrique ¢ y = 2 pour t € R.
z2=2—t

On souhaite déterminer la distance du point A(2,4,0) a la droite d.
A tout réel ¢, on associe le point M de d de coordonnées M(t + 1,2,2 — ).
Soit f la fonction définie sur R qui, & tout réel ¢, associe f(t) = AM.

a) Calculer f(t) ............. b) Calculer f'(t) ............

¢) Déterminer la distance de A & d ...

Calcul 28.16] — Distance d’un point & un plan. 00
Soit P le plan d’équation cartésienne x — 3y + 2z + 3 = 0.

On souhaite déterminer la distance du point A(2,4,0) au plan P.
Soit H le projeté orthogonal de A sur P.

a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AH) ......................

Déterminer :

b) les coordonnées de H ..... c) la distancede AaP .....

Calculs plus avancés

— Cas général. F&d

Soient A(xa,ya,za) un point et P le plan d’équation
ax+by+cz+d=0, ou a, b, c et d sont des réels avec a, b
et ¢ non simultanément nuls.

On souhaite déterminer la distance de A au plan P. A A
M,

Soit A la droite perpendiculaire a P passant par A.
A tout réel ¢, on associe le point My (2 + at,ya + bt, za + ct).

On admet que la droite A est I’ensemble des points M; avec t réel. 2

a) Soit ¢ un réel, exprimer la longueur AM; en fonction de ¢, a, bet ¢ ..............

b) En utilisant I’équation de P, déterminer le réel ty tel que My, appartienne & P .

¢) En déduire la distance de A & P ..ot
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Calcul 28.18] — En perdant les repéres.

H
Soit ABCDEFGH un pavé droit avec AE =EH =1 et AB = 2. B i
Soit P le projeté orthogonal de F sur la droite (BH). b 1
=
On se propose de calculer la distance du point F & la droite (BH). ///
A

a) Exprimer BF - BH en fonction des longueurs BP et BH ...................

b) Calculer BH & ’aide du théoréme de Pythagore ......................c. ..

c) Calculer BF-BH en décomposant BH en une somme de vecteurs qui sont o

ou bien colinéaires a ]ﬁ: ......................................................
d) En déduire BP ... o

e) En déduire la distance de F & (BH) a l'aide du théoréme de Pythagore . ...

Calcul 28.19| — Une aire de triangle.

On counsideére les points A(1,1,1), B(4,2,2) et C(2,3,3). On souhaite calculer l'aire du triangle ABC.

a) Donner une représentation paramétrique de (BC) ................cooon....

b) Déterminer la distance de A & (BC) ...

c) En déduire Paire de ABC ... ottt

u bien orthogonaux a B_F:
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Réponses mélangées

11 45 8 N ﬁ I
V2 —6t+9 48 o H<§,§,§> oui  non [T +4|D|P+47 W
5v/3 7V3
T\/_ T\/_ {—5—\/3,—5—1—\/31} 2w+ 4z—14=0 oui  Sr4+6y+14=0
10 4B +3|B°+4v37+@  non H(§,§,l> 9|@)* - 17|
-2
b d
_oxatOya tezat r4+2y—2—-2=0 —14 13 non non 2
a? + b? + 2 1
8 —> —> - —
{—3} 4|B))? +5||@|> — 4V T - @ b))  AM, = |t|Va? + b2 + 2 1 45
67> -3||@)>+77 @ %_ 20 —y+2z—-10=0 3 oui non
r=3—2t
oui BP x BH y=2t ,teR oui non I+ B)° 6T @
z=2+4+1t
r=2+t
10 5v/2
3 T\/_ oii oui 4 5  oui  non y=4-3t ,teR 12
z=2t
S N V14 6
67w —2|7| 20 —y+22—11=0  non  H(—1,4,4) - % 85
r=4—2t
2 — V
y=2+t ,teR e {-1,1} pp = V30 -54 7 oul
V2t2 — 6t +9 6
z=2+t
— 12 —12 - — . |G$A+byA+CZA+d| 7 1
61T —IZI*+T-@ oui V6 N R g+§\/§ {-5,0}

» [Réponses et corrigés page 2706|
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Term-ESP-03 Fiche de calcul n°29 Géométrie dans I'espace

Plans et sphéres dans 1’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 29.1| — Intersection de droites dans le plan. 44

Déterminer 'intersection éventuelle des droites déterminées par les équations suivantes.

1l s’agit de résoudre des systémes de deux équations d deux inconnues.

a) 2r+y+5=0ety=—2zx+4 ... c) 2z+y+3=0ety=-32+6 ..

1
b) 2x—2y:1ety:x—§ .......

Calcul 29.2| — Signe d’un trinéme. 44

Résoudre les inéquations suivantes.

On donnera les solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

a) (22 = 3)(T 4 1) > 0 oottt

B) (5= 28)(3 4 2) >0 cenneeneee e

2¢+ 1
L0 e
T —5

c)

Remarque

Dans toute la fiche, on travaille dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O, ¢, 7, ?)

Autour des équations cartésiennes
(D
Calcul 29.3| — Pour s’échauffer (I). o

Pour chacune des équations cartésiennes de plan suivantes, donner un point appartenant a ce plan.
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Calcul 29.4] — Pour s’échauffer (II). o

Déterminer une équation du plan passant par le point A(1,2,1) et normal au vecteur indiqué.

1 2
a) m 0] ..ol c) ma3] .ol
0 0
0
by w0 |
-2

Calcul 29.5| — Pour s’échauffer (III). o

Pour chacune des équations cartésiennes de plan suivantes, donner un vecteur normal a ce plan.

a) TH2Y=3 ... ) T=06 .o
b) y—3z=4 ... d) z4+y—22=18 ..................
— Des vecteurs remarquables. o

En déterminant un vecteur orthogonal aux deux vecteurs @ et ¥, déterminer une équation du plan passant
par A(1,2,3) et dirigé par les deux vecteurs ¥ et U.

. . = —>
Dans chacun des cas, on pourra remarquer qu’il existe un vecteur orthogonal ¢ w et U « remarquable ».

1 0 1 1
a) wl0)etd (1] ........ c) w|0)etW| O] ......
0 0 1 -1
1 0 0 0
b) w[0]etT([O] ........ d) wf1]etd| 2] ......
0 1 3 -5
— Vecteurs orthogonaux a deux vecteurs. 00
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur 7 orthogonal aux vecteurs @ et ¥'. On cherchera un
x
vecteur 7 de la forme 7 | y
1
1 -1 —2 1
a) uwl2|et T 1 | oo, b) wl 1 JetT|1] «covviiniii.
1 2 3 1
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Calcul 29.8] — Equations cartésiennes de plan (I). 00

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A(1,2,—3) et dirigé par les vecteurs ¥ et T
. 7 . —> N —>
ci-dessous. On commencera par déterminer un vecteur n orthogonal a u et v.

4 0

a) U 2 et T4 ] oo
2 2
1 2

b) W[5 et T 4] coreie
1 0

Calcul 29.9] — Equations cartésiennes de plan (II). 000

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A(1,2,—3) et dirigé par les vecteurs o et v
ci-dessous. On commencera par déterminer un vecteur 77 orthogonal & o et ¥.

4 2

a) Ul 1 et U =2 i
) -5
2 4

b) W3] et T 8| ovrei
1 3

Avec des points
|

Calcul 29.10| — Equation de plan (I). 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne du plan défini par les points A, B, C de
la forme ax + by + cz = 1.

1l s’agit de résoudre des systémes de trois équations d trois inconnues.

a) A(1,0,1), B(2,=1,0) et C(3,=2,0) ...oovieeeeiiei i

b) A(1,0,1), B(2,—1,0) et C(3,—2,2) ...ovoriee i

¢) A(1,0,1), B(2,=1,1) et C(3,—=1,1) ..0ooreiiieiiiaii

Calcul 29.11) — Equation de plan (II). 0000

On consideére les points A(«,0,0), B(0,5,0) et C(0,0,7) ou «, 3,~ sont trois réels non nuls.

Déterminer une équation cartésienne du plan défini par les points A, B, C de la forme ax + by + cz = 1.

Fiche n°29. Plans et sphéres dans ’espace 147



Calcul 29.12 — Plan médiateur. 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation du plan P passant par le milieu du segment [AB|
et orthogonal & (AB).

a) A(2,0,0) et B(—4,0,0) « ..\t

Intersections
(G

Calcul 29.13| — Intersection d’une droite et d’un plan (I). 00

1

On consideére la droite (d) définie par le point A(1,2,—1) et le vecteur directeur @ [ —1 |. Dans chacun
2

des cas suivants, déterminer I'intersection de (d) et de P.

On utilisera une représentation paramétrique de la droite.

A) P @2 =06 oo

D) P o4y 22 = 8

C) P i2m — 2=

Calcul 29.14] — Intersection d’une droite et d’un plan (II). 00
1

On consideére la droite (d) définie par le point A(1,2,—1) et le vecteur directeur @ [ —1 |. Dans chacun
2

des cas suivants, déterminer 'intersection de (d) et de P.

Q) P il — Y 22 = 6 o

Calcul 29.15| — Intersection de deux plans (I). 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer ’'intersection des deux plans P; et Ps.

On attend pour la réponse un point et un vecteur directeur de la droite d’intersection.

a) Pr:ax=letPyry=—-1..........

b) Priz+z=1letPy:z=—-1 ......

¢) Pi:x+2y=letPe:xz=-1.....
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Calcul 29.16] — Intersection de deux plans (II). 000

Meéme exercice.

a) Piiax+y—2z2=06etPy:y+2=12 ...........

b) Priz4+y—2z=6etPr:x—y+2z=12 .......

c) P1:2x4+y—22=10et Py:x—2y+2=-5 ...

d) P1:3x—2y—6z=5etPy:20—3y+52=0 ..

— Intersection de trois plans. 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées du point d’intersection des plans Py, Po et Ps.

a) Priax4+y=1Po:iy—2=0et Ps:T—2=3 . 0.0t

b) Priz4+y+2z2=1,Pr:y—z=2etPy:y+32=4 ... ..

c) Pr:ax+2y—32=14,Py:x—y—2=28et P3g:y+42=0 .................

Spheres
|

Calcul 29.18] — Equations de sphére. o

Dans chacun des cas suivants, donner ’équation de la sphere de centre €2 et de rayon R.

On donnera l’équation sous forme développée et ordonnée.

a) 1,2,3) et R=17 ..o

b) Q1L —2,1) et R=2 ...,

Calcul 29.19 — Eléments caractéristiques d’une sphére (I). 00

Identifier les ensembles définis par I’équation cartésienne ci-dessous. En particulier s’il s’agit de spheéres,
préciser leur centre 2 et leur rayon R.

b) 2?2+ +22 422 —4y—32+10=0 ..................

Q) 224124242 Ay —62+1=0 i
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Calcul 29.20, — Eléments caractéristiques d’une sphére (II). 00

Les équations suivantes décrivent des spheéres. Déterminer leur centre 2 et leur rayon R.

5
a) $2+y2+22*$73y+z—1:0 .....................

b) 2 +y* + 2% — 2cos(a)r — 2sin(a)y —3=0 ...........

salcul 29.21] — Intersection d’une droite et d’une spheére. 00
On s’intéresse a 'intersection d’une droite et d’une sphere.

a) Donner ’équation cartésienne de la sphére S de centre Q(1,2,1) et de rayon R = 1.

1
b) Donner une représentation paramétrique de la droite (d) passant par A(1,1,1) et dirigée par @ | —1
3
¢) Déterminer les deux points d’intersection de (d) et S ..
Calcul 29.22] — Intersections. 0000

En suivant le méme plan de résolution que dans I’exercice précédent, déterminer I'intersection de la sphere
S de lexercice précédent avec les droites suivantes.

—2
a) (dg) définie par B(3,5, —2) et dirigée par v | 1 | ...........
0

2
b) (d3) définie par C (2, 4,1+ {) et dirigée par

gl
O~ =
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Calculs plus avancés
(D

Pl

Déterminer I'intersection des plans suivants.

a) P1:2x4+3y—42=12, Py:x+3y—5z=—-18et Ps: —x+2y—32=6 ........

b) Pi:x—2y+32=12, Py :2x —3y+22=—18et P3:5x —8y+72=-24 ......

FaFF

Méme exercice.

a) P1:2z—4dy+z=1,Py:x—2y+z2=—-2etP3:3c—6y+22=6 .............

b) Pi:2x—4y+2=5 Po:x—2y+z=—-10etPs:x+3y—2=10 .............
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Réponses mélangées

©(0,0,0) et R =2 A(6,0,0) 2yt 204y —22+5=0 A(0,4,0)
2
3 3 1
{A(3,-6,—-25)} m| 9 A(3,4,0), 7 | 4 {M(—4,52,34)} 7|2
3 5 0
1
1
— 13 1
] n|—1 3z —2y+4z=—-13 Q(—,—,——) et R=2 1%} z=1
1 2°2° 2
2x 4+ 3y =8 %) Q(cos(a),sin(a),0) et R =2 %) 2P+t 2044y —2242=0
la droite définie par A(—72,—42,0)
5
et dirigée par le vecteur u | 4 A2, -1, -1) {M(Q, _21)} y=2
1
1 x =1+t 3 28
A(9,-3,0),u | 3 y =1—1 outdécrit R 1% Al2],7|27
2 z=1+3t 0 5
0
A(18,0,0) 2+ +22 -2 —4y—62—35=0 A(=1,1,0) et @ |0
1
0
A1, -1,0)et W [0 z=1 r—2y+4z=-15 A(3,0,0) 2z —y+3z=-9
1
1 0 1
#lo A(2,0,-1) et 7|1 Q(-1,2,3)et R=V13  w| 1 2=1
0 0 -2
3
11 1 5 55 1
— _— _ _—— _ _ = _ 7 —1 =
{I(474,2)} ( 55 2> z+y=1 A(-6,12,0), u ’ r+y=1
15 2 3
z2=3 M<§’§’1+\/T—) la droite (d) ]—o0, —1[U 5;}—00[ —+%+;:1
9 13 5 1
I — =1 Mq(1,1,1 M —— =-1
{(nga 3)} z l(a ) )et 2<11 11 11) |: 275|: Z
0 51 5
r—y=3 nl| 1 3 —2y+2z2=-T A(25,-4,1) {I<—,—,2>} }—3,—[
_3 2°2 2

» |Réponses et corrigés page 282|
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Réponses et corrigés
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Fidl o T T T ons

Réponses
Lla)........oooo.... 1.8b) .o 117 D) @
ATD) 5
L1b) i P41 1.8 1
4 1.17¢C) i 1
L) =
I 1.8d) . e S| TS e
1.2 a) ..................... l 1.19 a) ..................
L2b). ] LI 1.19b). [0]
L2c)oni, 1.9b) oo g 1.208) ..o [0]
4x+1 —
1.2d). 108y 1.20b).. oo
1.38) i LA0b) oo 1.20€) e
L13b)e 111 8) oo oui]  1.20d) ...
1.3C) i, 111 b)
R 1.218). i
L3d)ois I8 B 0 U o] . B 0]
Laa) o ool a2 T
14Ab) 1
1A oo 112b) o, 1.21d)..
1
Lad).......o 1.138) e [0] 122a).................... 3
L5 a) e LAB D)oo 1.22b). . 0]
15b) oo 113 C) e, e T +3 - 1]
1.5C) e 1.13d). oo Ty 14|
1.5 d) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ 1.14 a) .................. 1.24 a) ..................... @
1.6a). i 114 bB) .o [0] 124D
Lo I 1B &) oo 1.24C) i, [e]
.................... 5 —
IS L) N 1.25a)........ 1 —2sin <§>
A LA5¢C) i 1
1.7b) o RTINS 1.25b) ..o -5
1.7¢C) e
1.26a). ..o, -2
LT 116 o (©
2
1.88) v, VAT A) g 1.26b) .o >
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Corrigés

3, .2 2
1.1 a) Onax—’—x :x(m +m):m2+x

x x
1.2a) Onae® xe "= " =¢"
....................... egm
1.2 b) Ona—ﬁ:e:’m*m:eh
....................... 62“—1

=€

1.3b) Ona lim e” =0, dou le résultat.

T—r—00

1.3d) Attention a ne pas tomber dans le piege!

Ce n’est pas une forme indéterminée puisqu’on a lim In(z) = —oo, d’ou le résultat par quotient.

z—0t

1.4 a) On a lim+ cos(z) = 1, d’ott le résultat par quotient.

z—0
1.4b) Ona lim+ sin(z) = 0, il s’agit donc d’une forme indéterminée.

z—0
1.4 c) Ona lim sin(z) =1et lim cos(z) =0T, d’'oi le résultat par quotient.

TG~ z—=5~
1.4 d) Comme ci-dessus, mais cette fois-ci on a 1im+ cos(z) =0~

z—Z

2

22 +1
1.5 a) On simplifie = x + — et on en déduit la limite.
x
1.5 b) On factorise par les termes dominants en écrivant
1 1
3
R o) B )
= = .
e - 72 (1 _ l) 1— 1
x x
On en déduit la limite.
1.5 ¢) On factorise par les termes dominants en écrivant

2 2
2
wros P(3-5) s-o

2 o 1 1
2+ mQ(l—&—;) 141

On en déduit la limite.
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1.5 d) On factorise par les termes dominants en écrivant

3
S
. =
etz x2(1+1+i) x<1+—+—
x  x? x  x?

Il

—

—
—

On en déduit la limite.

1.6 a) On met en facteur les termes dominants. On trouve :
1 1 1
x2(1+4 7> Va2 /14 = 1+ —
VaZ 4z ( z/) x\/+x_\/+x
- 2 - 2\ 2
z+2 m(y+—) x(L+—) 14 =
x x x
On en déduit la limite.
1.6 b) On procéde comme ci-dessus en mettant z* en facteur dans la racine et z° en facteur au dénominateur.
. PR Lo 1 1 =z- s ) .
1.7 a) On met au méme dénominateur en écrivant — — — = ——. On en déduit le résultat par quotient.
r oz x

1.7 b) On y voit plus clair en développant : on a (x + 2)* — 2° = 42 + 4; on en déduit le résultat. On pouvait
aussi factoriser en reconnaissant ’expression a® — b2,

1.7 ¢) En I'absence d’idée, on peut mettre au méme dénominateur et simplifier. Il est plus judicieux de multiplier
« en haut et en bas » par x. On écrit 1 1 1
- - = 1— =
x x
1 1 Jz+1’
- J’_ —
N

et on en déduit le résultat.

1.7 d) On développe

2
<m+\}§> —x(w+1)—wg+2\/§+i—xQ—x—m<\?§+;2—1),

On en déduit le résultat.

2 _ D — 2 _
1.8 a) OnaZ 1:(x+ ) 1):m+1.Donc, lim < 1:limm+1:2.
z—1 z—1 =1 T — z—1
-1 D(z—1 1
1.8b) Ona i = @+ D@—1) — 2% On en déduit le résultat.
2?2 —2x+1 (x—1)2 x—1
T+ 2 T+2 T+ 1
°) = (x+2)(x—2) =x-—2 oG A, o s——2T — 2 4
2¢ — 1 2¢ — 1 1
1.8d) Ona - = a: = . On en déduit le résultat.

422 -1 (2z-1)(2z+1) 2x+1
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1.9 a) Le polynéme z° — 3z + 2 s’annule en 1 et 2, ainsi on a 2> — 3z 4+ 2 = (z — 1)(z — 2). On en déduit

z? -1 (z4+1)(xz—-1) =z+1

puis la limite demandée.

2?—z—-6 (z-3)(z+2) z-3

22 + 2z z(z + 2) Tz
puis la limite demandée.
s — —1)(a? 1
1.10a) Ona e -1 (@-D@ +z+1) = 2% 4+ z + 1. On en déduit le résultat.

r—1 z—1

3 2
248  (r+2)(z° —2x+4) 2

= =" -2 4.
T+ 2 T+ 2 r T+

On en déduit le résultat.
1.11 a) On a simplement multiplié « en haut et en bas » par /22 + 1+ z.

1.11 b) On reconnait une identité remarquable du type (a — b)(a + b), ce qui donne

2
(\/:c2+1fx)(\/x2+1+x):\/:172+1 =t 1-2 =1

1.12 a) On utilise le conjugué en écrivant

1 _ Vil+zrz+x :\/()32+1'+$: 1+1+1
Vi tz -z (Val+z—z)(Va+x+x) z V z

On en déduit la limite.

1.12 b) On utilise le conjugué :

m_ﬁ:(\/w+\f—\/§)(\/$+\/§+\/§): VT .
Va+ vz 4z Vr+yr+ o

Ce n’est pas tout a fait fini : on factorise au dénominateur

VI _ VI _ 1 '
Ve+Vr+ e \/@+\/E W1+ +1

On en déduit le résultat.
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1.13 b) On met en facteur les termes dominants en écrivant
oz
e —a®  e” T eT
— = —X .
rx+1 14~
x
8
z8 ===
Or, par croissance comparée, ona lim — = 0et doncona lim €_ — 1. Toujours par croissance comparée,
z—+oo €% Tr—400 14 =
x
efl)
ona lim = — = 400. On conclut par produit de limites.
T —+00 X
1.13 ¢) Les exponentielles se simplifient quand on écrit :
e " +3e"  e"(e"+3) e +3

e +x ez(1+£) 1+%.
er €

. , . € s 1. .
Or, par croissance comparée, on a lim — = 0. On en déduit le résultat.
T —+o00 €

X
. 1 . e . .

1.14a) Ona lim ze* = lim —— = 400, par croissance comparée.

x—07t X —+o0 X

1
@ 3 —-X . .

1.14b) Ona lim = lim X"e " =0, par croissance comparée.

z—0 T X =400

. ) . In(x)
Or, par croissance comparée, on a lim 5
r—+4oco X

= 0. On en déduit la limite.

1.15 b) On factorise par « « en haut et en bas » et on conclut comme ci-dessus.

h’l(ﬂ,’) ln(x)
\/5( - 1> -1
1.15¢) Ona In(z) = V& _ Ve _ vz

= . Or, par croissance comparée, on a lim In(z) =0.
Ve +1 v \/1 N 1 \/1 N
T X

On en déduit la limite.

1.15d) On factorise par In(z) « en haut et en bas ».
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1.17 a) Gréace a la définition, on a

1
(1)2 _ohh) _ mdme _ L L L _v2
2 2

1.17 b) C’est un calcul similaire.
1.17 ¢) Par croissance comparée, on a lirn+ z1n(z) = 0. On obtient le résultat par passage & exponentielle, ce
z—0

qui est possible par continuité de la fonction exponentielle : on a

lim 2° = lim e®®® =¥ = 1.

z—0t z—0t

In(e” + 4z) = ln(ex(l + 4.%6_96)) =In(e”) + ln(l + 4xe_x) =z+ ln(l + 4xe_x).

Ainsi, on a lim (In(e” + 4z) —x) = lim ln(l + 4306733).

xr— 400 xr—+o00

Or,ona lim ze * =0 par croissance comparée. Donc, finalement, on a lim (In(e” 4+ 4z) —2) =1In(1) = 0.
T — 400 T—+00

1.19 a) On factorise : v/In(z) — In(z) = \/ln(at) (1 — \/ln(:r)), et on en déduit la limite par produit de limites.

e«/ln(m) _ e\/ln(z)

e = eVIn@ =@ Oy conclut avec la question précédente.
e n

1.19b) Ona

cos(z) — 1 cos(z) — cos(0)

= cos'(0) = —sin(0) = 0.

= lim
z—0 x z—0 r—0

1.20 b) On introduit f(z) = In(1+ z) et on raisonne comme & la question précédente. Puisque la fonction f est
dérivable en 0, on a

z—0 T z—0 z—0
1
1+

sin(z) — sin(0)

z—0 x z—0 rz—0

= sin’(0) = cos(0) = 1.

z—0 €T X—=0
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x 1 x _
1.21 b) On écrit © =xX >— et on utilise la question précédente pour effectuer un produit de limites.
x
........................... eh-leh_h_ex_
1.21 ¢c) On écrit =2 . Or, on a lim = lim = 1. On en déduit la limite.
2z =0 2% X—0
1.21 d) Onécritﬂr(e%—l)*e%_1 Or, on a lim - = lim X_lfl
o l ’ ’ x—+00 l _X—>0 X -
x x
1 2 In(1+4 2 In(1+ X
1.22 a) On écrit T o= Or, on a lim In(1 + 2z) = lim n(l+ X) = 1. On conclut par
In(14+2z) 2 In(l+ 22x) x—0 2x X—0

quotient de limites.

1.22 b) On fait apparaitre des taux d’accroissement :

1 —cos(x) 1—cos(x) " 1
In(1 +2x) x In(lta)

On conclut en remarquant qu’il s’agit de taux d’accroissement dont on peut calculer la limite.

1.23 Notons f(z) l'expression dont on cherche la limite.

On utilise une premiére fois la technique de la quantité conjuguée pour écrire
<\/x3+\/x4+2x5 +1-— \/m3+\/x4+x% +1> (\/x3+ ot + 225 + 1+ \/x3+ Vat + 2k +1)

\/x3+ a:4+2:1;%+1+\/x3+ t 2 41

flz) =

Au numérateur, on utilise la formule « (a — b)(a +b) = a® — b® » ; les termes en z° se simplifient. On trouve

\/x4+2x%+1—\/x4—|—x%+1

f(z) =

\/x3+ x4+2x%+1+\/x3+ PRI |

Le numérateur est toujours une forme indéterminée! On applique une deuxiéme fois la technique de la quantité
conjuguée. Des simplifications similaires conduisent & trouver

[N B

x
f(z) = :
(\/x?’—l— :r4—|—2x;—|—1+\/m3+\/x4—|—xg+1)(\/x4+2x;+1+\/a74+a:g+1)

7
On met en facteur les termes dominants dans chaque racine, et un facteur global z2 apparait au dénominateur.
Apreés simplification, on en déduit la limite.

lim In(1+ ax) — alim In(1 + ax) — 4 lim In(1+ X) .
z—0 T z—0 ax X—0 X
1.24 b) En posant X = —, on trouve
lim xln(l + f) = lim In(1 + X) =1.
T—+o0 X—0 X
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1.24¢) Ona
(]_ + l)z = ezln(1+%)'
z

1
Or, on a trouvé a la question précédente que lim = ln(l + f) = 1. On obtient le résultat par passage a I’expo-
T

x—+00
nentielle, ce qui est possible par continuité de la fonction exponentielle.

- 2sin®(%) — i 2sin®(%) 1 lim sin(X) 1
a0 X2 20 4 i (%)2 T 2x-0\ X 2
2 2 5
1.26 a) On utilise une formule de duplication : n(2r) _ bm(,x) cos(z) = 2cos(z). On en déduit la limite.
in(z) sin(x)
1.26 b) Ona cos(z) — sin(z) = cos(z) — sin(z) = ! . On en déduit la limite.
cos(2z) cos?(x) —sin?(x)  cos(z) + sin(z)
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Réponses
2.18) i %1 262). . © ZHd
1 26 D) . 2.128) [0]
2.1b) i E 2T ) 2.12D).
5 2 7 b) ...................... @ 2.12 C) .............. \/i -1
2.1 C) i = 2
2 2.7C) i @
2.28) i 121, 4+00] 2.7d) @ 212d) ... V3
) [(a,b,0) = (3,3,4)] 22
1 2 2.7¢€)...... (a,b,¢) = (3,3,4
2.2 b) } 00, 2} U {3,+00[ : 2183 8). i [0]
2.7 6) i, -1,—,0 213 b)) +00
2.2C). 11, 6] ) { 2 } o)
2.13¢) .
22d) ....... ’]700,73}U]O,3]‘ 27g) ....... 17i 1et0 1
26 213 d) .. —=
2.38) . i non 2
: 2.88) i non
23b) .. oui 3 N
2.8b) .. i o €1,
2.3 C) .................... non ) — 2.14 a) Vn > No, Un+1 = Unp
2.3 d) 2.8C) i oui
.................... oul
28d) .o non 2.14b).... @
2.30). i
2.98) .
2.30) oui 2.14¢) ®
2.9b) . oui
2.38) i oui 2.9C). e o 2.15a) .
2.3h) . oui] o9y con] 215D) [0]
2.48) . i @ 2.10a) i 2.15¢C) i E
2.4b) . @] ZEOD) 1
210 C) v [0] 216a)........... nin(l+ )
204C) i (©
. 2.10d). .o 216 D).
B) e [a] ) 3 216C) ... [e]
2 201 a) . e Z
2.5b) .. a’*—a+1 5] 217a)
2.5C) i 211 b)Y 24T D)oo
25d) . 2.11C) i
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Corrigés

2.1 a) On a les équivalences suivantes :
0,05 . M0 5 -5 -1 _ -1
3 9 3709 S 3x10 3x2 6

3
2.1 b) Avant de commencer, il faut remarquer que x ne peut pas prendre la valeur ok

On a les équivalences suivantes :

B2 ) s B0 42= 2043 = 3r+2w=3-2 <> fo=1 <> z= L.
—2x+3 5
2.2 a) On a les équivalences suivantes
2 2 7
?x—6>0 = ?x>6 <= m>6><§ — x> 21.
2.2 b) Le produit (2z — 1)(2 — 3z) est négatif ou nul lorsque les facteurs sont de signes contraires. On a
x —o0 3 2 +00
2 — 1 - + +
2 — 3z + + -
(2 —1)(2 — 3x2) - + -

1 2
On en déduit 'équivalence : (22 —1)(2—3z) <0 < =z € } —00, 5} U [g, +o00 [

2.2 ¢) Un quotient est positif lorsque le numérateur et le dénominateur sont de méme signe.

Avec la condition z # 1, il faut étudier les signes du numérateur et du dénominateur, ce qu’on résume par :

T —00 1 6 +o0
2z — 12 - - +
11—z + - —
2 — 12 n
1—-2
2x — 12
On en déduit I’équivalence : LT 50 e e 11, 6]
—x
2.2 d) On factorise le numérateur z° — 9 = (z — 3)(x + 3) et on procéde avec un tableau de signes.
2.3 a) La suite (—1)" prend alternativement les valeurs —1 et 1. Elle est donc divergente et n’a pas de limite.

2.3 ¢) La série alterne : les termes de rang pair ua, = 2n(—1)>" = 2n tendent vers +oc. et les termes de rang
impair ugn 1 = (2n +1)(=1)*""" = (2n 4 1) x (—1) tendent vers —oo. La suite est donc divergente.
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2.3 d) Par comparaison, n + (—1)" > n — 1 qui tend vers +o0.

2.3 ¢) La suite alterne entre 2n et —2n donc diverge et n’admet pas de limite.
2.3 f) Pour tout n € N, Pexposant 2n est pair. Donc (—1)*" =1 et la suite n(—1)*" = n tend vers 4oo.
2.3 g) Pour les termes de rang pair, on a cos((—1)"n) = cos(w) = —1. Et pour les termes de rang impair, on a

cos((—1)"7m) = cos(—m) = —1. La suite est donc constante de valeur —1.

13 13\™
2.4 a) On a T7 < 1 donc lim (ﬁ) = 0. D’un autre c6té, on a l'encadrement —1 < cos(n) < 1 donc, par le
n— oo

théoréme des gendarmes, lim (%) lcos(n) =0.

n—r00

2.4 b) On recommence ’encadrement —1 < (—=1)" < 1let donc 9 —1 <9+ (—1)" < 9 + 1. Finalement, on a

8% (0,2)" < (94 (—1)") x (0,2)™ < 10x (0,2)™ et les deux suites de gauche et de droite tendent vers 0 (car 0,2 < 1).
Donc le théoréme des gendarmes donne que lim (94 (—1)") x (0,2)" = 0.
n—oo

2.4 ¢c) On a —1 < sin(n7/2) < 1 donc, aprés calcul, on a
n—1 < n + sin(nn/2) < n—|—1.
3n 3n 3n
-1 1 1 i 2 1
Comme lim n = lim 2 1 —, par le théoreme des gendarmes, on a lim HL(WF/) =-.
n—oo 3N n—oo 3N 3 n—oo 3n 3
2.5 ¢) Pour que le théoréme des gendarmes s’applique, il faut que les limites des termes de gauche et de droite

soient égales. Dong, il faut que > —a+1=a.Or,onaa’> —2a+1=0 <= (a—1>=0 < a=1.
nt (=) = n-1 :n_l.Sinpairaloranr(il) = ntl :n—~_1.0r7
n—(-1)"» n—-(-1) n+1 n

1

our tout entie >1,o0na <
pour tou ier n e
1 n+1 P .
2.6b) Ona lim ;= lim 7= 1. Par le théoréme des gendarmes, la suite (un)n tend donc vers 1.
n—oco N n—oo M —

2.7 a) Le polynome (X 41)° est de degré 6 et son coefficient dominant vaut 1. Donc, le polynéme (X 41)% — X°
est de degré au plus 5 : il y a « chute de degré » car les termes en X° se simplifient.
Le polynéme (X + 1)6 — X% —2X —1est de degré 5. Son coefficient « en X5y vaut, apres calcul, 6.
2.7 e) On calcule :
(X +1)° - X% —2X —1=4X +15X° + 20X° + 15X"* + 6X°
X(X +1)(2X +1)(aX” +bX +¢) =X + (b+30) X + (a + 3b+ 2¢)X? 4 (3a + 2b) X* + 2aX°.

En identifiant les termes « en X », on trouve ¢ = 4 ; en identifiant les termes « en Xx° », on trouve a = 3; enfin, en
identifiant les termes « en X2 », on trouve b+ 3¢ = 15 et donc b= 15 — 3¢ = 15 — 12 = 3.
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6 6
2.7 f) On vérifie que la suite définie par (W) —-1- % admet (a41)° —1 comme limite. De méme,

a\® 2an®+7n+ 18
la suite (a+2) 4 22 TS
a suite a+n + T
faut donc que (a + 1)6 — 1 = a® + 2a. D’aprés la question précédente, il n’y a donc que ces trois valeurs possibles

admet a® + 2a comme limite. Pour appliquer le théoréme des gendarmes, il

pour a qui sont —1, _7 et 0.

1 1
2.7 g) Pour a = —1, on trouve une limite valant —1; pour a = -5 on trouve une limite valant 5 1; pour
a = 0, on trouve une limite valant 0.

2.8 a) Non. En effet, on a lim n® = 400 et lim 3n = 400 donc lim n® 4 3n +1 = +oo.
n—o0 n—o0 n— oo

1 1 1
2.9 ¢) On remarque que —— = 3" et donc que lim —— = +oo et In{ — )] = —In(n), qui tend vers —oc.
3" n—oo 37 n

2.9d) 1 suffit de remarquer que (—1)"m = 7 donc cos((—1)"7) = —m pour tout n entier.

2.10 a) On factorise par le terme dominant n+/In(n), ce qui donne

n ln(n)(l — l\r;(ﬁn)g) =n4/In(n) (1 — @)

= 0, on peut procéder de la maniére suivante. On a

In(n)?
Pour montrer que lim n(n)
n— oo n

inn)? _ gy (G)”_y ((F)” ()
In(u) In(yn) _

Comme lim ¢¥/n = 4+oo0 et comme lim = 0, par composition des limites, on a lim S
n—o0o u——+00 u n— oo \/ﬁ

permet de conclure.

2.10 b) On factorise par les termes dominants 2" et n2, ce qui donne PYPERIEVIE

[\
3
—~
[
|~
S|l
—
3
SN—

n

~—
S
~—

On conclut en montrant que lim — = +oo. Pour cela, on écrit
n—oo N
2" In(n)
Inf - ) =nln(2) — 21 = In(2) —2——=
n(n2) nIn(2) n(n) n(n( ) -

1 n
Comme lim M = 0 et In(2) > 0, on en déduit que lim ln<—2) = 4o00. On conclut en raisonnant par
n— oo n n— 00 mn

composition des limites, grace & lim exp(u) = +oo.
u—r—4o0

2.10 ¢) En factorisant par 5" btient 2 —L — 51— ) L= o ~ 5
10 ¢ n factorisant par 5", on obtien = - = = .
P 07 +5 - 5n(80 4+ 2 T ()T Loy L

n(v2 —1/n) _ V2 —-1/n
n(1++v2/n)  1+v2/n

3 117 117
. . . . nB-—,—.3) 3—5—%

2.11 a) En factorisant le numérateur et le dénominateur par n”, on trouve 3 1 = L
n ataz) Stntaz
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2.11 b) On peut par exemple factoriser le dénominateur pour simplifier 'expression étudiée; on trouve

(B-mE+vA) _ B-m2+vR) _2+vn

9 —n2 3-n)(3+n)  3+n’

2 1
2+\/ﬁ_”<ﬁ+7) st

= " ce qui permet de trouver la limite.

Puis, en factorisant, on a

3+n  n(2+41) 241
n n 2 n n
2.11 ¢) On leve I'indétermination en écrivant (1—81) X (%) = <118>><<;1><8) = (1—31> .

2.11d) Pour lever la forme indéterminée, on factorise par 87", ce qui donne

n n ™ 56n n 56\ ™
e ) (2))

On conclut en remarquant que 8" > 56.

2.12 a) On utilise la quantité conjuguée pour lever I'indétermination :

—  ~_Vatd-yn_ (Vatd-Vn)(Vntd+vn)  nqd-n 4
A= V= 1 B (Vn+4+ vn) CVntd+vn Vntd+yn

724_2”_”:(\/n2+2n—n)(\/n2+2n+n)_ 2n _ 2n _ 2
vn?+2n+n vnZt2n+n  n/1+24n 1+241

2.12 ¢) On factorise par n? dans la racine, puis par n sur tout le numérateur :

V2n? —n+1-—n n2(2—%+$)—n_n( 2-1+ 5 -1 I+ L1
2n 412 B 2n 412 B n(2+ 12) 2+ 12 '

2.12d) On utilise la quantité conjuguée pour lever I'indétermination :

(\/2n+\/371*\/%><\/2n+\/37n+\/%> B

V20 + V30 4+ van Ve +V3n+von
Viv3 3

V3 V3 '
\/ﬁ(,/2+ﬁ+x/§) 2+ 2 +2

nmw nmw 3 nmw 3
ncos(—) +3 n(cos(—) + f) cos(—) + —
2 - 2 n/ _ 2 n

Vvn

\/2n+\/37nf\/%:

_a9.n 3n _9,—n n
" on obtient 3e™ + Se _ 3e™ " + be

2.13 b) En factorisant le numérateur et le dénominateur par e’
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2.14 a) Etre croissant & partir du rang no veut dire que tous les termes de la suite sont supérieurs au précédent
a partir de ng. Ceci s’écrit : Ing € N, Vn > no, Un+1 = Un.

2.14 b)

Non, une suite peut tendre vers +oco sans étre croissante. La suite (un), définie par u, = n + (1)

n
fournit un contre-exemple. On a en effet us, = 2n + (—1)*" = 2n 41 et uznt1 = (2n + 1) + (—1)*"*' = 2n. Donc,
on a Uz, > U2n+1, C€ qui montre que (un)n n’est pas croissante.

Mais, comme on a, pour tout n € N, u, > n — 1, on en déduit que lim w, = +o0.

n—oo
2.14 ¢)

Pour la méme raison que précédemment, la suite peut « se rapprocher en oscillant » vers sa limite.
. e s 1 . .
La suite (un)n définie par u, =2 — = si n est pair et u, =2 —

ol si n est impair fournit un contre-exemple.
In(1+h In(1+4 h) —In(1 1
2.15a) Comme In'(z) = -, on a }llgr%) n( h+ ) hiir}) n(l+ i)z n() =In'(1) = 1= 1.
1 / .
2.15b) Ona lim — =0et cos = —sin. On a
n—oo N
cos(1) -1 —_
. (711) _ cos(h) — 1 lim cos(0 + h) — cos(0) cos' (0) = —sin(0) = 0
n— oo b h—0 h—0 h
1 V1+2 -1
2.15¢) On remarque que n 1+ 1) = 2
In(1+1
2.16 b) Onawv, =In(u,) =nln(l+ =)= ( 1+ 2=, Donc, lim v, = lim (1 +7) =1.
n = n—oo h—0 h
2.16 ¢) On finit par u, = €™, ce qui donne lim wu, = lim "™ =e = e, par continuité de ’exponentielle.
n—oo n—oo
I\Y" _ im(ied) 1 n 1 In(1+3%)
2.17 a) Ona(1+7) =e n) et \/ﬁln(1+f):—ln(1+f)—— T
n vn n =
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IF'iche n° 3. Propriétés algébriques du logarithme |

Réponses
(4] 1 O )
8A8) cloBan. S 1n(2)+ 5 n(3) 3.91)
— 3.10a)............
1 WD A) 2
BAD) i 1y 8549 3.10Db) i
2] 35 b) 11
5 — 311la)c..c.cooienin., Tz > -2
he 1
BLC) e 5] B50) S| s
31d). i 15 7] 3. [z>1ouz< 1]
2 35d) .o B "
= —' 3114d)..... —2<x\e;
8:28) E 3.68) . i g
- 3.12a)............ —<zr<4
3.2b) . % 36Db). . 1 000
1 3.12b)............ 0<z<l1
6 36C) i
3.2C) i - In(3) 3.12¢) ...
e Y 3.7a) In(2) 3.12d) |z € [—v/e,0[U]0, Vel
L~ 1 Xr = ——
55
5 3.7b). 3.138) ciieiiiiii
3.3a) i 3.7¢)
c) @ 3.13b)...... ’:L':eou:r:eQ‘
83Db) ... In(5) | g7d)y.................. In(5) .
3.14a)............ -<x<e
B.3) e )] 8.8a) : ¢
34a)..... 51n(2) 3.8b)........ lz<Oouz >3] 314Db).........
3.4b). “in@)| 3B 315 ......... [[-4,-3[U]0, 1]
39a)......iii >0 E—1
34c¢)......... 21In(2) + In(3) ) 3.16a) ..., —
3.9b) i k
34d)........... In(3) — In(2
) G SO 316 b) ... [In(k = 1) ~ In(k) |
3.4€) . i gm(g) 3.9d) . 316¢C) .o —In(n)
39¢e). 317
Corrigés
36 9x4 4
3.1a) On a E-9x5°&
28 4x7 2x4 1
3:1b)  Onazxig=37x—7 =5 =3
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10° x 3> 2°x5°x3> 5x3 15

-]- = = = —.

31d) Ona g =935~ 2 2

3.2 ¢) On a les équivalences suivantes :
éac—lflav—i—l<:>>§gv—1:1c*1—|-1<:>Zac*1<:>az:*§
3" 2 67 2 67 67 2 2 6" N

3.5 c) On a In(v/e) = = In(e) = %
3.6 a) On a eln(7)—ln(5) — eln(%) _ g

3.6b) Onac®™( = "(19%) — 103 = 1 goo.

3.7 a) On a ln(\/g — 1) + ln(\/§+ 1) = ln((\/§ - 1)(V3+ 1)) Or (par identité remarquable), on a

(V3-1)(V3+1)=v3 —12=3-1=2.
Donc ln(\/gf 1) + ln(\/ng 1) =1In(2).
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3.7 ¢c) On a

In((vV2-1)"") +In((v2+1)'°) = 15In(v2 — 1) + 15In(v2 + 1) = 15In((vV2 — 1)(vV2+ 1)) = 15In(1) = 0.

3.8 b) On doit résoudre z° — 3z > 0. On factorise z° — 3z = z(z — 3). Comme le signe de ce trindme est > 0

Pextérieur des racines (qui sont 0 et 3), on a ’équivalence suivante :

22-32>0 < <0 ou z>3.

3.11 a) On a les équivalences suivantes :

In(5+422) 20 < 542221 <= 22> -4 < =z

WV
e

3.11 b) On a les équivalences suivantes :

Inz—1)<1 <= 0<z—1<e < 1<z <l+e

3.12 a) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que z +3 > 0 et 2z — 1 > 0, c’est-a-dire il faut que

1 . 1 P .
T > 5 Puis, pour tout z > 5 on a les équivalences suivantes :

In(z+3)>In2z—-1) <= z+3>2x -1 < 4>z
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3.12 b) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que > 0 et £ +2 > 0, c’est-a-dire il faut que = > 0.
Puis, pour tout = > 0, on a les équivalences suivantes :

In(z) + In(z +2) < In(3) <= In(z(zx—2)) <In(3) <= z(x+2) <3 < 2°+22-3<0.
Apres calcul du discriminant, on trouve que les racines de ce trinéme sont —3 et 1. Donc, on a ’équivalence
2°+22-3<0 <= -3<z<L
Comme z > 0, on obtient donc comme ensemble de solutions : ]0, 1].

3.12 ¢) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que x > 0 et x —1 > 0, c’est-a-dire il faut que z > 1.

Puis, pour tout z > 1, on a les équivalences suivantes :
In(z) + In(z — 1) <In(2) <= In (:r(x - 1)) <InQ) <= 2(r-1)<2 < 2° -2z -2<0.

Apres calcul du discriminant, on trouve que les racines de ce trindme sont —1 et 2. Donc, on a ’équivalence

22 —2-2<0 & —-1<z<2.

Comme z > 1, on obtient donc comme ensemble de solutions : |1, 2].

3.12d) Pour que ln(mz) soit bien défini, il faut que z> > 0, autrement dit, il faut que  # 0. Puis, pour tout
x # 0, on a les équivalences suivantes :

3.13 a) On a les équivalences suivantes :

ln(erl):O = Il ) s o4 1=82-5 > 6=2% <> 2=3,
3z —5 3r—5

3.13 b) On pose y = In(z) et on résout ’équation y®> — 3y 4+ 2 = 0; ses solutions (qu’on trouve en calculant le

3—1 3+1
discriminant) sont y1 = —— =1l et yo = s+l

5 g = 2. Donc, on a les équivalences suivantes :

3.14 b) On a I’équivalence suivante :

In(z®4+3)>1 < 2°+3>e.

Or, on a 2> +3 >3 et e = 2,7 donc linégalité z° + 3 > e est vérifiée pour tout réel z.
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3.15 On a les équivalences suivantes :

2 2
m<x23”)<0<::o<a’Z&”<1¢:>o<ﬁ+3x<4¢:>Cﬁ+3x>0mx2Hm4<0)

Or, on a les équivalences suivantes :
22 4+3:>0 <= 2(z+3)>0 < =< -3ouz>0.
De plus, apres calcul des racines par le discriminant, on a également les équivalences suivantes :
2 432-4<0 = (z+4)(z—-1)<0 <= —4<z<1.

On obtient donc les équivalences suivantes :

4

2
m(w*ﬁx><0cﬁ @<—3mwﬂﬂ0 ot —4<z<l = we[-4,-3[U]0,1].

3.16 ¢) En utilisant la question précédente, on remarque que :

me%>+mQ7%):muy4mm+m@y4ma:7m@y

De méme :
m@-%)+m@-%)+m@-i):—m@yumm—m@paqm@

— In(3)

et ainsi de suite.

donc on a

_ I 1
ef(z)ie f(I):x+ $2+ _

T+ Va2 +1
(V22 1)’ -1 2P+ 202+ 1+ (2P 4+ 1) -1
r+Vr2+1 r+Vr2+1

2% 22V + 1 243(354‘\/3324‘1)
2+ vV22+1 o+ V241

= 2x.
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IF'iche n° 4. Propriétés algébriques du logarithme 11

Réponses
Ala). A8 8) . oot !
In(2)
41D) V3+1
) A8 D) i
O ) 5v/5 A8 C) et
A.200) [9] :
= A8 d). . i
A.2D) . —
7 —1
A8 €) i —
A38) . o 31n(2) ¢) 4
4 3 b) ........................ ’ —2111(2) _ 21n(5) ‘ 4 8 f) .........................................
A.3C) oo oln(2)| A ©
A3 d) —In(2)]  AL0a) 12, 400
Ada). m(3)|  ALOD)
AL A) o 4
4.4D) . 101n(3) )
In(e” — 3)
4 5 a) ................. ’—1,61 g 111(0,2) < —1,60‘ 4.11 b) .............................. 9
A5 D) e 229 <In(10) <231|  412a).ciiiiiiiiii 1, oo
468) 0746@11(?) <050 412D) In(z +1)
A02C)
46D) . ] 1,61 < In(5,12) < 1,70‘ 413
T R S )
4.6¢C). ... .. 2,254 < In(25)In(3) < ~2,208 4.142) L]
4.34Db)
4.6 d) 2,98 < In(5 + V5) +In(5 — v5) < 3,01 4.14¢)........... z=24e¢?ouzr=2+e"?
AT ) e A5 8) e
3
D) — -1
4.7b) (2] 415Db) . ?<x<1
AT C) 3
) 416 2) . .
5
AT ) 3] AIED)
A ALB O]
AT ) AL6 ) oo
AAT )
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AT D) A8 In(n + 1)
1
AT C) oo e e ¥ HInG)
417 d)
Corrigés
4.1a) Onecalcule V45— v20 = vVIX 5 —vVAx 5=VIxV5-vV4xV5=3xV5-2xv5=(3—2)V5=15.
2 2(v3+1) 2(V3+1)  2(V3+1)
4.1 b En utilisant la quantité conjuguée : = =v3+1.
: BB o2
41¢) Ona2V6+V45=2V5+v/9x5=2V5+vV9xV5=2V5+3x5=5V5.
3x8 1x4| |7-30 23 _ 27

4.22) Ona*x*"L’ _10‘_‘2x9‘+’7_*‘ ‘1><3 ‘ ‘3‘ ‘ 53"

1 4] (6 5 1—-8] |12 7 23 —16 -8
I e i el v B L e o R e R S
4.3a) Onaln(8) =In(2%) =31In(2)
4.3 b) On a 0,01 =10 2 x5 % Donc, on a

n(0,01) =In(27% x57%) =In(27%) + In(5"%) = —2In(2) — 2In(5)
4.3¢c) Onaln(12) +1In(9) — In(27) = In(3 x 4) + In(3*) — In(3*) = In(3) + In(2%) + 2In(3) — 3In(3) = 21In(2).
4.3 d)  En utilisant le fait que ln(ﬁ) = %ln(:c), on obtient
In(v8) = In(16) + S 1n(2) = 2 n(2°) —m(2") + 2 In(2) = S In(2) — 41n(2) + S n(2) = —In(2).
2 2 2 2 2
44a)  Onaln(t+VI3) +In(Vi- VI3) =In((1+ V) x (1- V3)) =ln (£ - VI3") = n(3)
4.4b) Onaln((vV10-1)°) +In((v10+1)°) =5In((v10 — 1)(vV10+ 1)) = 5In(9) = 101n(3)
4.5 a) On a In(0,2) = ln(f) = —1In(5) donc —1,61 < —In(5) < —1,60
4.5Db)  Comme In(10) = In(2 x 5) = In(2) 4 In(5), on a 0,69 + 1,60 < In(2) + In(5) < 0,70 4 1,61 et donc
2,29 < In(10) < 2,31.
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4.6 a) On a ln(%) = In(8) — In(5). Or, In(8) = In(2°*) = 3In(2) donc 2,07 < In(8) < 2,10.
De plus, on a —1,61 < —In(5) < —1,60. Ainsi, on a 2,07 — 1,61 < In(8) — In(5) < 2,10 — 1,60 et finalement

Q46<1n(§)s;050.

512 2°
4.6 b) On a In(5,12) = ln(ﬁ) = 1n<22 » 52) = ln(27> — ln(52) = 7In(2) — 21n(5).

Or, on a 4,83 < 7In(2) < 4,90 et —3,22 < —21n(5) < —3,20. Finalement, on a ainsi

4,83 -322< 7In(2) —2In(5) < 4,90 —3,20  donc 1,61 < In(5,12) < 1,70.

4.6 c) Comme ln(%> = —1In(2) et In(25) = 21n(5), on utilise les encadrements

0,69 < In(2) < 0,70 et 3,2 < In(25) < 3,22.
Attention, les nombres doivent étre positifs pour multiplier membre & membre. On obtient

0,69 x 3,2 < In(2) In(25) < 0,7 x 3,22

1
ce qui donne —2,254 < In(25) ln(i) < —2,208.

In(5+v5) +In(5 — v5) = In((5+ v5)(5 — v5)) = In(5* — 5) = In(20)
=1In(4 x 5) = In(2%) + In(5) = 2In(2) + In(5).

Comme 1,38 < 2In(2) < 1,4 et 1,6 < In(5) < 1,61, on a ainsi 1,38 + 1,6 < 2In(2) + In(5) < 1,4 + 1,61 et donc

2,98 < 2In(2) + In(5) < 3,01.

e

4.7d) Onae®™0) = em(3) =

w| ot
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4.8 f) On calcule

exp(zln(\/3+\f—\/3—\/5)):exp(ln((\/3+f—\/3—\/5)2>)
:(\/3+f—\/3—\/5)2
:(m)272(¢3+\/3)<\/37\/5)+(\/3fx/5)2
=3+ V5-2,/(3+V5)(3-v5) +3-V5

=6-24/32—-5=6-2V4=6-—4=2.

. 0 — _
4.9 On factorise par e” en remarquant que 1 =e° =e” * = e”e”“. Donc

In(e® +1) = ln(ez x 1+ ezefz) = ln(ez(l + efz)) =1In(e”) + ln(l + efz) =z+ ln(efz + 1).
4.10 a) On doit avoir z —2 > 0 (donc z > 2) et x —1 > 0 (donc z > 1). Ainsi, ’équation a un sens quand = > 2.

4.10 b) Soit > 2. On a les équivalences suivantes :
In(z —2)+In(z—1)=In(2) < In((z-2)(x—1))=In?2) <<= (z—-2)(z—-1)=2 = 2°-3x=0
< z(x—3)=0 < z=0o0uzxz=3.
Comme on a x > 2, la seule solution est 3.

4.11 a) Pour commencer, on remarque que ’équation n’est définie que si 2z — 1 > 0 et z + 3 > 0. Il faut donc

que x > % On a alors, pour x > %, les équivalences suivantes :

In2z —1)=In(z+3) <= 2z —-1=2+3 < z=4.

4.11 b) On a les équivalences suivantes :

In(e” —
e 4+3)=7 < e +3=¢" = " =¢ -3 — p=E =3

4.12 a) Soit = € R. On a les équivalences suivantes

z—1>0 z>1
I’équation a un sens pour z <= <z +1>0 = (zr>-1 <~ > 1.
> —1>0 > 1
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4.12b) Soitz>1.Ona
In(z —1)+2In(z+1) — ln(:v2 — 1) =In(z-1)+ ln((m + 1)2) — ln<x2 — 1)

= IH(MW> =In(z + 1).

2 —1

ln(xf1)+21n(a¢+1)71n(a¢271) =1 <= In(zx+1)=1 < In(z + 1) =In(e)
— r+l=e &< z=e—1.

On a bien e — 1 > 1 car on sait que e = 2,71.

On a les équivalences suivantes :
In(2%) =In(4°™) < 2In(2) = (z+ 1) In(2°) <= =

4.14 a) Pour z > 0, on a les équivalences suivantes :

(In(z))® = ln(:rQ) —1 < (In(x))* - 2In(z) + 1 =0 < (In(z)

4.14 b) Pour x > 0, on a les équivalences suivantes :
(In())? +1n(%) —0 = (In(2))? = In(z) = 0
<= In(z)(In(z) —1) =0 <= In(z) =0ou In(z) =1 <= z=1louz=e.

(In(z —2))> =2 <= In(z —2) =v2ou In(z — 2) = —V2
= a:—2=e‘/§ouac—2=e7‘/5
ﬁoum:2—|—e_‘/§.

4.15 b) Pour que cette équation ait un sens, il faut avoir pz +1 > 0 (donc = > _—) et x+p > 0 (donc z > —p).
p
-1
Comme p > 1, ces deux conditions se réduisent a x > —. Pour = > ’71, on a les équivalences suivantes :
p

J<In(z+p) < pr+l1<z+p <= pr—z<p-1 <= z(p—1)<p—-1 < z< 1.

o In(100 In(10? 21n(10
4.16 a) On simplifie log,,(100) = 1n((10)) = 111((10)) = ln((IO)) =2

_In(4) | In(250) 1In(4)4+1n(250) In(4 x 250)  3In(10)
416b)  Onalogi(d) +10810(250) = (s + T A0y = — oy~ (o) (o) >
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In(120) In(12)  In(120) —In(12)  In(120/12)  In(10)

416c)  Onalog,(120) —logyy(12) = T /Ae" ~ 11090) = — Thio)  —  n(i0)  _ In(i0) _ -
4.16d) Ona
_ _In(2) In(3200) In(2°) In(3200)  In(32) — In(3200)
510g10(2) — 10810(3200) = 5008 = T AG) T Tm(10) ~ m(10) In(10)
_ In(32/3200) _ In(1/100) _ In(10°%) _ ,In(10) _
T In(10)  In(10) ~ In(10)  “In(10)

17
4.17a)  On caleule logy (3'7) = 11(1?3)) - 1?5?3(;) |

=17.

In(6) In(6) In(6) In(6) ~ In(6) In(6)

ln(22)) (m(zoo) ln(25)> _a- 2)111(200) — In(25)

(1 + log,(0,25))(log,(200) — log,(25)) = (1 + In(2) In(2) B In(2) In(2)
In(200/25) _ In(®) _ Wn(2") _

In(2) ~  In(2)  In(2)

4.18 Pour tous a,b > 0, on a In(ab) = In(a) + In(b). On en déduit la formule

In(a1) + In(a2) + - - -+ In(an) = In(ar X az X -+ X an).

On a donc
2 3 4 n+1Y\ 2 3 n+1\ 2x3x..xnx(n+1)
ln(l)+ln(2)+ln(3)+ +ln( n )—1n<1><2 X n )_ln< 1x2x3x---xn >
:1n<n—1'_1>:ln(n+1)
- N~ B - nx(n+1) n(n+1)In(2)
4.19 On a ;m(z ) = ;kln(z) = In(2) ;k =In(2) 5 :
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IF'iche n° 5. Dérivée du logarithme]

Réponses
Bl ) e
5.1D) o 019
Bl €)oot
5L )
B2 8) et 51n(2)
5.2 D) 21n(5)
Bu2C) e 21n(5)
5.2d) . 51n(3)
20 — 1
5.3 8) e e
X
5.3 b) 42 + 11z 4 4
BD) I CESE
_ _ 3
B4 a). i M
x
1 1)e”
5.4b) . (zln(z) + Le
x
BB A) e In(z)
BB D) 1~ Infz)
x
5.5 ) 2z —1)In(z) —x+1
BC) (In(2))?
In(z) + 2
50 oY
1 2
5.6 8) oo 3In(z)
X
1
5.6 D) L
5.6 ¢) L
O C) i e
2z+/In(z)
4
5.6 d) . TNEE

20— 4
BT Q) i P
e.’L‘
BT D) e
3x?
BT C) et 13
1
B.TA) e
) xIn(z)
5.8 a) 1622 + 2422 4+ 522 — 3
Ba) oo T ——
5.8 1) 6z + 6y + 1
Bb) 72(30 ym
5.8 ) 3 2z(x + 2)
Be) oo (T2 tat D)
z2 — 6z + 2
5.9a).. ... _—
2) (z — 3)(z2 — 2)

1
B.I0A) oot poa)
1
BI0D) oo R
72 —
2
2xe® 1
5.10 C) .............................. W
5.10 d) ;
A0d) .o 2 In(2) In(In(2))
1+ x— 323 e””’””3
530 T 2 ( T xewlﬂ?’
2xe””
511 b)..............
) (1+e**)(1+ In(1 + e*?))
5.02 o g=1-g
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5.13 a) 1 5.14D) e In(5) x 5%
A3 a) o TTn(2)?
B.14C) e —In(3) x37°
6z + 1
513b) .. x
) MGt o 2| BAAd) . (14 n(x)) x 2"
T 1 =
BB C) ot % 5.1de)...... m(ln(w) +2)zV"
5.4 a). oo In(2) x 2% 1 1 1\*
) @ 5146)....... <1n(1+)>( )
T +1 T
Corrigés
5.1 ) On a 630+1 y 57+2 _ Sotl+50+2 _ Ba+3
5.1 b) On a (e2t—4)5 X e—= e5(2t—4)+1 — elOt—lQ.
et x P TR 22+145—8z—2x—3 —8x+3
5.1 c) On a por = ** it = +
2x+5t 4x—3t .
51d) Ona % _ (2otBtrda—3t-2t—6 _ 0 _ |

5.2 c) On a
In(7 — 2V6) + In(7 + 2v/6) = In((7 — 2v6)(7 + 2v6)) = In(7* — (2V6)?)

=1n(49 — 24) = In(25) = In(5%) = 21In(5)

5.2d) Ona
41n(9) — 2In(27) + 61n(v/3) = 41n(3%) — 2In(3”) 4 6 x %111(3)
= 81n(3) — 61n(3) + 3In(3) = 5In(3).

5.3 a) Onaf’(m)_Q—%ZQxx_l
.............................. 74374+8x+4x2+3x4m2+11x+4

(z+1)2 a@E@+1)? z(r+1)?
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=37

1Y e
5.6 d) On utilise la formule (—4) = —%
u u
u/ ...........................................................................................
5.7a)  On utilise la formule (In(u))" = e
dx + 3 1623 4+ 2422 + 562 — 4o — 3 162> + 2422 + 522 — 3
5.8 0O "(z) = 8z — = =
2) nafe) =8 -5 s 7 22 + 3+ 7 222 + 3z + 7
1
PV 1 6z + 64/ + 1
5.8b Ona f'(z) =3+ 2 =3+ =
) F@) 1+ x 2(z + V) 2(x +
1 dr+1 208 +a+1-(de+1)(1+a) 22(x 4 2)

T 14z 2024ax+1 (I1+x)222+x+1) T 4z + 1)

r—3
2 -2

u'(z) —z+6x—2 22-2 z% — 6x + 2

5.9 a) Pour z > 3, on pose u(z) =

we) | @ -2 7-3  (@-3)@@-2)

Ainsi, on a f'(x)

11 est aussi possible d’utiliser le fait que, pour tout réel x > 3, on a ln(ﬁ) =In(z — 3) — hl(:EZ —2).
T
1 + T z4++/x2+1
x €T 1
5.10a) Ona f(z) = Veltl _ vertt .
z+Ve2+1 z+Va2+1 Va4l

_z3

5.11 a) Pour z > —1, on pose u(z) = 1+ze”

Ona /(@) L@ _ Qto=3atee

- w(z) 1 4 xee—=®
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2
2ze”

5.11 b) Pour tout réel z, on pose u(z) =1+ In(1 +e’”2). Onau'(z) = o On a
efL‘
Fla) = u'(x) 2ze®”
Cauz) (14e?)(1+1In(l +e2?))’
’ 1 p ’ _ f/(it) _
5.12 Onag = 7 Or, pour tout réel z > 0, f'(z) = f(z)(1 — In(f(z)) et donc o) 1 — In(f(x)),
x
c’est-a-dire ¢'(z) = 1 — g().
.................................................. , u/
5.13 a) On utilise la formule (7) =—3

o () = ﬁln(m) + VT X i _ %(ln(:ﬂ) +2).

Ainsi, f'(x) = u'(x) exp(u(z)) = (ln(l + é) s i 1) exp(azln(l + %)) = (ln(l + %) - %—Fl) (1 + %)T
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IF'iche n° 6. Fonctions trigonométriques|

Réponses
6.1a).....coooiiiiinn... {10} 6.7b) oo (©) et @ 6.15Db). ... (a)
9
6.1b)............... {—17} 6.8 i (@ 6.15C). ..o M)
6.15d)..............L.
6.28) .. 6.92) . ... @ ) @
P 6.16a). . ................
6.2b).............. b 643
atc—b| 69Db)............. 3 6.16b) ...
12 A6 c¢) i
6.2C) i — 6108 6.16 c)
6.16d).................. i
6.3 ® 6.10b)................... )
o .. 5] 617a)....... (b)
. £2 73 —_—
6.4a). ... (©) 5 6.1Tb). ®
37
6.4Db) ... (a) 6.11b)................. - 618 2) . eeeoo @
6.5 8) e eeeeee ? 6.11C) .. —g 6.8 D).\ @
m™ T
1 2 A9 a) ..o -, =
6.5D) ceeeeeeieaiann. E 6.128) oueerennnnn... —% 6-19 a) { 5’ 5}
T 37
P 5| 6.19b)............ ron
6.5C) e g 6.12Db) ... % ) {4 4 }
™ T
1 6.19¢c)............ -
6.5d) ... ? 6.12¢) ... -5 °) { 3’ 3}
47 b
: 6.20a)........... o
6.6a)................. cos(x) 6.12d) oo _? ) { 33 }
6.6Db)............... —sin(x)
6.12€). ... @ 6.20b)........... {3;77?}
6:6C). o —os@ | a2ty
66d)................. sin(x) 6.13 .o @ {17;7 11175?’ 1137;7
6.20c)...
6.6¢e)............... — cos(z) 6.14 ) @ c) 237 2 3571_}
6.61f)............... —sin(x) @ 18 18 18
6.14b) ...
6.68) .. ... sin(x) 6.21a)............ {7(; 5(?}
6.14c) ...
6.6h)................. cos(x) 2 @ PR
s s ™ s
6.21b).... |1 2L 2
67 8) @ 6.152) ... .o M) ) {4 R }
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6.23a)...........
6.21¢).......... {7?:%5;} [ 3;, ﬂ 2) [0]
6.22¢c)......
— ) [W 37T] 6.23 D) ..o ?
6.22a)............. [_g’g] 44
5 6.23C) i
™
2row } —T, —} U
6.22b).......... ]—3, —3 [ 6.22d)...... {7{% } 6.23d)............
—,
’ 1
4 6.23¢) . ..iin.... =
cos?(x)
Corrigés
6.1 b) On a les équivalences suivantes :

(gac—l—l)(lZ—m)—g(m2+2):—2(1+2x2) — (Br+2)(12 —z) — 5(z* +2) = —4(1 + 22%)
— —32° +34x + 24 — 52> — 10 = —4 — 8z°

9

4o = —1 S

<— 34x 8 <=« T

at+b+c - a+b+c

a®+b°—c?+2ab  a®+2ab+b°—c® (a+b)>—c (a+b+c)latb—c) a+b—c

2b - _ _ .
6.2 b) OnaaQ—b2—|—02+2ac a?+2ac+c2—-b0 (a+c)2—02 (a+c+bat+c—b) a+c—0»

(6a+1 6a71)a2736_ 6a + 1 6a—1 \ (a+6)(a—6)
a?—6a  a2+6a/) a2+1  \a(a—6) a(a+6) a?+1
:((6a+1)(a+6)+(6a1)(a6)>(a+6)(a6)
a(a —6)(a+6) ala—6)(a+06) a?+1

(6a2+37a+6+6a2—37a+6> 1 (12a2+12> 112

a

6.9 b) On sait que cos®(z) + sin®(z) = 1 donc on a sin®(z) = 1 — cos’(z) = 1 — < 1

6+3

Or, on a sin(z) > 0 et donc sin(z) = g

0<4?T7r+2k77<27r <— —ZL‘T’T7T<2k7r<—37T7r <— —%5<k<—% <~ —5—§<k<—5+% < k= -5.
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6.10 b) Soit k € Z. On a les équivalences suivantes :

Tl e 65T 7 65 5
_ —_— < - < —— <
T < 6 + 2k < ™ <— 6 < 2km < 6 <= D N B 1

<— k= —6.

152
6.11 a) On cherche Uentier relatif k tel que —m < % + 2km < . Soit k € Z. On a les équivalences suivantes :

1577 1477 157 147
—— <2k —— —— <k -—— k=—15.
5 < ™ < 5 — 10 <K< 10 — 5
152 152 152 1 2
La mesure principale de b2 est donc oM _ 15 x 27 = 1oom _ % = ?ﬂ
6.11 b) De méme, soit k € Z. On a les équivalences suivantes :
—7r<2k7r—75—7rg7r <— 71—”<2k7r<79—7r <— E<k<@ <~— k=9
4 4 4 8 8
La mesure principale de _Tom est donc _Tom +9x 21 = _Tom + 2 = —B—W.
4 4 4 4
. P 1537
6.11 ¢) De méme, on a ’équivalence : —7 < & +2kr <7 <— k=-13.
La mesure principale de T est donc 153 _ 13 x 27 = M = —g.

6.12 a) On reconnait que I}TW = w =27+ %r On a donc cos(l}Tﬁ) = cos(g—w) = fﬁ.

1 12w — 2 2 1 —2 1
6.12 ¢) On reconnait que % =2 g ?ﬂ On a donc cos(%) = COS(J> =——.

3 3 2
R T 200 — ™ —T
6.12 ¢) On reconnait que — = 3 = 10m — . On a donc cos(—) = (7) =0
6.13 La fonction cosinus est paire, donc sa courbe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

5
6.14 ¢) La fonction cos est croissante sur [, 2], donc croissante sur |:7T, —Tr} La fonction © — cos (;r + %)

est donc croissante sur [377’, 7r],

6.15 b) Pour tout z € R,ona f(—z) =5—2cos(—z) =5 — 2cos(z) = f(z).
6.15 ¢) Pour tout x € R, on a f(—z) = 4cos(—z) sin(—z) = 4cos(z)(—sin(z)) = —4cos(x) sin(z) = —f(x).

6.15 d) Pour tout z € R, on a f(—xz) = (—z)° cos(—z) = z° cos(x) = f(z).
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6.16 b) On note f:x+— sin(g). On a
V2

f(g) :sin(g) =5 et f(g —|—27r) :sin(% +7r) = —sin(%) = —g,

La fonction f n’est donc pas 2w-périodique.

6.17 b) La fonction recherchée s’annule en %, il s’agit donc de x — cos (a: - ??Tﬂ)

6.18 a) La fonction recherchée s’annule en %, il s’agit donc de x — —V/2sin (ac - %)

5’5
(T V2 5 L m m
6.19b) Ona SIH(Z) =5 Or, dans l'intervalle |—7, 7], les seuls nombres ayant le méme sinus que 1 sont 1
et ?% Les solutions de I’équation dans |—, 7] sont donc : {%, %T}

2
N - 1 5w
6.20 b) On procéde comme précédemment en constatant que — cos(x) = 7 < cos(z) = -5 = cos(z)
3 117 13
6.20 ¢) De méme, dans l'intervalle ]0, 67, les solutions de I’équation cos(t) = -5 = cos(%) sont %, %7 Tﬂ-,

23%, 25% et 35% L’ensemble des solutions de I’équation cos(3z) = 73 dans 'intervalle ]0, 27] est donc

{x Mix tix 2 25r gor)

1
6.21 a) De méme, on a cos(%r) =5 Les solutions dans [0, 27| sont donc % et 5%

6.21 b) Soit = € [0,2n[. On a les équivalences suivantes :

sin®(z) = 7 = sin(z) = % ou sin(z) = —% < sin(z) = 72 ou sin(z) = —g
s e {7,550 )
S VI
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6.21 c) Soit € [0,2n]. On note t = cos(z). L’équation 2t> +t — 1 = 0 est une équation du second degré, dont

1
le discriminant vaut 9 et les solutions sont —1 et —. On a donc les équivalences suivantes

1

6.22a) Ona cos(g) = cos(—%) =3 Par lecture sur le cercle trigonométrique, les réels de l'intervalle |—m, ]
. so. N 1 . ™ ™

dont le cosinus est supérieur a B sont ceux compris entre —— et —.

3

5 donc, par lecture sur le cercle trigonométrique, les réels

. . el . 3 . 2w ™
de Yintervalle |—7, 7] dont le sinus est inférieur a —£ sont ceux compris entre —— et —

3

~[S

Or, on a COS(E> = cos(—ﬁ) _ V2 et cos(g—ﬂ) = cos(—
' 4) 4) 2 4 )

permet alors de conclure.

6.22 d) On utilise le fait que, dans 'intervalle }—51, %}, Iensemble des solutions de I'inéquation sin(¢) > 0
51 3
est } I —w} U [0, Z}

cos?(z) - cos?(x)
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IF'iche n° 7. Dérivation des fonctions trigonométriques|

Réponses
ToLa) oo 2+ 3
TLD) xz—1
Tlc)oooiiiiil 25 — 2P x4+x2+m—1‘
T28) i ab(7a — 4b)
T2D) e (1+a)(1+0b)
T3 a). o {-9,5}

zcos(vVz2 +5
T8 A) e (x2+5)
7.8 1) cos(x) cos(3x) + 6sin(x) sin(3z)
8b)......... oo (32
3
7.8 C) ................. 3.132 bln(l‘) + T COS('I)
24/sin(x)

720 o —2sin(x)
0 8 T cos(a)
TAL D) oot

TA28) it
TB ) e @
TA2 D) [0]
T D) () TA2C) oo x+g
TBa). oo ’ez(cos(m) — sin(z)) ‘
7.13 !
T D)o 5sin(—5x + 3) T cos?(z)
TBC) et —2x sin(z”) 3 2
% N ) P
: 2) cos?(3z) + cos?(x)
TTa) cos(x)es(®) —sin(z)
. TAAD) o 4tan(z)
cos(z) sin(z) cos?(x)
TTD) +
Vsin(z)  y/cos(x)
7.14 ¢) 12 ~_4cos(y/)
TTC) ’ 24 cos(2z)(1 + 3sin(2z))? ‘ T cos2(3z)y/tan(3z)  Vxsin®(\/xz)
Corrigés
7.1 a) On a (z +y)(x2 — my+y2) =2® — Py + oy’ + Py — a4+ P =2+ 5
1 1\ 2’—laz+1-1 (z—1(x+1) =
7.1 b) Ona(m—;)(l—x+1) - o] - x—i—lim_l
7.1 c) Ona(z—1)"-1)@*-1)=@" -2 -2+ 1)@@*-1)=2®—2° -2 +2° +2 - 1.
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7.2 a) On a 7a’b — 4ab® = ab x Ta — ab x 4b = ab(7a — 4b).

7.3 b)  On a les équivalences suivantes :

le+2|=|z -7 < z+2=z—Touz+2=—(z—-7) < 2=—-Tou22x=7-2 < mzi

2
7.4b)  En notant u(z) = z et v(z) = sin(z), on a f(z) = u(z) X v(z), u'(x) =1 et v'(z) = cos(z). Donc, on a
f(z) = u'()v(z) + u(x)v'(z) = sin(z) + = cos(x)
7.5 a) En notant u(x) = z° et v(z) = cos(z), on a f(z) = u(x) x v(z), u'(x) = 2z et v'(z) = — sin(x). Donc,

(v()? B a2
7.6b)  En notant u(x) = cos(x) et v(z) = -5z +3, on a f(x) = uov(z), u'(z) = —sin(x) et v'(z) = —5. Donc,
on a f'(z) = (z) x u'(v(z)) = =5 x (—sin(—=5z + 3)) = 5sin(—5z + 3).

u(x)

7.7 a) 1l faut utiliser la dérivée de la fonction composée = — e*'*) qui est x +— u'(2)e

I
7.7 b) 11 faut utiliser la dérivée de la fonction composée x — +/u(x), qui est z — u (i) )
2/ u(z
7.7 c) Il faut utiliser la dérivée de la fonction puissance z —s (u(z))™, qui est & — nu'(z) (u(z))" "

7.8 a) En notant u(z) = sin(z) et v(z) = \/22 +5, on a f(z) = uowv(z), v (z) = cos(x) et v'(x) = for =
On a donc f'(z) = v'(z) x v/ (v(z)) = \/%ﬁ cos( z? + 5)
7.8 b) En notant u(z) = sin(z) et v(x) = cos®(3z), on a f(z) = zg;g, u'(x) = cos(z) et

v'(x) = 2 x (—=3sin(3z)) x cos(3zx) = —6sin(3z) cos(3z),

en utilisant des dérivées de composées.

190 Réponses et corrigés



7.9 On a f'(z) = —e *sin(x) + ¢ * cos(x) et f’(x) = —2e~* cos(z). Donc,

' (x) +2f (x) + 2f(z) = —2e~ " cos(x) — 2¢” " sin(z) + 2¢ 7 cos(z) + 2e” " sin(z) = 0.

7.11 a) La fonction sin est dérivable sur R et, pour tout € R, on a sin’(z) = cos(z). Par définition du nombre

dérivé, on a donc lim sin(z) = sin(a) = sin’(a) = cos(a).
T—a xr—a

21 t
7.11 ¢) Quand z tend vers —, t = 2x — T tend vers 0. Donc, d’apres la question précédente, bli( ) tend vers 1.
sin(2z — & 2sin(t
Ainsi ( -2 ) = sin(t) admet une limite égale a 2.
-3

7.12 a) Pour tout z € |—m,0[, on a

1 —sin(x) —sin(z)

P(z)=f@) x g /(=) = ~sinz) x \/1 — cos?(x) N \/sin2(a:) N |'sin(z)]

Or, sur |—m,0[, on a —sin(z) = |sin(z)|, donc A’ (z) = 1.

™

tan’ () = o' (z)v(z) — u(z)v'(z) _ cos(z) cos(x) + sin(zx) sin(x) _ cos?(x) + sin®(x) _ 1
(v(z))? cos?(x) cos?(z) cos?(x)’

24/tan(3z) sin?(yx)

T —2 ﬁ cos(v/z) x sin~* (V7).
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. = — s — s
Réponses
1 .
S Y D 5 85d)......... T — 2(5&01 2 x 34353)
3 ) 8.6.8) . v ’x»—)(2x+3)eQT
1
Bl €)oo - 1
) 3 86Db) . ..o x+— In(z) + T
x
d 22
8.1 ) ...................................... g 860) .................. ’$P—>(3$2+2{E+3)€3J
3 2 @
8.28) et 2% —52% + 7w — 3] X e
(1+4e)?
8.2D) ., ® + 2% — 20 — 8]
4
820) ........................... —z2 + 92 + 20 87b) """""""""""" T (ex+e—x)2
8.2d). .. 12
) z 8.7 2e% (23 — 2% + 2+ 1)
8.3 8) . T —> 4 T T 1+ 22)2
BB D) i x5 888) 1o e e ’x»—>6(3x+2)‘
1
B3 C) et T— —— 5
2yzx 88b)..ooo -
VT ) x— 51 2)
83 d) e i T — —3e 3" 1
8.3 €) e o] BB S
5 8
B3 1) e T —— 8.8d) . iiiiiiii T
x (5 —2x)5
2
8da)......ooooiiiii. ’x»—>4l‘ (3+5w)‘ 8.92)....oo..... ’x>—>2(3$+2)(6$+7)e4m+5‘
8ADb) i T —> o _29*95 8.9Db)......on ’z — 4z +e)® +27(3z + 2)° ‘
T 810 A). . oeviiiiiiiiinnn, In(1+z)+
BedC) et x ¢ —'_26 1tz
2
T 810D) eeeiiiiiiiieeii e L
84d) .o x> 96 — — (1+2)
1—In(z)
2 B O 1 —_—
8.5 a) .......................... x — 3% — — 8.11a) 2
3-21
8.5D) ... x — 2(3e* — 2%2%) 8.11Db) ... —7;1(95)
x
3 (e 1 1 e’ —1+ux
85¢c). ... |+ —+—= PR
c) x— 2( 5t ﬁ) 8.12a) ... =
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2—x 23
B8.12D) i 8.14 D) .o =
) er ) (3= 22)°
813a)....... ‘x»—>1+2x+3$2+---+m¢"—1 31 % 23
8014 C) .............................. ﬁ
1 _ anrl ( CC)
813Db) ..ot Tr— ————
1-= 41 x 24
= 814 d) . ...oii ICRG N
1—(n+1)z™ + nz™ (3 —2x)
813¢) .. vviiiiiiit 5
(1-1x) | 5
8.14 ) 5l'x 2
Ade) oo —_—
2 (3 —2x)6
814 a) o i it —_
(3 22)°
8.14 1) n! x 2"
A4 f) B 20y
Corrigés
8.3 ¢) Cette fonction est constante!

1 1 2
f‘/(x):§><3e3z+2>< (—p) :esz—ﬁ.

8.5 ¢) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

by 33, 3 1 1 3(e™ 1 1
Jloy =g g x5 T3 _2(2+5x+ '

8.5 d) En notant f la fonction et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, on a
2
flz)=e"" + = —3%2"
T
En utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

f'(z) = 10e"%" — 2 3tae® =250 - L 931,
x x

8.6 a) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

@) =1xe" 4+ (x4+1) x 26> = (14 2(z + 1))e** = (22 + 3)e*”.
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8.6 ¢) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

f(x) = 22e® 4 (2® +1) x 36> = (22 + 3(z® + 1))e*” = (32° 4 22 + 3)e*”.

8.7 a) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

iy e"(14e")—e" xe®  e’(14+e"—e") "
Fz) = (1+e7)2 T (14e)2 T (14e®)2’

8.7 b) En notant f la fonction, f est un quotient et sa dérivée vaut

(@ te )" te ) —(e" —e )(e" —e ") (" +e ") — (e —e 7)? _ 4e%e™" _ 4
(e* +e77)2 (e* +e77)2 (e +e )2  (e® +e7)2’

8.7 ¢) En notant f la fonction et en utilisant les régles habituelles sur la dérivation, on a

(2z + 2(e® + z€®) + 0) (1 + wQ) — (2 4+ 22e” 4+ 1)22
(14 22)?
(2 + 2(x 4 1)e”) (1 4 2?) — 22 (2 + 22e” 4 1)
(14 22)2
9% +(z+1)e” +2° + 22 (z + 1)e® — 2% — 22%e” — z
(1+22)?
e”(z + 14 2% + 2% — 22%)
(14 22)?
zm3 —224x+1
(1+ z2)2

f'(@) =

=2

8.8 a) La dérivée de & —> 3z 4 2 est 2 — 3 et la dérivée de u — u” est u — 2u. Ainsi, en notant f la
fonction demandée, on a f'(z) = 2 x 3 x (3z + 2) = 6(3z + 2).

8.8 ¢) En notant f la fonction demandée, on a f'(z) = 12 x

120+3 3dz+1) 4dz+1

8.9 a) Par composition, la dérivée de & — (3x 4 2)* est = — 3 x 2(3x + 2). Par composition aussi, la dérivée
de z — €*° est z — 4e** . En notant f la fonction, on a donc
f(x) = 6(3x 4+ 2)e™*° 4 3z +2)” x 4 x ™ *°
=2(3z + 2)(3 +2(3z + 2))e** "
= 2(3z + 2)(6x + 7)™,
8.9 b) Par composition, la dérivée de z — (z +e)* est 2 — 4(z + e)*. Par composition aussi, la dérivée de

x— (3 +2)° est 2 — 3 x 3(3z + 2)%.
En notant f la fonction, on a donc f'(z) = 4(z + e)® + 3 x 9(3z + 2)* = 4(z + ¢)® + 27(3z + 2)°.
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8.10 b) La fonction g: x — 1 _T_ est un quotient dont la dérivée vaut :
x

pov Ix@+D)—axl 1
g(@)= (1 +2)2 Tt

La fonction h, définie par Pexpression h(z) = In(1+ z), est la composée entre la fonction logarithme et une fonction
affine dont la dérivée vaut

1
B (x) = .
(z) 14+
1 1 1
Ainsi, la dérivée de la fonction f’ vaut f”(z) = + = ltz+ = 2+z

1+z  (1+2)2 (1+2)2 (1+2)2

8.11 a) En notant f la fonction et en utilisant les régles habituelles sur la dérivation, on a

Ixz—In(z)x1 1—In(x)
- x2 -T2

8.11 b) La fonction f’ est un quotient de fonctions. Ainsi, on a

—1x2®—(1-In(z) x22 —z—2z(1—In(z)) xl +2—2In(x) 3 —2In(x)

1/
re= @) - it B R
1xe® —xxe” l—-z e"—1+4=x
8.12a) Ona f'(z)=1+0- )2 =l-—=—0

8.12 b) La fonction f’ est un quotient de fonctions dérivables, donc

" (e"=0+4+1)xe®—(e*—1+2x)xe” €e+1—e"+1—2 2-—=z
f (:I:) = 2 - - = P
(e”) e e
................................................................................................................ e
8.13 a) On dérive chacune des fonctions de la somme. On obtient ainsi f'(z) = Z kat 1
k=0

8.13 b) Lenombre f(z) est la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique de raison z # 1. D’aprés

le cours, on a donc
1_$n+1

1424+ 4+2" = —"
1—=2

8.13 ¢) En utilisant la formule précédente, on a, pour z # 1,

—(n+Dz" 1) - (D) x (1 =—2z"") —(m+Dz"(1-z)+(1—2")

@) = (1—x)2 - (1—2)2
_ —(n+1z" + (n+ D" +1 -zt _1- (n+ 1)z™ + na" ™
(1—z)? (1—x)? 4

8.14 f)  On conjecture cette formule en généralisant les calculs précédents.

Plus formellement, cette propriété se démontrerait par récurrence sur n.
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IF'iche n° 9. Dérivée des fonctions composées|

Réponses
9.1a) it 622 — 5z — 21
9L D) 8122 — 1262 + 49
9.1C) e ’x3—x2—5x—3‘
9.1d) ... ! + 62% + 132% + 120 + 4|
2
9.28). .. —
2) B-z)(z—1)
222 — 8x — 33
9.2D) .. oY
) (x=T)(x—4)
2% + 322+ —4
200)
9-2¢) x3(x —4)
B3 8)rrmoeererrrseeeeeeeeeo oo
2e2@
9-3 b) ............................. _m
9.3 ¢) _
BC) N
X
9.3 d). . —
) V1+ a2
9.4 a). i ’ 42z + e)(2* + ex)? ‘
9.4D) e (@~ 1)(* 20 +3)]
9.4C)irniiiii, (3(8 +3)(42® + 3z + 5)° |
—2(6z — 5)
9.4d) ... S S
) (322 — 5+ 7)3
9.5a) i 3 dv
2222 + 31+ 5
9.5 D) Lo (@)
5
9.6 a) ...................................... _Z
9.6 D) ..t [0]
9.7a) o y=F(a)(z—a)+ (o)

11
9.7 b) e = —a+4-
) y=5u + 2
9.8 )ttt @z = Det
2x+\/x
9.8b) (22 + 1)(222 + 2z 4 1)e® T+l
8b) . T teT DV eI
9.9a). .. (622 + 10z + 3)e™ *3
2z —1)(xz—1)
9.9b) ..t Al 2SS
) V1422
1
9.108). ..t §x(\/5+4)eﬁ
-1 1
010 1) ov. oo (= Dexe(s)
X
911 ... (422 — 20z + 27)e" 4o H7
3 1 z3
9.122). ... (32" + 3z 4 L)e
Vita
3 _ 5—g°
9.12 D). _Bz(@” — 2w 2e
(22 —2)*
22z -1y —1
9.1328) ...t (@~ 2 — Dy
2(x — 1)2\/1+7x2
9.13b)... (52% + 62 + 3) exp((2? + 22 + 3)y/x)
2z
44(22 + 5)
9.13C) oot ST
°) (dz —1)3
2
9.148) . oo\ei e rexp(V1 - r?)
V1— 22
9.14b)....... 4(1 + 322 exp(a®)) (z + exp(e?))? |
9.158) o —2f +2f3
9.15b) ... ’—2+8f2—6f4‘
9.15 €)oo 16/ —40f% + 24f°|
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Corrigés
9.1a) Ona(2e+3)3z—7)=2zx3z+2xx (—7)+3x3z+3x(=7) = 62> — 14z + 9z — 21 = 62° — 5z — 21.

_ (2243)(x—7)+3(x—4) 22°—1lde+3r—21+3x—12 22° — 8z — 33
z—4 -7 (z—4)(xz—7) B (z—4)(z—7) (=T (z—4)
1 20 +3 -4+ (2r+3)2® 22°+32% +z -4
z3  x(r—4) 3 (z — 4) N z3(x — 4)

9.3 b) On utilise le fait que (7)/ f:j—;

9 3 C) ...... On utlh Se lefal t que ( \/ﬂ)l : 2?//6 .........................................................................................
9.3 d)  On utilise aussi le fait que (vu) = Q\U/lﬁ.

9 4 a ) ...... On utlh Se lefal t que ( u4) - _ 4u . X u 3 ......................................................................................
9 4 b ) ...... On utlh Se lefal t que ( u ) ./. : 2uu, ............................................................................................
9 4 C) ...... On umhse lefalt que (ua)/ : 3u . X u2 ......................................................................................
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322 +4x —4
AT . Ainsi, on a

9.6 a) Pour tout réel z € {73, 71}, ona f'(r) =

2 23 + 222 — 4z — 1
Fe1) = 3x (-1)2+4x (—-1)—4 _ 3—4—4 _ 5
2/(m1p +2x (1) —4x (—1)—1 2xv-1+2+4-1 4
2 —
9.6 b)  Pour tout réel z € [—3,—1}, ona f'(z) = o tdr 4 . Ainsi, on a
2 2vVa3 + 222 —4x — 1
3x (=22 +4x (—-2)—4 12-8—4
F(—2) = (=2 (=2) _ _

_2\/(—2)3+2><(—2)2—4><(—2)—1 2><\/78+8+871_0

L’équation de la tangente cherchée est donc y = 5(36 —1)+1et doncy = 57 + 5 sous forme réduite.

2x 1+2°+a(x—3) 202 —3z+1
9.9 b Ona f'(z) =1+ 22+ (z —3) x = = .
) 1 (@) ( ) 2v/1 + 22 V1422 V14 z2?

Par ailleurs, les racines de 2a° — 3z + 1 sont 1 et % Ainsi, on a 22> — 3z + 1 =2(z — 1) (x — 7) =(z—-1)(2z-1)
2z —1 -1
o ey~ 22 D=1,

2
9.11 Pour tout réel z, on a f'(z) = (2 — 5)e” 7 et

') =272 4 (20— 5)%" T = (40” — 202 + 27)e” P,

: T4 322(1+ 2% (323 + 3z + 1)6’63
9.12a) Ona f'(z :Lezs—i—iixzx/l—i—m?ez _ =
) He= = Vita® Vita?
9.12b) Ona
F@) = —32%e>™" x (22— 2)® — 7" x 6x(z? — 2)2 _ U 3((@® —2)a” + 200" 3u(a® — 204 2)
=2y @22y -2y
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by 2z(x—1)—(2®+1) 2 —-22-1
.Onau(z)= @12 = o1 . Donc,
u'(x) _(:c2—2x—1)\/x—1'

T oVu@w) | 2m- 1)+

2’ +2r+3  52°+6x+3
2/ N

241
r—1

9.13 a) Pour tout > 1, on pose u(z) =

w(a) (522 + 62 + 3) exp((gr:2 + 2z + 3)\/5)
N 2\/x '

oo 2@z —1)—4Q2e+5) 22
.Onau'(zx)= w1y = (4x71)2.Donc,

22 20 +5 744(21’—1—5)
)2

(4z — 1 dr —1 (4o —1)3"°
9.14 a) Pour tout = € |—1,1[, on pose u(z) = /1 —22. Onau'(z) = — L Donc,

9.16 b) Puisque f' = af — b\/f, alors 299’ = ag2 — bg. f étant strictement positive, g I’est également, et on

b
peut donc diviser cette égalité par g. On obtient alors g’ = %g ~ 5

' f(e*") — 3e' f'(e") + 4f(e") = 0.
Comme, pour tout t € R, on a g(t) = f(e"), on en déduit, pour tout t € R, ¢’ (t) = €' f'(e").
Soit t € R. On a donc f'(e') = e *g'(t). De méme, on a f”(t) = e *'¢g"(t) —e " f' (") = e (g’ (t) — ¢'(t)).
On a donc
e* x e7*(g"(t) — g'(t)) — 3¢’ x e™"g/(t) + 4g(t) = 0.
Autrement dit, on a g”(t) — ¢'(t) — 3¢’ (t) +4g(t) = 0, et donc on a g’ — 4g' + 4g = 0.
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Fidl 510 C d

Réponses
10.18) e (83— 22)(9 +20) |
10.1b). oo (22 +1)(42 - 6) |
10.1C) e (22— 1)(3 - 82) |
1001 d) e —2x(x + V/3)
10.28) . 0o [(z,9) = (2,-7)|
10.2b) . o [(z,9) = (-3,1)]
10.2¢) v (z,y) = (_37, ;)
10.2d). ..o (x,y) = (10, )
10.3 oo (©)
1044 oo M)

10.6C) oo {1, ;]
1006 d). ..o B 1]
10.7a). oo ’ Croissante sur R‘
107 D)ttt
10.7C) e ’ Croissante sur R‘
107 d) oo
10.8 1) Décroissante sur ]foo, %]
Ba)..o.oo croissante sur [Z, 00|

............................... .

Croissante sur |—oo, —3]

décroissante sur [—3, +o00|
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10.13b). .o [[-5,-2] et [2,5]] 1014 ¢)..oooiii ]—2,4]
1013 C) o 10.14°d) .o
1013 d) oot (D] 1014 €) e @
1018 €) ..o O 10146 ..o ®)
10.13 f) ................................. [—2, 2] 10.15 a) .......................... f/(x)ef(z)
r—1 " ’ f(z)
10.14 a) coveei i @12 10.15b) .o (f"(z) + f'(=)?)
Ry 1015 C) et (©
10.14b) oo )
Corrigés
10.1a) Ona
36 — (22 4+ 3)* = 6% — (2z + 3)*
=(6— (22 +3))(6 + (22 + 3))
=(6—2z—3)(6+2x+3)=(3—2z)(9+2z).
10.1b) Ona
(224 1)(2z — 5) +42° — 1 = 2z + 1)(2z — 5) + ((2z)> — 1)
=Q2zx+1)2z—-5)+ 2z —1)(2z + 1)
=Q2zx+1)2zx—-5+2x —1) = (2z + 1)(4x — 6).
10.1c¢) Ona
(4 —2)(2 — 3x) + 1 — 42 = 2(2z — 1)(2 — 3:c) +1—(22)°
=2(2z — 1)(2 — 3z) + (1 — 22)(1 + 2z)
=2z —-1)(4 -6z — (1 +212))
=2z—-1)4—-6x—1—2x) =2z —1)(3 — 8x).
10.1d) Ona

(3—x2)—x2—2\/§3&—3:(\/§—$)(\[+ x) —

(x4 V3)?
=(z+ \/?;)(\[—m—(x—k\[))
= (= + V3)(—2z) = —2z(z + V3).

10.5 c) On utilise les variations de f'. D’aprés la courbe de f’, on sait que f’ est décroissante sur {75, -

croissante sur [fg, 2} .

Réponses et corrigés
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10.7 a) On connait les variations des fonctions de référence {

. . ! .
croissantes sur R. La fonction f* est donc croissante sur R.

R——R ot R——R
T — 2z z
croissantes sur R. La fonction composée f’ est donc croissante sur R.

10.7 ¢) On connait les variations des fonctions de référence {

10.8 a) On factorise f'(z) = x(x — 7), sous la forme a(x — z1)(x — 22) avec a > 0. Alors, f’ est décroissante sur
x1 + T2

T1 + T2 7 . . 7
}—oo, 3 } = } —00, 5}7 puis croissante sur [ , oo [ = {5, +00 {

10.8 ¢) On a f'(z) = —42> — 242 — 36 : on reconnait une fonction polynomiale de degré 2, pour laquelle on a

b . . NS
« — = —3» et « a < 0» La fonction f' est donc croissante sur |—oo, —3] puis décroissante sur [—3, +00].
a

10.9 d) On a les équivalences suivantes :

T —x €

e —e " 20 = e"2e " —

10.10 b) On a les équivalences suivantes

/ 3z 1
Flx) 20 = 6(1—622)e ¥ 220 = 1-62°>0 < 2T = —6>|x|
-1 1
Donc f”(z) > 0 si, et seulement si, z € ,
T E
/ —2x .
10.10 c) Onaf(m):W—Z,puls
f,,(x)_—2(1‘2+1)2+2:r(x2+1)><2><2x70_—2(:02+1)+8x2_ 622 — 2 _2333271
- (22 4 1)* - (z2 +1)3 7(1’24—1)37 (m2+1)3'
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10.10 d) On a les équivalences suivantes

2
-1
3z >0 < 3272 —120 < 2°—

1
7" > 92T T 1
f(x) 20 < CEEmE 3

* 7 . 2 . 7’ 7 7. 7 *
10.11 d) Soit € R*, on a I’équivalence f’(z) > 0 +—= — 2 0. Cette inégalité est vérifiée pour tout z € R”,
T
donc pour z € |—00,0[ et x € ]0, +o0].

10.12 b) La courbe %} indique que f’ est décroissante uniquement sur [—6, —3] et sur [2, —4]. Donc f est concave
sur [—6, —3] et [2,4].

10.12 d) On a f convexe sur [—3,2] donc €y est au-dessus des tangentes pour les points d’abscisses appartenant
a [—3,2]. On a bien 0 € [—3,2], d’oti la conclusion.

10.12e) Ona —1 € [-3,2], 1 € [-3,2] et f convexe sur [—3,2]. Donc, la courbe %} est au-dessous des sécantes
pour les points d’abscisses appartenant a [—1,1].

10.13 a) D’aprés le tableau de variations de f’, la fonction f est croissante uniquement sur [—2,2], donc f est
convexe sur [—2,2].

10.13 b) D’aprés le tableau de variations de f', f' est décroissante uniquement sur [—5, —2] et sur [2,5], donc f
est concave sur [—5, —2] et [2, 5].

L 3 a42-3  a-1
10.14 a) Onaf(x)—$+2—(x+2)2— EFDIE EFIE

" (x4+2)°—(x-1)x2x+2) z+2-2x-1) =z+2-2x4+2 44—z
............................................... 4 7‘%

= m?(). On a z € ]—2,+oc[, donc z +2 > 0 et (z+2)* > 0.

4 —
Finalement, on a les équivalences ST >0 <= 4—-2>20 < x<4.
(z+2)°

La fonction f est donc convexe sur |—2,4].
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10.14.d) Onaf/(~1) = ooy = ~2et (=) = In(~142) + "

= 3. L’équation réduite de T" est donc

y=-2(x—-(-1)+3=-2x—-2+3=-2zx+1.

10.14 f) Soit x €]—2,2]. On a = € |—2,4] et €y est au-dessus de T sur |—2,4]. On a les équivalences suivantes :

(—2z+1)(x+2)—3
T +2 ’

flz) =2 22+1 < 1n(:c+2)+%272x+1 <~ In(z+2) >
x

On a z € ]-2,2] donc = + 2 > 0. On a donc les équivalences suivantes :

(=2z+ 1)(z+2)—3
x + 2

In(z +2) > — (z+2)In(z+2) > (-2z+1)(z+2) -3
2"t r—4r+2-3

—1— 3z — 222

<~ (z+2)In(z+2)

=
<~ (z+2)In(z+2) >

10.15 ¢) Soit z € I. On a f”(z) > 0 car f est convexe sur I.

Donc, on a f”(z) + f'(x)? > 0, et donc (f(z) + f'(2)*)e’™ > 0. Donc ¢’ (x) > 0 et g est convexe sur I.
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Ficl s 1T Prmih 1

Réponses
3 -2
11.1a) oo T 11.5a) ..o, —5+C 11.10 a) e 3Tt L4 O
25 -3 11.10 b) (e® +1)°+C
11.1b) ... -— 11.5b)...... |————+C| TP
) 42 ) 2(2z — 1)2 +c
—-1
111 g 7 3 11.10¢c) ......... er+5+c
A C) e - 11.5¢)........
9 °) sy ¢
1 11.10d)...... Ver +a224C
11.1d) -3 1.5 d) 1 ‘e
o (x—T7)° 11.10¢€) ...ooonnnn .
11.2a) oo :
3 11.6a)...... ——(z+3)5+C| 11.101) g(e21+e*z)3+0
11.2b) ... 5
11.6 b) 7(3$—1)4— +C 11.11 a) ...... —8\/CU+1+C
11.2¢)..... ]2—\/§et2+\/§\ 2
11.11b).......... 2f(2x + 1)
112 d 1 . 3 11.7a) oo f(z)
2 291 . 1111 ¢)..... |—4VZ +2+C|
- 11.7b)...... RCEE +C
11.3 a) ........... T — x4+ C 11.12 a) T é66x710 + C
1
11.3b)....... P42 tr0] 11.8a) . 5e-1“2+c —
1 ; ] 11.12b) me—kC
11.3¢). |ga® = ga"+20+C)  138b)......... V2r +1+C
11.12¢). |z — ;1(4:[; +5)°+C
7 J)2 IS 1 3 24
113d) Nz+r=—4+=)+cC 11.86) ........ g(ﬂ;—l) +C
3 2 3 1
11.12 d).. |z — +C
1 11.8 d) Lse—20 40 s
1lda) o 52 ¢ 18 1118 8) oo
;L'2+;c—3
11.4b)....... ]2\/5+ 22 + C‘ 11.9a)......... 11.13b) ..o fr1
3 5
5 11.9b)... |(z® - 22+ 1)° +C 11.13¢) ... fn
o o ! sy
X
11.9 ¢) \/m+ o 11.14a). ..ot Jn—1
11.4d)......... 5¢% — 6z + C 11.14b) ...
Corrigés
11 0 6 5 9 3
11.1&) Ona—*‘Fg—é % %—%7—%7—1*0
19 1_6 =5 _
11.1b) Ona ;_5 =43 2 :%x%:—%.
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11.1c) Ona — =% = = = X —— =~
V2tos  watnEs w299
1\2 1\2 1 1 1 1 2 4
111d) Ona(1-2) —(1+2) =(1-2-1-2)(1-2+1 7>:—7 2- -,
) na( 3) (+3> ( 3 3)( 3 H1t3 3" 3

11.2a) On calcule le discriminant de I'équation : il vaut 10> — 4 x 5 x (—15) = 400. Les deux solutions de

—10—+400 —-10—20 3t —10++/400 —10+20
2x5 10 2x5 10

I’équation sont donc 1.

11.2 b) Cette équation est équivalente a 42%—122+9 = 0. On reconnait une identité remarquable ; en factorisant,

on obtient (2 — 3)% = 0. On en déduit que 2z — 3 = 0 et enfin z = g

11.2¢) On ales équivalences (z —2)° =2 <= z-2=V2ouz—2=—V2 <= z=2—-V2ouz=2+2
11.2d) L’équation est équivalente a (3z — 2)*> — (1 — z)® = 0; en factorisant & Paide de la troisiéme identité

1 3
remarquable, on obtient 'équation équivalente (4x — 3)(2z — 1) = 0, dont les solutions sont = et —.

4

1 1 - )
11.3 a) L’expression d’une primitive de z" est ?xnﬂ. Donc, une primitive de 3z> est 3 x gx‘g = 7%
n
L’expression d’une primitive de 32% — 1 est donc #° —z + C ot C désigne une constante réelle.

- . o - -1 _. P s
11.3 b) Comme précédemment 1'expression d’une primitive de x * est — 2% et on en déduit qu’une primitive

_ -1 _ _ _ _ _ _
de =3z~ % est —3 x ?Jc 3 = 273, L’expression d’une primitive de —3z~* — 427" est donc z™° + z™* + C.

1
2v/z T

2
11.5 a) On reconnailt une expression de la forme 2u—2 ot u(z) = x —2. Par conséquent, les primitives de ( B
-2 -2
sont les expressions —— + C, c’est-a-dire + C.
u(z) x—2
........................................................................ s
11.5 b) On reconnait une expression de la forme — ol u(z) = 2z — 1

7 n N
[Er—— = 7(—z — 3)° et on reconnait une expression de la forme nu'u" o
—r—
7 7
u(z) = —x — 3 et n = 6. Ainsi, 'expression des primitives de Er—— est 76(:16 +3)° +C.
—z—
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11.7 a) Soit z € R\ {—1,1}. En mettant ces deux fractions au méme dénominateur, on obtient :

! — 1 _ =t 1)3 il Gl 1)3 = 62” + 2 en développant puis en réduisant au numérateur
20@—17° 2@+1°  o(@@+1)(x-1)° 2021
3% + 1

:W:f(x)-

1 -1 1 -1
11.7 b) Une primitive de z — m est x — m ; une primitive de x — m est ¢ — m
-1 -1
Donc, les expressions des primitives de f sur R\ {—1,1} sont w1y — TEEE +C = —ﬁ +C.

A \ N . ’ N 2 R
11.8 a) A un facteur preés, on reconnait une expression de la forme u e ou u(x) = z°, dont une primitive est e".

x2+:c—3

2 _ 2 - N .
A3 e = (22 4+ 1)e” 773, On reconnait des expressions de la

11.9 a) On factorise 'expression 2ze

x2+x—3 + ex2+ac—3

2 -
forme u'e" ot u(x) = z* + x — 3. Les primitives de = — 2ze sont donc les z +— e 773 4 C.

11.10 ¢) On reconnait une expression de la forme % ot u'(z) = e® + 5.
u
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11.11 b) L’expression de la fonction dérivée de x — F(2x + 1) est F'(2z+1) x 2 =2F'(2z +1). Or F' = f.

On a donc 2F'(2z + 1) = 2f(2z + 1).

11.11 ¢) D’aprés ce qui précéde, les primitives de x — f(2x + 1) sont donc les fonctions

%F(Zm—kl) - 42T 1140 = 4VZr 12+ C.

11.12 ¢) On reconnait une expression de la forme nu/u™"" ot u(zx) = 4z + 7 et n = 6.

208
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Fiche n°12. Primitives 11

Réponses
r 2
121 8) oo 007; 12,6 8) . 0cieiii x4+ —2
b 126 b) 2In(|z]) + 3
> -
12.1D) e 550 12.6C) o [3In(|2]) — 3In(2)
T 5 126 d) ..o 1gz:?’—e%r?,gc+§
12.1C) i —00, 54 3 2
- - 12.78) i exp(z) + C
12.1 d) } 21
............................ —00,
22 12.7D) i —exp(2e+3)+C
12.208) .0t { 127 ) o L exp(52+2) 4 C
12.2 D). (3} 1
12.7d) .o 2exp<2m + 3) +C
1-— 1
12.2¢)..o.nnee. }—oo, 5\/6[U} +5\/6,oo{
12.7€) i —3exp<_3a:+2) +C
12.2 d) 1-v29 1++/29
o 4 7 14 12,8 8) oo VI +C
12.3 a). oo 1 1
2) B@ O] a8y gV3r 540
123 D) In(—z)+C

12.42) oo, 4 2a3 — —g?
2) R L B DY SRS %\/ggg—:wc
1
124Db) oo -3¢ + -2 — 22+ C 5
3 12.8 €) v 3y/30+C
2 1
1244 C) i Zab—4e” -+ C
°) 57 T T 12.98) o eeeeee e In([z)) + C
12.58) 1o B I X n(|jz —3|) + C
X
1
12.5b) oo ’_x3+1n(|x‘)+2\/5+0‘ 129¢) i §1H(|2$+1|)+C
1
12.50).o 3In(jal) = 55 +6VE+C|  12.9d)...o (| o[} + ¢
12.5 d) L2 b e +c 3 /|2
DA) ... - — — - n
x2  3z3 224 ’ 129€) i, 21n<‘3z+5’) +C
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12.10a). ... exp(z?) + C 1212¢C) oo 2exp(vz) + C

1 1
12.10b) .o ?24+3z+1+C 12.13a)........on e —ﬁerC
X xr —

1211 8) eeeeeeneeenn | (42° — 20 - 3)° 4 C|
1213 b)) 2¢/In(z) +C
1
12.11b) e (=622 + x)2 +C 1213 ¢) i ‘ln(\ In(3x)|) + C‘
1211 c¢) ..o, In(|32® + 52 — 1) + C 1214 a) ..o exp(42?)
2
1212 8) oo %m(mz L)) 40 1214 Db) oo 2 exp(4z”)
12.14C) oovi xr— oz +1)
12.12b) oo 2(\/5)5 +C 1
2 12.14d) .o z— —p(3x+1)
Corrigés

12.2 a) L’expression 62° + 2 — 1, qui est du second degré, est de discriminant 12—4%6x (—=1) = 25; elle possede

—-1-5 1 —1+5 1
D) et 1;_ =3 Le coefficient devant « x> » est positif; ainsi, 6> + z — 1 est positif

11
en dehors des racines et négatif a l'intérieur. Ainsi, ’ensemble des solutions est [—5, g]

deux racines :

2

12.3 ¢) On utilise le fait que [z =z siz >0 et |z| = —z siz < 0.

1
12.4 a) Pour tout n € N, une primitive de z — z" est z — —— g™ On utilise également le fait qu’une

primitive d’une somme est la somme des primitives de chacun des termes de la somme.

(n—1)gn-1"

1

1
12.5 a) La dérivée de z+—— ~ est x — ——
z x

1
12.5b) Une primitive de z — NG est z — 2/
z

12.6 b) On applique la méme méthode que précédemment.
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1
12.7 b) La fonction fi est de la forme z — f(2z+3) donc ses primitives sont de la forme x — 5F(2x+3) +C,

ol F est une primitive de f. On utilise une des primitives trouvées précédemment, par exemple F(x) = exp(x).

12.8 ¢) La fonction f4 est de la forme z — 2f (%m) donc ses primitives sont de la forme z — 2x §F (%:r) +C,

2

ou F' est une primitive de f.

v
2y/u

!

1 - _s5
On procede comme dans I'exercice précédent. La fonction f est de la forme 3 X T X (—4)u'u”°.

1
2/u’

1
12.14 d) Pour tout € R, on a exp((3z+1)%) = f(3z+1) = 3 x3f(3z+1). Ainsi, une primitive de x — 3f(3z+1)
est la fonction x — @(3x + 1).
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Fiche n°13. Primitives 111

Réponses

13.18) o 3@ —2)(z - 1) 13.5 1) @+t
BDh) o —

13.1b) .o 2(z—2)(22-7)]
13.5 (23 + 3w + 4)?
13.1 C) ............. 5(.’1} _ \/g)($+ \/g)(lj + 1) . C) ................... Tr —— —6

13.1d) e (2@ - 1)@ +2)] 19.5 ) N —4/3

........................ T

13.28) i cos(z)

1
13.2D) — cos?(z) 13.62). ..o T T o1+ e7)2
13.2¢C) e ’ —cos?(z) + 2cos(x) + 1 ‘ 13.6 b) e (e% + )2

BDh) 53
13.2d)....... ’0084(1') — 3cos®(x) — 2cos(z) + 2 ‘
7 13.6C) .o, z— —=(1—22%)3/2
x
13.3a) i T + 22
2
136 d) .o 2 ()
13.3D) e x+— = In|z| 2
L2
13.3C) e v ayz| BT T =5 008’ (2)
1 1 .
13.3d) e T —— 13.7D) i x — —sin°(x)
4zt
1
13.3€) i x— 2?3 13.7¢) v T — E@ sin(z) + 2)°
e 2 13.7 d) T — !
133f) ........................... T +—r — o | T COS(IE)-l—?)
13.48) it T — ’r 13.82a) i x +— In /|22 — 3]
3
13.4b) oo [N 5e5’” _ % 13.8D) ivieiii T — ln’ac4 + x3|
2 1 13.8¢C)eviiiiiniinnn.. z — In|z® + 22% + 1|
13.4¢C) i T 5 +5r+ o
5. .3
134d) .o ’x»—>—cos(2x)‘ 18.8d). e z— Infe® + 2% 4 42|
134 €) i, ’x»—>sin(3x+5)‘ 18:8€) ’m»—>ln|e"+x|‘
1 13.8f) i z+— In(e” +e77)
13.4f) .o T cos(2 — 5x)
13.9a). ..o x> Infe® —e™"|
(22 + )"
183.5a) o T 6 13.9Db) . e ’x — In | sin(z)] ‘
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13.9C) oo @ — —In|cos()] . 3

13.16a)......coiiiiiiL, amr—
1 2) T T 002
13.9d) ... T3 In|sin®(z) + 5| 1
13.16b) ... —
_ ) T %2 6z +5
13.10a) o x —> xe” 5
3z
. 13.16¢C) v
13.10b)....ooiien..n. x — %em3+%r2+15z_12 ) ’ 1+a¢
2¢(x)
13.10C) e ’x s o~ cos(z)+3 ‘ 1316 d). ... T 422
13.10d) .o x — exp(e”) 1317 ) oo v — (v/32)
1311 a) .o t— In|1+¢ 1T D)oo o Lo (2)
t
13.11 b) ................................. m 13.18 a) .......................... ($+5)2 4 1
13.11¢) oo [t—t—In[l+¢| 13.18b)............ x s P(x + 5)
In(1+ 2?%) 2 =17
13.128) oo T 5 1319 a) o i 219
1312 D) oo 7
) 13.19b)..oovee. . s In(z? +9) — §¢(§>
13.12 c) ¥ (42
A ’ 2 18.208) . c0ooeei (o — v(3z —2)]
6 1 2
1813 8) oo gooa | 18:20D) .. v (%)
1 |, 3
13.13Db) e x — 5 In 3"% 1321 a).cocveiiiiiii T ﬁ
— JT
2a 1
13.13c¢) oo o 13.21b) ... x T
vz T —
1 a+tx 1
1313 d) . — —1
) > oo lnj—— 1351 1) xHMm
1 5+4 2, (73
13.13€) i xr— —1 i— x 13.21d) ..o x 627p(2°)
40 |5 — 4w V1— 26
13.14a). ..o I*>$+1n|x+1|\ 13.228) .00 z — o(5z)
1 x
1314 D). T at 13.22D) i z— 10(2)
T
1 13.22¢C) i x— p(z+4)
13,15 8) coneeoee e S —
4 — cos?(z) 13.22d) .o x— Tp(z?)
13.15 D)ot oy L 28T
4 2+cosz
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Corrigés

13.4 a) La fonction est constante!
13.5 a) On reconnait une forme z — u'(z)u(z)’, ot u : & — ° + z.
13.5 b) On reconnait une forme z —s u’(z)u(z)'’, ot u : & — x° + 3z + 12.
13.5¢) On reconnait une forme z — ~u'(z)u(z), ot u : x — x° + 3z + 4.
13.5d) On reconnait une forme z —s —u’(z)u(z) >, ot u : z — ° + 2.
13.6 a) On reconnait une forme x — u/(z)u(z) ™2, ot u : x — e” + 1.
o n reconnait une forme z — u'(z)u(x)™, ot u: x — e* + .
13.6 b) O i f ! 2, ot e
-1
13.6 ¢) On reconnait une forme z — Tu'(x)u(:r)lm, ot u:x— 1 — 227
a n reconnait une forme z — u'(z)u(x), ot u :  — In(z
13.6d) O i f ! 1
13.7 a) On reconnait une forme = — u'(z)u(z), olt u : x — cos(x).
13.7 b)  On reconnait une forme z — u'(z)u(z)’, ot u : z — sin(x).
13.7 ¢) On reconnait une forme = — =o' (z)u(z)®, ott u : x — 3sin(x) + 2
. n reconnait une forme z — u'(z)u(xz)” °, ot u : x — cos(x) + 3.
13.7d) O i f ' 2, ot 3
u'(2) 4 3
13.8 b) On reconnait une forme x — @) olu:z+—2a +wx
u(z
w'(x) 3 2
13.8 ¢) On reconnait une forme x — @)’ outu:z+—z +2x° + 1.
u(x
u'(2) 5 3
13.8 d) On reconnait une forme z — @) otu:z+—a’ +z° +a+12.
u(x
' (x)
13.8 ¢) On reconnait une forme x — w(z)’ ontu:zr— e+
u(x
/
13.8 f)  On reconnait une forme z — ((m))» ouu:xr e” +e ”. Les valeurs absolues n’ont pas été utilisées
x

ici car la somme de deux exponentielles est une quantité toujours positive.
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/
13.9 a) On reconnait une forme z — %, otu:zr—e’ —e "
u(z
X u'(z) .
13.9b) On reconnait une forme z — @) ol u : & — sin(x).
u(z

z3+1In(z) _ z3

to_ 1
1+1¢ 1+1
1 ’
13.12 a) On reconnait une forme x — = w(@)

2 u(z)

car 1 + z° est une quantité toujours positive.

N 2 PR
,ouu:x+— 14 x°. Les valeurs absolues n’ont pas été utilisées

1+ 22 _I_ler

1
9— 22

1
13.13 ¢) On écrit —————— = — X ———— puis on utilise la question précédente pour calculer une primitive

) 2% 1622 16 (5/4)2 — 22’ P d P P PHIHITY
de la fonction.

2 141 1
13.14 a) On décompose ii 1= z :-i-_:'l— =1+ oo puis on primitive chacun des termes.
13.14 b) On décompose 2’ 20 _ (z+1)—1 1 L is on primitive chacun des termes
0 = =1- ui rimitiv .
R TR E (@2 PP
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13.15 b) On décompose

sin(x) _ sin(z) _1 sin(z) sin(x)
3+sin?(z) 4—cos?(z) 4|2+cos(z) 2—cos(z)|’

puis on additionne des primitives de chacun des termes.

Comme cos(z) € [—1,1], les quantités 2 4 cos(z) et 2 — cos(x) sont positives donc on n’a pas utilisé les valeurs
absolues.

13.16 b) On utilise la dérivée d’une fonction composée pour obtenir

(20 —3) = 2— — 2 L

13.16 d) On utilise la dérivée d’une puissance :

20 (@)(a) = 2

13.17 b) On transforme I’expression pour reconnaitre une fonction de la forme x — ()9’ (u(z)) :

119 113
9+ x2 1+% 31+(§)2'

13.18 b) On reconnait une fonction de la forme @ — u’ ()’ (u(x)) :

1 1
22+ 10z +26 1+ (z+5)2

2
13.19 b) Comme la dérivée de = — 2° +9 est 2 — 2z, alors une primitive de z — 271, est © — In(z” +9).
x

+9
7 : 7 3
Comme — = 9 5 =5 X %, une primitive de x —
T R

On conclut en remarquant que la primitive d’une somme est égale a la somme des primitives et en remarquant que

7 1 T
259 est r —> §¢<§)-

20 =7 2w _ 7
2249 2249 2249’
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13.20 a) On commence par utiliser la technique de mise sous forme canonique des trinémes :
9z° — 120+ 5= 3z —2)° —4+5=1+ (32— 2)°.

On reconnait alors une fonction de la forme x — u'(z)’ (u(a:)) :

3 3

z _ z/3  _  xz/3 1 %
34t ()2 ™ 22\2 222"
tat g 1+ () 2\/?71+(¢§)

13.21 b) On utilise la dérivée d’une fonction composée pour obtenir
1 2 1
2 = = )
V1-(@2z-3)2 V42?2 +122-8 -a?+3z-2

20’ (22 — 3) =

13.21 d) On utilise la dérivée d’une fonction composée :

2(3x2)¢'(x3)<p(x3) = 62" X —————0 ().

1 15 1
V251622 (/1- 1852 4 L (éx)z'
5

13.22 ¢) On utilise la méthode de mise sous forme canonique des trinémes et on écrit

—2? =8z —15=—(z" + 8z +15) = —[(x +4)* =16 + 15| =1 — (z +4)*.

A . . . ! / S .
On reconnait ainsi une expression de la forme z — u'(z)¢ (u(x)), & savoir :

13.22 d) On transforme 'expression pour reconnaitre une fonction de la forme z — ' ()¢’ (u(z)). Dans ce cas,

. 3 . O
la fonction u : x — x” convient et on peut écrire :
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[Fiche n° 14. Equations différentielles I

Réponses
1 7
14.1a) . ... 14.3Db)......... zr— Ce”™ 14.7a) . ........... m'—>%
14.1b) . e 3| 143¢)......... x— Ce?*/?
V3z
14.0¢) o 14.3d)....... 2 Ceo/T] AT 22 Ce
1
11z 14.7 — CeV3® 4 —
141 d)e o, 14.4a)......... z— 5e R R
2 14.4b).......... T me "
= 5 7
14.22) oo E — a8 v ket
14.5a)......... x+—>e3 o7
14.2b) ..
"o 122 o1 3
18 14.5b)......... T—>e 14.9 r—>—2—5e ~ 5
14.20) e 13| 14.6a).............. pp— n
14.10 |z 7 e™/?
14.2 ) 25 14.6b) ........... z+— Ce” 3(et/3 —e=4/3)
23 14.6¢)........ x—> ke +3 14.11 ............ T 2"
14.3a)........... x — Ce®®
Corrigés
14.1a) Onae? Xe 6 =ei 6 =eT0 =ef —eb

% eQz+1 651+8

_ _ 5z4+8-5x—2 __ 6
14.1d) Ona (crr2/5)7 =gz © =e.

12

14.3 a) D’aprés le cours, les solutions de I’équation différentielle ¢’ = ay sont les fonctions du type z — Ce®®,

N . . . 2
ot C parcourt R. Ici, comme a vaut 2, on trouve que les solutions sont les fonctions x — Ce™".

14.4 a) D’aprés le cours, les solutions de I’équation y' = —11y sont les fonctions du type z — Ce ' ot C

—11x0

parcourt R. La condition f(0) = 5 impose que Ce =5 et donc que C = 5.

14.4 b) L’équation différentielle donnée est équivalente & 1’équation ' = —5y dont les solutions sont les fonctions

5x0

x — Ce™, olt C € R. La condition f(0) =« impose que Ce~ = m et donc que C' = .
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4
14.5 a) L’équation différentielle donnée est équivalente & I’équation y' = — gy dont les solutions sont les fonctions

x3 -1 1 4 1

4 4
x — Ce™ 3%, olt C parcourt R. Comme f(3) =e¢ ', ona Ce 5** =¢"' et donc C =e ' x e3 =e53.

14.5b) L’équation différentielle donnée est équivalente & 1’équation y' = f\/iy dont les solutions sont les

fonctions x — Cef‘/iz, ou C parcourt R. Comme f(\/i) =1,0na Ce VY2 — 1 et donc C = ¢”.

14.6 a) Si f est une solution constante de 1’équation différentielle (E), alors f’ est nulle. La fonction f vérifie
donc, pour tout z € R, 0 = f(z) — 3 et donc f(z) = 3.

14.6 ¢) D’apres le cours, les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant la solution constante avec la solution

générale de I’équation homogene associée a (E).

Premiére solution.
Si f est une solution constante de I’équation différentielle (F), alors f’ est nulle.

La fonction f vérifie donc, pour tout = € R, 0 = v/6f(x) — 1 et donc f(z) = 7

Deuxiéme solution.

En général, on peut remarquer qu’une solution constante de équation différentielle ay’ = by + ¢ est la fonction
c . . 1

x —> —=. Ici, comme a = V2, b = V6 et ¢ = —1, on trouve qu’une solution constante de ’équation est z —» —.

b NG

. . . P N 35 . .
14.8 L’équation donnée est équivalente & y' = 5y + 9 L’équation sans terme constant associée est 3y’ = 5y

5

dont les solutions sont les fonctions x — Ce”*, ou C parcourt R.

On leur ajoute la solution particuliére constante x — -3

7 3
14.9 Pour commencer, on trouve que les solutions de cette équation sont les fonctions z — Cegz ~ 25 ou
14 122 122 14
C parcourt R. Comme f(2) = —5, on a Ce = % —-5= 25 donc C' = T e

14.10 Soit f une solution du probléme posé. Fixons C' € R tel que f(z) = Ce%z pour tout x € R.

! 3 a0t 3 4 _4 ! 4 _a 4
Onaalors/ f(t)dt:C’[Zef5 } ZZC(e-3 —e 3).Comme / f(t)dtzl,onaC’(e3 —e 3) =§et donc
-1 -1 J—1

4
- 3(64/3 _ e*4/3)'

14.11 On pose g(z) = / f(t) dt. La fonction g est la primitive de f qui s’annule en 0 et 'on a : g’ = f.
0

Ainsi, g est solution de I'équation différentielle y' 4y = 2. Fixons donc C' € R tel que g(x) = Ce™® + 2 pour tout
x € R. Comme ¢(0) = 0, on a C = —2. Donc, pour tout x € R, on a g(z) = —2¢~" + 2 et f(z) = ¢'(z) =27 ".
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[Fiche n° 15. Equations différentielles II

Réponses
_ 7
15.1 a) ...................... ’2+3I 61’ +I 15-8&) ............. J}’—>C€%T—§,OﬁC€R
151 D) oo 6 — 52 — 207 4 2° -
15.8b)...ooinnn.. ; 34— o R
15.1¢) cevinniii ’3—x—8x — 423 5-8) v Ce _'—3’01106
4
15.1 d) ................................ 15.8 C) ........... I'—>C€%17*,OUO€R
15.28) 0 45— 9 -
15.8d)........... rr— Ce =" —— ouCeR
15.2b) o 14 —-5V3
1 9
2 15.9a). ... T = — =%
15.2C) et 2 VT V3 ) 2 2
22 2 11
15.9b) oot x— —7+4 Te %
7 )
15.2d). 0o _ve -
3 15.108) oo T 2 el
15.3 oo @ —
15.10b) ..o T~ e
15.4 oot ()
b
15.58) oove. v Ce 3 onCeRr| 15A1a) T g tOet o CeR
15 b 2b _s
15.5 D) o A1 Db) o -+ —e 2%
) 5 15.11 b) — gt e
_2, 15 | b b
15.5¢).veinn.n. z— Ce™5 + 5,0t CER 15.11¢) ... x»—>§+(c—§)e_%’r
B0a) b
15.6 ) ©] 1511 A) e T 5t g cicemi®
15.6 D). — Ce?® o C € R
) ’ . 15,12 .ot (©
156 C) v, z+— Ce™ o C €R s
15.13a)...cieiiiien. ’z»—>Ce‘”,oﬁC’€R‘
15.6 ). ..o z— —14 SRE
1508 D). oo (_——)
15.6¢€)............. x+— Ce2® =14, 0u C € R 525
13
15.7°8) oo @ 15.13 ¢) T~ + % +Ce’ ,ou C €R
157 D) oo N g 1514 8) e
15.14b)......... ’x»—>(2x+C’)e“",ouC’eR‘
15.7¢) v, z+— Ce 107+ — ou C eR
15,15 8) ..ot @
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_Z _ 9 1518 a) coeoiiiiii —a(z)e 4@
15.15b) ... ..... T 5 cos(w) — psin(x)
+Ce®, on C € R 15,08 b) .o @
T — —— COS(iC) . Sil’l(l’) 15.18 C) .............. (kl(l') — k(x)a(x))efA(m)
15.15¢) ......... 5
+(V2+ )™ 1518 d) et ©

1516 b) ... |2+ (sin(x) + C)e >, od C € R|  15.192)..0ooiiiiiii, z— 26~
15.19b) oo —
1516 C) ... ‘9: — (sin(z) + 1)e™2* ) =7
— 15.19¢) ...t rr—x+ Cae™™ oﬁCER‘
1517 oo, |2 — 200" — 12¢7
Corrigés
15.3 On a f'(z) = 4. Donc if’(x) = ¢ = f(z) + =. Finalement, on a f'(z) = 4f(z) + 1

2
15.5a) On a une équation différentielle du type y' = ay, avec a = —3 D’apres le cours, les solutions sur R

R——R

sont les fonctions
x> Ce%*

N . . 2 . . .
, ou C est une constante réelle. Ici, on a a = ~3 ; les solutions de I’équation

R
différentielle sont donc les fonctions { 5., quand C parcourt R.
3(17

15.5 b) Soit K € R. Notons ¢ : { . On a, pour tout = € R, ¢’'(z) = 0; donc, on a les équivalences

rH——K
suivantes :
. 2 -3 15
¢ solution de (E) <= 0:f§K+5 — K=-5x - =5
P ' ;2 7
15.8 a) Pour commencer, remarquons qu’on a I’équivalence 3y’ —2y =7 < y = gy + 3

R——R . . R
,ou C € R. Une solution particuliere

2
D’aprés le cours, les solutions de 3y’ = =y sont les fonctions N
ST
3 x+—> Ce3

T -

b2 T R——R 2, 7
constante de y' = gy + 3 est ; - Donc, les solutions sont les  +—— Ce3” — > quand C' parcourt R.
2

R———R

1 k)

15.9 a Les solutions de I'équation différentielle y' = 2y — 1 sont les fonctions
) q y =2y { . ot 4 1

De plus, on a les équivalences suivantes :
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1
15.9 b) Pour commencer, remarquons qu’on a ’équivalence iy' —y =17 <= y = 2y+ 14. Les solutions de
R———=R

Co® 7,oﬁC€R.Deplus,onales
T ——> Ce™ —

Iéquation différentielle 3y’ = 2y + 14 sont donc les fonctions {

équivalences suivantes :
Y1) =0 <= C® —T=0 < C=Te >

3 b
Les solutions de 3’ = —=y + = sont donc les fonctions , quand C parcourt R.

R—— 1R
2 2

3
T g + Ce™ 27"

15.11 b) Gréace a question a), écrivons y : { , avec C' € R. On a alors ’équivalence

3
xl—>§—|—Ce_§‘”

0 b 2b
e =b =b— - =—.
3+Ce — C 3 3

15.13 b) On a ¢'(x) = a, et ¢ est solution de (E). Donc, on a les équivalences suivantes :

@' (x) =5p(z) + 22 -3 <= a=>5(ax+b)+2x -3 <= (5a+2)xz+5b—a—3=0.
L e . . . . 5a +2=0
Pour que I’équation soit vérifiée, il faut et il suffit que (a,b) soit solution du systéme Bb—3—0 Or, on a
—a _ 3=

les équivalences suivantes :

—2

2 a —

5a +2=0 a =75 5
—a+5b—-3=0 2_13

a—+ = 5b=34a=3—==" 13

5 5 b—%-
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x

15.14 b) Pour commencer, remarquons qu’on a l’équivalence y' +y = 27" <= ¢’ = —y + 27",

R——R
Les solutions de ¢y’ = —y sont les fonctions ,ou C € R. De plus, une solution particuliére de (E)
r——Ce™"
R——>R -
est @ . Dong, les solutions de (E) sont les fonctions x — (22 + C)e™ *, quand C parcourt R.
T b——>2ze™ "

15.15 b) Pour commencer, remarquons qu’on a ’équivalence y' — 3y = 4sin(z) < 3y = 3y + 4sin(z).

R——=R

Cee quand C' parcourt R. De plus, une solution
z—— Ce

Les solutions de y' = 3y sont donc les fonctions {

R— R

6

ticuliere de (E) est f :
particuliere de (E) est f {x =2 cos(x) — & sin(x).

2 6
Donc, les solutions de (F) sont les fonctions x — —x cos(zx) — E sin(z) + Ce*”, quand C parcourt R.

2 6
15.15 ¢) Fixons C tel que la solution cherchée s’écrive y(z) = —= cos(zx) — € sin(z) + Ce®. On a les équivalences

suivantes :

y(0) = V2 <= —§x1—§x0+0x1:\@<:> —%+C:\/§<:> C:\@Jr%.

15.16 b) Pour commencer, remarquons qu’on a I’équivalence y' + 2y = e cos(z) <= ¢y = —2y+ e " cos(x).
. / . R———R .
Les solutions de y° = —2y sont donc les fonctions 9, » quand C parcourt R. Comme une solution
x> Ce ™"

R———R
) , les solutions de (E) sont donc les fonctions

¥ sin(z)

particuliere de (E) est { _
TH—>e

_9e » quand C parcourt R.

R—— R
x — (sin(z) + C)e

15.16 ¢) Fixons C € R tel que la solution cherchée s’écrive y(x) = (sin(z) + C)e **. On a alors les équivalences

suivantes y0)=1 <= (0+C)x1=1 < C=1
R— =R
La solution cherchée est la fonction . —oa
x — (sin(z) + 1)e™**.
15.17 On a ¢'(x) = 2e” — 3e™". Ainsi, on a les équivalences suivantes :

¢ solution de (E) <= pour tout = € R, 7¢’(x) + 3p(x) = f(x)
<= pour tout z € R, 7(2” —3e™") + 3(2" + 3e™ ") = f(x)
<= pour tout z € R, f(x) =20e” —12e™“.
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15.18 d) Soit z € I. On a les équivalence suivantes :

' (%) + a(x)p(x) = b(x) <= (k'(a:) - k(:v)a(:c))e_A(x) + k(z)a(z)e ™ = b(z) <= K (z)e ™ =b(z).

15.18 ¢) On applique les différentes étapes des questions précédentes.

R——R
rTH——>=x

R——R

. Une primitive simple de a est A :
1

Pour commencer, on identifie a : {

R—=R .

On pose ensuite, d’aprés la question a), la fonction f : { .Onadonc f:xr+——e .

T —— exp ( - A(x))
On pose ¢ = kf. On a alors I’équivalence

pour tout € R, k'(z)e™™ = b(x) = e " cos(z) <= pour tout z € R, k'(z) = cos(z).
Donc k = sin+ D, ou D est une constante réelle. Donc, on a, pour tout x € R, p(z) = k(z) f(x) = (sin(z) + D)e™*.

La solution @ correspond au choix de la constante D = 0.

R, — >R I -
On note a : N . Une primitive de a sur R’} est A : )
Th—— — +22 zh—> —In(z) + z
2 2
Une solution de (H) est donc f définie par f(z) = e ™) = ™™~ — 2™ pour z > 0.

15.19 b) Pour commencer, on écrit (E) sous la forme y'(z) + a(x)y = b(z) : on a I’équivalence
xy — (1 — 2x2)y =2 —= ¢ + (_?1 + Zx)y =22°.
On considére donc b : z — 2z° et la fonction ¢ définie par ¢(z) = k(x)f(z), pour > 0, ot k est une fonction
dérivable sur RY.

D’aprés Pexercice précédent, ¢ est solution de (E) si, et seulement si, pour tout z > 0, k'(z)e” ™) = b(z).

2 2
Or, on a les équivalences suivantes : k' (z)e™ ") = b(z) < Kk (z)ze ™ =2z> <= k'(z) = 2z¢” . On reconnait

2
une expression de la forme u'(z)e"™ ; on en déduit quil existe D € R tel que pour tout z > 0, k(z) = * + D.

Une solution particuliére ¢ de (E) est donc définie (pour D = 0) par p(z) = k(z)f(z) = e xze ™ =ua.

15.19 c) On sait que ¢ est une solution particuliere de (E). On a donc, pour tout z > 0,

xo' (z) — (1 — 22°)p(x) = 22°.
Soit maintenant g une solution de (E) sur R’} et soit # > 0. On a les équivalences suivantes :
29/ (2) = (1 22%)g(z) = 2° <= 2¢'(z) — (1 - 22%)g(x) = o' (x) — (1 — 227)p()
= a(g'(2) — ¢'(2)) = (1 - 22%)(g(x) — () =0
= 2(g—¢)(2) — (1-22°)(g — ¢)(2) = 0.

Donc, g — ¢ est solution de (H) : elle est de la forme g — ¢ = C'f avec C € R. Les solutions de (E) sont donc les
2
fonctions z — ¢(z) + Cf(z) = x + Cxe™ * , quand C parcourt R.
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IF'iche n° 16. Intégration I

Réponses
5 —1)"
16.1 a) .................... e 164 ...t @ 16.7 b) ..... ( ) (Qn—l _1)
6 n—1
1—(=1)n+t
1 16.5a)......... _ 1 a2n2_1
16.1b).................... - a
6 b) E n+1 16.70) ...... n—l?
1
5 - -
16.1c¢) ...t - 16.5D)......... (n+ 1)2n+1 1 2"—/2
6 16.7d)...... e
n—1 /2
16.22) oot 16.5C) . vninininnnnnn. ! o
n+1 24n
16.2 b) ................ 2—252 — 16.8 a) ............... 7371 n 1
2nTs —1
—1g—1 16.5d)......... PRI T a——
16.2C) e 2-15 ) P | 168D) .
1
16.3a) ... = 16.9 ............... 42" -1
) 2 16.6 ................. ﬁ ( )
— 2n +1
OD) = 1 TR o n—2(9n—1 _
3] 16.7a)...... — (2~ 1) (2 b
— n—1
16.3 ¢) !
C) et =
[2]
Corrigés
1 1111y
.......................... : 111
16.3 c) Ona/(ftJrl)dt:lf/tdtzlff:f
o 0 2 2
1 g+t 1 0 1
16.4 Ona/otdt—[n+1] :n+1_n+1:n+1
............................... 11n1
16.5 c) Onal—/ nt"dtzl—n/ t"dt=1-—nx =1-—= .
0 0 n+1 n-+1 n+1
11 .............................................. S
P R 1 1y 2rtt—1
16.5 d) Ona/}l t'dt = |:n+1:|1 = n+1(2n+1 - 4n+1) T (n4 1)4n+t
4

16.6 Ona/ﬁtQHdt—i e vEtt 1 vatve 1 e | Ve
" o 20 2v[2n41| 20241 2" 2n4+1  2"2n+1 241

1 1 —n41 1
16.7a) Ona idt:/ = |2 N [ 1 }2: L o1 1),
3 3 —ntlj1
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16.7b) Ona

-1
(_1)n71 n—1 (_1)n n—1
= 1-2 2 1
— ( )= ( )
“ 1 1 1 Ja 1 _ 1 1 o 21
16.7 o) d { } = ( ml o ) =
°) na/l tn n—1Ltn1 n—1 an—1 n—1 a1
a
1 1
1 1 1 3 1 2n—1 1 2" 1 2" -2
1 = = 2 —1) = _ —
6.7.d) Ona/}t% 2n—1[t2"*1}1 2n—1<\[ ) Qn—l(\/i ) 2m—1 2
2
16.9 Pour commencer, on peut écrire

2 2 2 2 " 2
/2tdt+/ 3t2dt+/ 4t3dt+---+/(n+1)tndt22/ (k+ 1)t* at
0 0 0 0 1 0
n 2
S
0

k=1
e SELLEE) 9P
k=1 k=1
- 2" —1
Or, on a Z 2F =2 x 5T = 2" _ 2. Donc, la somme cherchée vaut 2(2" — 2) = 4(2" — 1).
k=1
16.10 Pour commencer, remarquons que
1 1 1
n o1 [ 1 1 12n 1 nel ne1 nt
/21tndt_|:_n+1:|1_n_1|:t7l—1:|1 :n_l((2n) —-n ):n_1(2 71)
n 2n n
Ainsi, on trouve
n _ n(n —1) _ (n—1)
% 1 - nn71(2n71 1) nn72(2n71 _ 1)
o t
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IF'iche n° 17. Intégration 1]

Réponses
2 1 1
17.0a) oo - 17.5d) ... 1——| 17.9a).................. —=
a) E ) o a) 2
14 4
17.0b) . o 17.6a) . oo, Z5 17.9b) ... “(e—1)
1 _
17.16) e, % 176 D) oo, %0 17.9¢) . coennnnn e—ve
17.9d)............... —3 570
17.28) 0 ciiiiaianenn . 17.6C) v,
17.10a).............. V2 -1
17.2b) oo 2 1
) 17,6 ). 1 :
173 8) oo 2] 1720D) ¢ — et
39
17.3b) e 317 17.7a). oo o 17.10¢) oo %
17.3C) oo 17
17.7bD) e — 17.10 d 4
17.3d)ee e 512 30 Jorr 27
53
17.4a) i, 17.7C) o T 1mlla) (e* + 1)2
17.4Db) .o " Lt 31
17 17.8a)............ 1(6 71) """"" 2 e+1
174¢) i, —_—
5 I I 17.12 a)... [ (a,b,0) = (2,-1,4)]
17.5 ) 178b) .......... <83—)
W s 4 e 17.12b) .
17.5 D) I 1
1 17.8 C) ................... ? 1713 ... T
17.5¢C) i,
17.8d) .o, 9-3v3| 17.14 ... |62 + 822 + 3z — 86
Corrigés
17.5b) O /3 N ) R S G VL B S
' R R I B 2 2 2 *©
e S s
17.5 d) Ona/ e’ dx = [ez} = —el=1-2-,
—1 —1 e

2 #4]° 2t (=1)? 45
3 s — — —
17.6 a) Ona/_13t dt3[4 B 3 X 7 1 T
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4 4
17.6 ¢) Ona/ idx:[z\/ﬂ =2V/4-2/1=4-2=2.
1 x 1

\/>
3 3 3
3 1 1 1 1 -1 1
1 = —dt=3|= T-s)=3x—=-2
7.6 d) Ona/z 2 gt 3/2 -t 3u2 3(3 2) Bx — =3
17.7a) Ona
1 2 1 _9\2 o
(32> =5z +1)dz = -2 4, :(13—§+1)— (—2)3—5><( 2) +(=2) _ -3
L 2 B 2 2 2 2
1/.4 5 1
T 1 T T 1 1 17
1 o4z N e — 4 - ==L
7.7 b) Ona/0<3+2>da: |:15+2:|0 15+2 30
......................... 42144153
-2 -2
17.7 c) Ona/1 <ﬁ+x2+ 3>d _|:4\/>__2 ]1—<4\/41——2><4 )—(4><1—1—2):7

1 1 1
ot ¢ t t 1 -1 1
et dt:/ e xe dt:{eC =e° —e° =¢e°—e".

z2(z — 2)? T 3 (22 —2x)? r=
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0

1—2° 1 [° 2 3 -3 1 —270
17.1 1T qe=2 | (=2 - 341 B -4
7.10 d) Ona/ﬁ1 @ 311 dz 6/,1( )% (32" =3)(z° =3z +1) " dz 6[(1’ 3z +1) ]71 57

17.11b) On a

/lf(x)dxi/l e2z+36z+ldm7/1 e2z+261+1+em dxi/l (ex+1)2+ex de
0 o (em+1)? 0 (e” +1)? o (em+1)2

1 €T 12 1 T 1 1 _ AT 1 1
:/ wdw+/ _° = dm—/ 76(1%:[4 _[ 1 }
o (e®+1)2 o (e +1)2 0 o (e +1)2 0 e’ +11lg

(
. 1 13 1
el+1 eO+1 2 e+1
c (ax+b)(z+1)2+c  ax®*+ (2a+b)z* + (a+2b)x +b+c
17.12a) O = b = - .
a) Ona f(r)=azx+b+ EFEE @+ 1) EFEE
a =2
. 3 2a+ b =3
Par identification avec I'expression de f(x), on obtient le systéme d’équations Lo 0
a =
b+c=3

On résout alors ce systéme et on obtient : a =2, b= —1 et ¢ = 4.

17.13 A Tlaide d’un tableau, on détermine Pexpression de (|z —1| — |4m+2|) sur chacun des intervalles

[—1,%}, [%1] ot [1,2] -

x -1 -1/2 1 2
|z —1] 1-z 1—=x z—1
|4z + 2| —4x —2 dx 42 4o + 2
|z — 1| — |4z + 2| 3x+3 —5r—1 —3z—3

On décompose alors 'intégrale demandée en utilisant la relation de Chasles :

2 =L 1 2
/71(\a:—1|—|4x+2\)dx:/712 (|x—1|—|4x+2|)dw—|—/1(|$—1|—\4x+2|)dx+/1 (Jz — 1| - 42 +2|) da

vz

=1 -1 )
:/2(3m+3)dx+/1(—5x—1)dm+/ (=3z—3)dzx
-1 = 1
2 2 522 2 2 _91
oz el e -

17.14 Soit G une primitive de f sur [-1,z]. On a / f(t)dt = G(z) — G(=1) = —62® — 82° — 3z — 1. Donc,
—1

on a G(z) — G(—1) = —62° — 82> — 3z — 1.
En dérivant par rapport & x, on obtient G’ (x) = —182% — 16z — 3, c’est-a-dire flz) = —182% — 16z — 3.
2

2
Donc, F(z) = [ f(t)dt = / (—18t* — 16t — 3) dt = — [6t” + 8t + 3t]i = 62° + 82% + 3z — 86.
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IF'iche n° 18. Intégration 111

Réponses
18.18) . oo, 13
8
18.1b)....oi
18.1 ¢) =
A C) B
18.1d)....oo
1—-5m
18.2a)..............
2) 4m
18.2D) i mt2
m—1
18.2C)uurnninn., 1= 6m
2(m —2)
1—-3m
18.2d)..............

) 1+3m
1888
18.3b) ..ol 3In(5)

3
183c) ..o —
18.3 d) 3 4

.......... =
184a)............ 2(e’® — 1)
18.4Db). ..o Z In(6)

Corrigés

18.4¢C) .o, 3
5
In(7)
18.4d)............... -
1854a).ccciiiiinin.... In(7)
1
18.5b) . ..u.n.... . (e% - 1)
18.5¢)........ l(\/zﬁ - \/5)
13
185 d) ..., —
) 486
9
186a)....ccovviniinin... 20
1. /2
186 Db)............ - ln(3>
3
18.6C) vt [0]
18.7 oot éln(22)4
18.84a)............. 1 ln(3>
n 2
1
18.8b) .. ...... ——(e—1)
2 5
= (3" +3)2
18.8¢).. | 3 (( ) .
—(2" + 3)5)

18.9a)...... la=1letb=—1]
1

18.9b)..... azfetb:—i
4

18.9¢C) . i In{ -
c) n<3>
18.9d)............. 1ln<6>
2 \5
18.10a)..... [a=2et b= —1|
18.10b)..... [a= —2et b=3|
8

18.10 ¢)..vvvnnnn In{ -
c) n(g)
18.10d) ............ ln<32>
9

2

18.11a).......... 1 +ln<3>
6

18.11b)........ 1+51n<7>
1.1 (3
18.11¢)....... e
8.11 ¢) 2—|—4n<5)
3

18.11d) ......... 1+ ln<7>
2

18.11¢).......... 1 +ln<5>

2z — 3
S . 2z +3
18.1 b) Pour z # —1, on a I’équivalence suivante : T = l <<= 22+3=x+1.
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5
18.2a) Siz# — comme m # 0, on a les équivalences suivantes :

1 1-—
4m+5:m < 1l=4dmz+5m <= 1—-bm=4mx < = = 4nim'

18.2b) Sixz # 1, comme m # 1 et donc m — 1 # 0, on a les équivalences suivantes :

T+ 2 24+m

r—1

1
18.3 a) Une primitive de ¢ — t° + exp(t) est t — Zt4 + exp(t) donc

1 !/
18.5 ¢) L’intégrande est de la forme ﬁ’ c’est-a-dire 5;%,

=m <<= z+2=mzx—m <= 2+m=mr—z < 24+m=z(m—-1) &< z=——.

1
avec u(t) = 2t> + 2t + 1. Une primitive est 5\/5
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18.7 On pose u(t) = In(t*> + 2t — 2) pour tout ¢ € [1,4] (on peut vérifier que sur cet intervalle t* + 2t —2 > 0).

’

2t 42
La fonction u est de la forme In(v) donc v’ = 2 Ainsi u'(t) = =tz
v 2+ 2t —2
I 4 1 /3 e ey 1u4
L’intégrande est donc de la forme Suu Une primitive est donc W
...................................................... lll
18.8 a) L’intégrande est de la forme 2—. On trouve — {ln(t" + 2)] .
0
I 7 1 / n—1 !
18.8 b) L’intégrande est de la forme Tu exp(u). On trouve donc {exp(t )} .
n— - 0

3

2

a b at+a+tb
189a) O — =
) Ona s+ T = T
En prenant ¢ = 0, on trouve a = 1. En prenant ¢ = —1, on trouve b = —1. On vérifie que ces valeurs conviennent.

. I1 suffit donc de trouver a et b tels que at + a + tb = 1 pour tout ¢ € R.

18.9 ¢c) D’apres ce qui précede, on a

) "2 2
1 1 1
— _dt= (7——)dt:{lt—lt 1}:12—13—11—12.
|| G- n(t) ~ Int+1)] = 1n(2) = In(3) - (1n(1) - In(2))
18.10 a) On a tj— 1 + t—iliQ = mét+—|—2f)z;l—)i;r)b' 11 suffit donc de trouver a et b tels que at +2a +bt +b=1¢+3
pour tout ¢t € R. En prenant t = —1, on trouve a = 2. En prenant ¢ = —2, on trouve b = —1.

18.10 c) D’apres ce qui précede,

-3 t+3 3702 -1 -
/_4 mdt:/_4 (tT1+tT2) dt = [2n(je+1)~In(je+2) | = (21n(2) ~In(1)) — (21n(3) ~ In(2)).

18.11a) On a

2 2 2 2 9
t t41-1 tr1 1 1
o= I gy P L s i @ =[r-me )] =2-m@3) -1+ (@)
/1 tt1 /1 11 N /1 11 { n(t+ )} n(3) - 1+m(2)

1
2 2 2
18.11 b) On a t dt = ﬂ—Ldt:/ l—idt.
L t+5 L t+5 t+5 ) t+5
t 1 2t 1/2t+1 1 1 1
18.11 == S _ — (1 _
¢ Onagg =557 2(2t—|—1 2t+1) 2( 2t+1)
2_ 22—t (2t +1)— (2t +1 2 1 2t +1 2 + 1
18.11 d) On a -t e+ -2+ 441 2041 24 .
2+t+1 2+t+1 2rit+1 2+4t+1 24+t+1
2 4 2 _ 4 _ 2
1811¢) Ona 22 —t—2 2% —t-2+4(4t+3)—(4t+3) 20 +3t+1  4+3 . 4t+3 .
202+ 3t+1 202+ 3t+1 22+ 3t+1 2243t+1 22+ 3t + 1
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IF'iche n° 19. Intégration par parties I

Réponses
19.1a)............. (x+1)e” 19.3 1) e +1
Bb) .
19.1b) ... In(z) +1
-2
e D] 194a) . ¢ -
19.1¢)..ovin.... —
2e% +1
1 19.4b) ... ot
19.1d)............. 5 \Feﬁ 9
x
194¢)orn
4x
19.1¢)............ —
) Viz? +3 19.4d)............... % -2
6
19.16)........... @ 1ae 19.5a)............ 5In(5) — 4
19.5b) ... zln(z) —x

19.2) ... | (32 +5)(13 — 10z) |

19.5 ¢).. [5In(5)° — 10In(5) + 8]

19.2b).......... ... e’(x —3)
5In(5)° — 151n(5)*
19.2C)ervnennnii.. In(z)| 19.5d) .. (+)301n(5) o)
19.2d)........... (" +2)? 19.62)................. e—2
19.32) . cuiieiniiiiiinn, 10.6 b) 5 2
........... 276 o7
Corrigés

19.3 a) On choisit u'(t) = e’ et v(t) =t. On a

1 1 1
/ te' dt = [tet} — / eldt =e— {et}
0 0 0

1 1
19.7a)............. 163 — ¢
1 2
—( —(In7
19.7b). | 98 ( (In7)
~In7+24)
19.8a)...coiiiinin... In(2)
19.8b)...... la=1letb=—1]
19.8¢) . coviinnnn. 1—1In(2)
1
19.8d)................ +1
n
5
19.8¢)...iviinin... i In(2)
19.9 ..o 21?
19.108) v
J(n+1)
19.10 b) — (1))

19.3b) Ona
e 2 e e 42
Atln(t)dt:[gln(t)] —/1 %X%dt:
1
Il R G e |
T2 41, 4 4 4
19.4a) Ona

Réponses et corrigés

233



19.4d) Ona
/j) (4 —3t)e*" 1 dt = {(47375) x 1e3t“} B 7/70 3 Lestrigy (% ,g) 7/7 e at
3 3 3 3
(3 T~ G Do) -
195a)0na ..................................................................................................................................

19.5b) Ona

/ "1 X In() dt = [t ln(t)}

19.5¢c) Ona
/5 In(®)In(e) de = [(eIn(®) 1) x 111(7:)}5 - /S(tln(t) ~ 1) x 1 dt = (5In(5) — 5) In(5) - /5 In(f) — 1dt
=5In(5)> — 5In(5) — ’ In(t) dt + /5 1dt
1 ~— 1
précédemment

=5In(5)> = 5In(5) — (5In(5) —4) + 4 =5In(5)> — 10In(5) + 8.

19.5d) Ona
5 5 5 2
/ In(t) x In(t)? dt = [(t In(t) — t) x ln(t)Q} - / (tIn(t) — 1) x = In(t) dt
1 1 1
5
= (5In(5) — 5)In(5)* — / 21In(t)® — 21In(t) dt
1
5 5
=5In(5)* = 5In(5)* — 2/ In(t)? dt 42 / In(t)dt = 5In(5)* — 15In(5)* 4 301n(5) — 24.
1 , 1 ’
préccéa:ilgrlillrilent préc%zzllgrunlﬁ)ent
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19.6 a) Ona

1 1 1 1 1
/tzetdt:{tht} —/ Qtetdt—e—<[2tet} —/ Qetdt>
0 0 0 0 0

1 1
:e—{Qtet} —&—[Qet} =e—2+2e—2=¢e—2.
0 0

19.6 b) Ona
e t3 e 3 92t2
/tQ(ln(t))th: L % (Int)? —><2 dt:e——/ L In(e) dt
) 3 3 /), 3
e ({ 3 ] et 1 ) e (ze3 2/e 9 )
=— —[|= xInt| — x-dt)| == == *dt
3 9 A I 3 9 9/,
_eh 2t 2felt e 2fet 1) 3¢’ 2 2 55 2
3 9 93], 9 9\3 3) 27 21 27 27 27"
19.7a) Ona

_ 1 1
T2 2
_le_ls 1a 1 1, 1
T2 2 4 477 4 4
19.7b) Ona
7 ) 1 7 ) L , 27 79 42
/1111(:‘,) xt—gdt:/l In(t)? x ¢ dt:[(lnt) XTQL—/l ZIn(t) x 5 dt
_ 2 ;1}7 / 12 _ 2, —1 /71
— {(m) x5m), t [ g =7 x ot [ s
-1 r-1 L -1
:127{71}—/77 In 7_71 /

(n7)><98+2t2xnt1 12t2xtd (7)><98 X In74

1, 1 117 1% 49

= (7% - — x1 — n7)? — L1 _

o5 In7)" — gg n7+{ 4t2} 98( W - 58 n7+( 196+4><49)

1., 1 24

= T T2 = —InT+ = = — (—(In7)2 — In7 + 24).

s (In7)" —ggInT+ o8 9((n) n7+24)
................................ L
19.8a) Onaly= ——dt = {ln(l—i—t)} = In(2)

o 1+1 0

19.8d) Soitn €N, ona

1 n+1 1 n 1 yn+1 n

t t t +1
I, I, = —dt dt = —dt
1t /0 1+t +/O 1+t /0 1+t

1 4n 1 n+1 1
t"(1+t
:/ thz/t"dt: ¢ -t
o 1+t 0 n+l], n+l
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1 1
19.8 ¢) Comme Iny1 + I, = g ona 41 = n 1 I,,. On en déduit

19.9 Soit z > 0. Pour commencer, on calcule

N z _ 2 * 2t _ 2
/ tPe éwdt:/ 2 % te 5«dt:/ 2 x Tte 2w dt
0 0 0 2n

2 _2\1" z _ 2 5 _z2 z _2
= [t X (—71'6 2,,)} — 2t X (—ﬂ'e 2#) dt = —mx"e” 27 4+ 2mte” 27 dt
0 0 0

= —mzle I + [727r2e_57} = —mzle” 2 —2x% % 4 2n% = —me” 27 (:132 + 27r) + 272
0
_a22 _ 2 2
Or, par croissance comparée, on a lim —me™ 27 (m + 27r) =0. Ainsi lim t’e 27 =21
x—r+00 T—+o00 0
....................................................... AA
19.10 a) Soit A€ R. Ona I(0,A4) = / e tdt = {—eft} =1-¢? Or,ona lim 1—e =1
0 0 A—+oco
A
Ainsi  lim t%e”"dt = 1. D’ou J(0) = 1.
A—+4o00 0
19.10 b) Soit n € N, on a
A
Jn+1)= lim t"et dt
A—+oo Jq
— n+1 —t A A n —t
= lim " x (=) = (n+ 1)t" x (—e ") dt
A—+4o0 0 0
A
= lim ([—A"Heﬂ +/ (n+1)t"e™" dt)
A—+4o0 0
A
= lim [—A"‘He_A} +(n+1) lim t"e "t dt
A—r+o00 A—+oo [g

=(n+1)J(n)

. 1 —A . .
car lim A""'e™* =0, par croissance comparée.
A— 400

19.10 ¢) Comme J(0) = 1 et que pout tout n € N, J(n + 1) = (n+ 1)J(n), on en déduit que J(1) = 1, puis
J(2) =2, J(3) =6, puis J(4) = 24. On conjecture que, pour tout n € N, J(n) = n!

Ceci se démontre par récurrence.
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IF'iche n° 20. Intégration par parties 1l

Réponses
20,1 8) 1. [0]
20.1 D).t [0]
20.1 C) e e
20,1 d) .
20,2 8) ..
—2
20.2D) i z
(14 22?)
20.2 ¢) !
F - ) (1 _ 1’)2
20.2 d) !
2d) Wi
20.38) ... 21n(2) — 1
20.3 D) oot 93
(§
1 4a+1 4a+1
204 ......... — In(4
@r1? @i a1 @
2 4 4
2005 8) i "T3 Vito+s
4 2
20.5b) ... - ——-V2
) 3 3\f
2 —
20.5C) . 5v2 - 3V6
6
X
20.5d) i
) vV1i+x
20.5 €) ot oui
206 8) . o\eiii 2(In(x) - 2)vz + 4]
Corrigés
20.3 a) On a, en posant u(z) = = et v(z) = In(z),

20.6 b)........ 2(In(b) — 2)Vb — 2(In(a) — 2)Va
20.7a).......... ’(a:—a)ln(x—a)—(m—a—l)‘
20.7b). [(3—a)n(3—a)— (2—a)In(2 —a) — 1]
20.7C) .o 101n(2) — 31n(3) — 2]
2008 ) . 3 — 3e?

et —¢?
20.8 b) ..

) 4
20.98) c+vo e
20.9b) ... 144e™% — 86
20.108) ... ] Jpir =L — Insa \

1
20.10 b) .................... In = 27 + 2an+1
1 on — 1
20.10¢)............. Lt = s o In
20,10 d). .\t S+ 8
32
15m + 44
20.10 e) .............................. T
1
20.11 (z—1)In(1+vz) — §($—Qﬁ+1)
20.12 a) !
. 2 o 1
P
20.12 b) .................. n,p == m]7l7p_1
p!
20.12¢C) .. 1)P
C) ( ) (n 4 1)p+1

/1 In(z)dz = /1 o (z)v(z) dz = w(2)v(2) — u(1)v(l) — /1 u(z)v'(z) dz = 21n(2) — /1 dz =2In(2) — 1.
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/01(1’ +1)e "de = /01 w(x)v'(z) dz = u(1)v(1) — u(0)v(0) — /01 o (z)v(z)de = —2e7 + 1+ /01 e "dr=2- %.

:Ca+1
20.4 On a, en posant u(zx) = g et v(z) = In(z),
4 1 d 4 d 4 d 4a+1 1 4 xa d
a - ' = u(4)v(4) — u(1)v(1) — ' = 4) —
[ atm@ds = [ v @) ds = u@el) —uo() - [ @@ de = g - [ S de
a+1 a+1
-t 4 A ).

20.5 a) On a, en posant u(t) =t et v(t) = 2v1 +t,
o(z) = /0 " w0 (8) dt = u(@)o(@) — u(0)v(0) — /O () de
:21‘\/1+w—2/1\/1+tdt:2x\/1+az— §(1+m)\/1+x+ - =

0
1 0 1 B
2050) Ona [ f@)de=[ f@de+ [ f@)de=g(3)- (_E)ZM'
~1 -1 0 2 2 6
’ 20 — 4 x
20.5d) Pourz>—1,onag'(z)=-vV1+z+ =

20.5 e) Oui, car g(0) = 0 et, pour tout =z > —1, on a ¢'(z) = f(x).
Ceci n’est bien entendu pas un hasard puisque, pour toute fonction continue f définie sur un intervalle I et pour
tout élément a de I, Uapplication g définie sur I par g(x) = / f(t)dt est l'unique primitive de f qui s’annule en a.

20.6 a) Par intégration par parties, on a
2Vt

F(x):/jf(t)dt:Zln(x)\/:E—/lzTdtz?(ln(x)—Q)ﬁ+4.
20.6 b) Ona/b hi}?

dz = F(b) — F(a) = 2(In(b) — 2)Vb — 2(In(a) — 2)v/a.

20.7 a) Les applications z — = — a et x — In(z — a) sont dérivables et de dérivées continues respectivement

égalesa x—> 1l et oz —> sur |a, +00[. Ainsi, une intégration par parties donne, pour = > a :

x

Fa@) = [ fu@dt = (2 —a)In(z — a) —/Z dt=(z—a)n(z—a)— (z—a—1).
a+1 a+1

20.7c¢) Pour z dans [2,3], on a 2> —1 = (z — 1)(z + 1) et ln(m2 - 1) = (z4+1)+ (z—1). On a donc

/ ln(a:2—l) da::/ ln(a:—i—l)dx—i—/ In(z —1)de =1_1 +1; =10In(2) — 31In(3) — 2.
2 2 2
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1
22+ 2z 41 %o dg
( )
1

u(@)o® () — /(@) (@) + (@) ()] -

0
(:U2+1)ex —2xe$}0+/ 2e” dax = 1—62+2(1—62) =3 — 3e2.
2

2

= /_11 u(x)v(4)(x) do = [u(x)v(i*»)(x) il B /_1 u/(x)v(a)(x) d

-

:u(x)v<3) (z) — u’(m)v”(:v)] 1 + /_1 o (z)v" (z) dz

-1

1 1

:u(x)v<3) (x) — o' (z)v" (z) + " (z)v' (z) — u(3)(x)v(x)} 171 + / u® (z)v(z) dz

—1

- 1 1
—(z+1D)'e " —4(z+1)%e " —12(x +1)%e " — 24(x + 1)e*z} + / 24" dx
L —1 —1

= 24e — 168",

[ 01 (a + 20 +1) % dz = / " (@)™ (2) dz = [u(a;)u”(x)]o _ l Ol o (" (2) do

-1 -1

[
[u(x)v”(z) — (@) () + u"(x)v(x)}(il - / ? i (2yo(a) da
[

[\
—~
8

w
|
[\
8
+
—
~—
]
[SIE
|
=~
—
w
8
N
|
[\
~
¢
[SIEY
+
e~
0]
8
@
[N
[E—

1 2 1-1 1 1 1 1
d[ll':/ il n+1dl’:/ ﬁd.’lﬁ—/ 7n+ld$21n—IH+1.
o (14 x2) o (I+2?) o (I+22)
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1
20.10 b) Les applications z — z et x — m sont dérivables et de dérivées continues respectivement
x

2nx , . .
T sur [0,1]. Ainsi, une intégration par parties donne

égalesaz— letxr— —— g
(1+22)

Int1 ] 5 L.
1 1
20.10 ) Comme I, = 7, on trouve I = o + 511 = = o Puis I = %28 i °T 37T3J2r :
1 157 + 44
20.10 ) Comme I3 = %, on trouve I = 3% 2t + %IS = %

Les applications x —— z—1 et  — ln( 1+ \/E) sont dérivables et de dérivées continues respectivement

1
égalesa r — 1 et x —> —————— sur |0, +oo[. Ainsi, pour z dans ]0, 400], une intégration par parties donne
2vz(1+ V) ] [ ’ ] [

20.11

F(x):[f(t)dt:/lzln(ux/i)dt: [(t—l)ln(l—f—\/z)]j—/jmdt
_ T (Vi) (vt
_(g[;_1)1n(1+\/5)—/1 NS dt

:(m—l)ln(1+ﬁ)_;[1<1_;{> dt = (z — 1) In(1+ V/z) —%(1:—2\/54—1).

1 ]l 1 Zntl
20.12 a) Pour z dans ]0,1], on a fn o(z) :/z t"dt = {n—!— 1}30 =0Tl nrl D’ot,

Ino = lim fop(z) = lim ([ — A DI
0T S TP T n+l n+1) n+1

20.12 b) Pour z dans |0, 1], on calcule fy ,(z) & l'aide d’une intégration par parties dans laquelle on dérive la

partie logarithmique et on integre la partie polynomiale. On a donc

“+1
" _r_

1 n+1 1 1 ynt1 n p—1 z
fupla) = [ £ (ine))” e = {fl H(ln(t»ﬂ - [ B PO g— - T @) - L ().

|
20.12 ¢) Par une récurrence sur ’entier naturel p, on a I,, , = (—1)”#. Montrons-le.
n

o O
= e

p!

—_

e En effet, cette expression est vraie pour p = 0, puisque I,,0 = 1
n

e De plus, si I p—1 = (_l)pfl%
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IF'iche n° 21. Intégration des fonctions trigonométriques|

Réponses
21.1a)...... 2z +1)(2z — 3 1 2 -1
a) ’( It )‘ 21.5C) i, —3- 21.10a) ............. 622
21.1D)..... 2@ —1)(-2+7)] —
™ fus
21.5d)...oie — 4+ — ez +1
21.1¢) .. (z — 3)? ) or | 12 21.10b) ... 5
T[T 2 ™
21.1d)....... 3re” (e — 2x) 21.6a). ... g 21.10¢)............. 1 +52e
21.28) o T W
-z 3— 2" 3
21.2b). o 20 1) 21.6b) ... I 21104 L
21.2 ¢) 5 ( +3) 21.6 ¢) H 77
2¢) ... sin{ —x = bcC) 6| 2111 a). .. E
21.2d) ... 3e%7 21.6 d) 1 21.11b) oo
.................... 3
21.38) . — 2111C) . (a)
21.6€) e
21.3b) .. — 1 -
21.6 1) 1 21.11d) . — X =
21.3¢) .. DU e 2 2 2
21.3d). 21.7a)....... cos(1) — cos(e) 21.11€) i, g x 1
P B N @ 217 D) e
¢ 3 1 =
214b)... [0] —] D 1X5%5
21.7¢) .o
21.4C) i °) 6 4 9
21.11 g) .......... 5 X g x 1
-1 sin(e) —sin(1)
21.4d).............. V3 21.7d)....... 5
2 2k
2111 h).......... 11 T
V241 218 .. ©) o 2ot
21.4e) ..o 5
T —2 4"(7’1,!)2
21.9a)................ 2111 0) ..
2 — 2 2n + 1)!
21.46) . i V2-V3 (2n+1)
2 21.9b). .o CRPYR
- _
21.58) o = 21.115)........ 5 11 o
5 21.9¢) ..o 7 2 k=1
21.5b) .o - P
3] 21.9d) . 2111 K)o T _(2n)!
n(n
2 4™ (n!)?
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Corrigés

21.1b) Ona

(-1 +@B-32)z—-5)=(@—-1)>=-3&—-1(z—-5)=(x—1)(z—1—-3x—5))
=(x-1)(-2z+14)=2(x - 1)(—x+7).
21.1d) Ona 30"t — 622" = 3ze%e” — 3 x 2z X ze” = 3ze” (e:82 — 2x).

21.2b) Pour tout z € R, f(z) = —u(z)® ot u(x) = (1 — x). Les fonctions u et f sont dérivables en tant que

fonctions polynomiales et on a u'(z) = —1, donc f'(z) = —2u(z)u'(z) = 2(1 — ).

21.3c) Ona / (cos(t) — sin(¢)) dt = [sin(t) + cos(t)} T 0-1-(0+1)=-2
0 0
21.4d) Ona
2r+ 5 27+ % T T
/ sin(¢) dt = [f cos(t)} = —cos (27r + g) — (7 cos(g>)
§ §
™ 1 V3 V3-1
ol )4+ S
21.4f) Ona
257.71' 257 —
/ ’ sin(t) dt = {—cos(t)} ° = —cos(47r+ E) +cos<—27r — E) = _ﬁ + Q = V2 \/g
_ox _op 1 2 72 2
21.5c) Ona
1 A sin(37rt+ %) B 3 ) T om\) 1 1_0 1
/7%COS<7T +§) = py ——(5111(w+—)—s1n(—§+§>)—3—ﬁ(— —0) ~3r
6 -4
21.5d) Ona
! ™ ! T [! sin(7rt) ! ™ 1
/_l(3cos(7rt)—|—§) dtf3/_l cos(7rt)dt—|—2/_1dt3[7T ) + 5(1— <_6))
6 6 6 -5
_sin(m) —sin(—-%) 77 3 7«
=t m T
21.6 a) On pose, pour tout t € R, u(t) = t*, alors u(t) = 2t. On a donc
A A 2
/ * 2t cos(t?) dt = / W (t) cos(u(t)) dt = [bln(u(t))} ’ :bm((f) >_bm(o ):sm(%) - 22.
0 0 0

/OE sin(3t) cos(3t) dt = %/og w(t)u'(t) dt = % |:(u(t)) :| ¢ _ sin”(5) — sin“(0) - l
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21.7 ¢) On pose, pour tout t € R, u(t) = —3sin(2t) + 1, alors u'(t) = —6cos(2t). On a donc

/Z 6_33111(21&)-9-1 Cos(%) dt = _l [eu(t)} i _ _l(e—3sin(g)+1 _ e—3 sin(0)+1) _ e—e 2
0 6 0 6 6
21.7 d) On pose, pour tout t € R, u(t) = etz7 alors u'(t) = e’ x 2t. On a donc
! L[t , 1 ! — sin(1
/ te'” cos(e' ) dt = 7/ cos(u(t))u'(t)dt = = {sm(u(t))} = —(sin(e 2) - sm(e02)) = sin(e) — sin(1)
0 2 Jo 2 0 2
21.8 On pose, pour tout t € R, u(t) = sin(t), alors u'(t) = cos(t). On a donc
z z nt1] % Gn™ () — sin™t1(0
[ eostiysin@ae = [ty = | @OV o m B Zm 0
0 0 n+1 0 n+1 n+1

21.9b) On pose, pour tout t € R, u(t) =t et v'(t) = sin(t), alors u'(t) = 1 et v(t) = — cos(t). En intégrant par

parties, on obtient

/2 tsin(t) dt — [t(fcos(t))} ? 7/2 1 x (— cos(t))dt = 0 — 0 + [sin(t)]
0 0
21.9¢) On pose, pour tout ¢t € R, u(t) = t* et v'(t) = cos(t), alors u/(t) = 2t et v(t) = sin(t). En intégrant par

parties, on obtient

(=)

3, 5 . 5 T 7\ 2 T
t” cos(t) dt = [t sm(t)} - 2tsin(t) dt = (f) -0-2 tsin(¢) dt.
0 0 0 2 0
fusd z 2
D’apreés la question précédente, /2 tsin(t) dt = 1, donc /2 t* cos(t) dt = % - 2.
0

0 .
Si la question précédente n’avait pas été ld, nous aurions enchainé deuz intégrations par parties.

—2t

On pose, pour tout ¢ € R, u(t) = e ** et v'(t) = sin(3t), alors u'(t) = —2e

En intégrant par parties, on obtient

I= [ezt < cos§3t)>} . /06 —2¢ % <COS3(3t)> dt = ,%(0 —-1)— %/06 e " cos(3t) dt

0
1 2[5 _
=3 g/06 e " cos(3t) dt.
U . , . . =2t / _ / _ —2t o Sin(?’t)
ne autre intégration par parties avec a(t) =e =, b (t) = cos(3t), a'(t) = —2e¢” ", b(t) = 3 donne
T . 5 z :
/6 e " cos(3t) dt = |:egt511'1(3t):| - /6 erfztwdt
0 3, 0 3
1, = 2 (6 B
= g(efé -0)+ g/oﬁ e *'sin(3t) dt = e’ +§I'
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En regroupant les deux calculs, on obtient I = % - g(e; +§I) = é - %T?’f%[ donc I + =1 = 3~ 269 3,
1 2% 9 (1 2% _z,_3-2F
— — ’ — = — = — 3
donc 91 53 g doud 13(3 9 ) -2 13

21.11 ¢) On pose, pour tout t € R, u(t) = cos" ' (t) et v'(t) = cos(t), alors u'(t) = (n + 1) cos™(t)(—sin(t)) et
v(t) = sin(¢). En intégrant par parties, on obtient

- / ? (0 + 1) cos™ () (— sin(t)) sin(¢) dt

0 0

Ingo = /2 cos™ T (t) cos(t) dt = [cos”+1(t) sin(t)} :
0

—(nt1) /0 % cos™(t) sin®(£) dt.

Or, pour tout t € R, cos”(t) + sin®(t) = 1, donc

™

Inyo=(n+1) /05 cos™ (t)(1 — cos”(t)) dt = (n + 1) </0

=(n+1)(In — Int2).

[NE

cos™(t) dt — /2 cos" 2 (t) dt)
0

Donc Inys + (n+ Dngz = (n+ DIns1, A0t (n+ 2)Iniz = (n+ 1)1, donc Inys = n I; n-
n
N . . 3 3 1 =
21.11 f) D’apres le résultat de la question ¢), on a Iy = 1[2 =7 X 5 X 5
4 2
21.11 g) D’aprés le résultat de la question c), on a I Iz = g X3 X 1

2n Mm—2 2m—4 4 2 ok
Topiq = VLIV SV
= o T o1 N3 T X5 X3 11

Le résultat se prouve alors par récurrence.

21.11 i) L’idée est de compléter le dénominateur avec le produit des nombres pairs de 2 & 2n afin d’obtenir
1x2x---x2nx(2n+1) = (2n+ 1)!, ce qui donne

T 2% Y/ 2k 2k 47 (n))?
IQ"H_kl_[le—i—l_kl_[(Qk ) H2Ic2k:+1 2n+1'H 2n+1)

21.11 j) A Taide des résultats des questions d) et f), on conjecture que

2n—1 2n—-3 2n-—5

n
3 1 s ™ 2k —1
Iy = RV RV SO .
A T S T O A A 2H 2%

Le résultat se prouve alors par récurrence.

21.11 k) L’idée est de compléter le numérateur avec le produit des nombres pairs de 2 & 2n afin d’obtenir
1x2x---x(2n—1) x 2n = (2n)!, ce qui donne

Cmyr2k—1 2k —1 oy Qk—1)2k 7w (2n)!
IZ"‘EH 2H( )‘5}1 k2 24n(n)?
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Ficl 559 Cardi it bi TN

Réponses
15 1 5
22.18) . . —= 227a) - -
a) 5 a) 30| 2212 (3> 10
15 11
b i 52
22.1b) .. 3 22.7b) 5 22.138) 0o (5>
5 17
22.1C) i = 22.7C) i — 1
2 120 22.13b).... 4( ;)
22.28).. ... 2| 228a)..... [n(n+1)(n+2)|
12
22.2b) ... 3v5|  22.8D) ... 2+ 1)@nt 1| 223 (5)
22.2C) 20V/3 n—1 13\ /13\ /1
) 22.8C) ... — 22,13 d) ... 3\ /13) (13
2 ) 1)\ 2
22.2d) ... 12V3 -
22.98).............. 13\ 739
22.3 a) .................... (71 + 1)' 22.13 e) _________
1)\ 4
22.3b). .. 22.9b) (n— 3)n!
22.3C) i R 22(n+1) 22.13f)....... 52\ _ (48
: 5 5
22.48). 0 22.9¢). ... T
22.4b) ... A (552) _ 2(458>
"l 22139)....
22.4C) i 22.9d) .. ... .. ( Zl) g) (4
n
22.58) .. i 5
225 b) e 22.108) ... [6] "
1x3x12
22.5C)oreeei 6] 22.10b) ... 9] 22131 X 3 % (2>
22.5d) .o 22.10C) oo (3) (12) (36)
2)\2/)\1
22.5€) ... 120] 2210d)
' =
22.56).... 720]  2210€) 22148) e 0l =720
22.58) ... 5040] 22100 22.14b) ... (g) (2) =30
2 _
22.5h) .o 22.118). ... n(n 63n +3) ——
22.68). o 22.15a)...... (4) <4> <2)
226 D) ieieiii 10100]  2241b)............ (”; 1)
22.6C) ... 140 22.15 b) (”) (6) (4) (2>
i 22.11¢) oo AAAY
22.6d). ..o - "
2(2m + 1 22.16 ..........
21 9211d).......... %
n
22.6 ).t 9217 8). o 22n + 1
2.6 ) ...oreeienn.. (n+1)
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2217 Db) o ®) 22.19 1) (2n+1)! 22.20b).. ... ... <p4k>

p
22.18 ..o 2] s 00
2219 1) i) 20a). ... ap — Un1 22.20 0 (p+n+1>
A)iiiiiia n LU C)ooonns p+1
Corrigés
1 7 3-7_ 4 2 15 15
22.1 a) Pulsqueg—l—sf T = 15’0na1_17 2><47 5
5 15
21 4-1
36 6 1.3 15
22.1 - 1,30_15
P Oma g = /g5 = 3 13
56 30
,_ 3 14-3
7 711 3 5
22.1 - _ 355
) Ona1+§ T+15 7 22 2
577 35

13 = Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) =3+ Card(B) —1 donc Card(B) = 11.

22.4 ¢) D’apreés la formule d’inclusion-exclusion, on a

9 = Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) = 2Card(B) — 5 — 2

947

d’ou Card(B) = 8 et par suite Card(A) = Card(B) — 5 = 3.
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! !
22.6 a) Par définition de la factorielle, on a % = MTXS =5x4=20.

101! 101 x 100 x 99!
99! 99!

| |
22.6 ¢) Par définition de la factorielle et sachant que 3! = 6, on a 37? = W =7 x5 x4=140.

3!><6!_3!><6><5! § §
AIx 5 4x3lxsl 42

22.6 b) Par définition de la factorielle, on a = 101 x 100 = 10 100.

22.6 d) Par définition de la factorielle, on a

22.7 a) On commence ici par déterminer d’éventuels facteurs communs entre les dénominateurs afin de regrouper

les fractions de fagon optimale. En 'occurence 5! = 5 x 4!, ainsi

1 1 _1-5_ -4 1 1

51 4l 51  5x4x3  5x6 30

22.7 b) Selon le méme principe, ayant 4! =1 x 2 x 3 x4 =3 X 237 un dénominateur commun est 3 x 2%, d’ott

3x3 5 3x6-2x5 227-5) = 22 11

24 41 3 x 24 T 3x24 T 3x2 12

22.7 ¢) De la méme fagon, puisque 6! =6 x 5 x 4!, on a

7 3x3P _ Tx6x5-3x6*_ 6(35-18) 17 _ 17

4! 6! 6! 6! 5! 120°

22.8 a) Par définition de la factorielle et sachant n > 1, on a

(n+2)! _ (n+mthnxm-D!_ o0 gye o)

(n—1)! (n—1)!
! !
22.8 b) Par définition de la factorielle, on a (2?2—’—)'2)‘ = (2n + 2)(2(7; —g‘l) x (2n)! =2(n+1)2n+1).
n)! n)!

2 _1n! — ! -
22.8 ¢) Par définition de la factorielle, on a (n” = D! = (n=Dn+1) xnt =1 1.
(n+2)! (n+2)(n+1)xn! n+2

m+1)! nl  (n+1)xnl—4xn! (n-3)n!

22(n+1) ~ 92n 22(n+1) T T 92(n+1)
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22.9¢) Puisque (n+1)!=(n+1)xn!,ona
L 1 R 1 . 1 !
m+D! " (n+Dn+1D! nxnl @+ xn (n+12xnl  nxnl

nn+1)+n— (n+1)>

- n(n +1)2 x n!
n2+n+n7(n2+2n+1) -1
N n(n+1) x (n+1)! T am+1)(n+ 1)
22.9 d) Pour tout n €N, on a
(n+1)!
Un+1 (n+1)ntt (n+1)! n" (n+1) xn! n" n" ( n )"
= = X = X = = .
Up, n! n! (n+ 1)nt1 n! m+1)x(n+1)» (n+1)" n+1
nn
PP 4 4! 4x3x2 4x3
22.10 a) Par définition, on a <2> = 5% a—2 = o1 =—5—= 6.
-1 4 4
On peut aussi retenir que, pour tout n > 2, on a Z) = % Ainsi, on a <2> = >2< 3 = 6.
— 1) (n— 1
Plus généralement, pour tout entier k € [1,n], (Z) = n(n—1) kfn kt )
P 9 9! 9 x 8!
22.10 b) Par définition, on a <8> = o O3 ST 9.
. . n n . 9
On peut aussi retenir que, pour tout n > 1, on a 1 = n—1 = n. Ainsi, on a 3 =9.
P 7 7! 7x6x5x4!
22.10 c¢) Par définition, on a <3> = 3107 —3)1 = TRV =7x5=35
22.10 d) Pour tout n € N, on a <g> = (Z) =1
PP 9 9! Ix8xTx6! 9Ix8xT
22.10 f) Par définition, on a <3> = 3179 —3)! = 3 6l = a =3 x4x7=84
22.11 a) Par définition, sachant n > 3, on a
n ny\ _ n! _ n(n—1)(n—-2)x(n-3)! n(n —1)(n — 2)
<1>+<3> BRI T 31(n — 3)! - 3!
_6ntnn—1)(n-2) n(6+(n—1)(n—2)) _ n(n® —3n+38)
B 6 B 6 ‘

22.11 b) On peut procéder comme & la question précédente. Toutefois ici il est plus intéressant de penser a la

formule de Pascal, qui donne directement
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22.11 ¢) Comme on a ) k =k, pour tout k£ > 1, on a ici ntl) " =n+1)—n=1.
1 k-1 n n—1

22.11 d) Par définition, on a

<2n + 2) (2n + 2)!
n+1 (n+1)2

(271) - (2n)!

n nl?

(2n +2)(2n + 1) x (2n)! y n!?
(n+1) x n!)? (2n)!

_ 2(n+1)(2n+1)

a (n+1)°

_2(2n+1)

T on+1

22.12 On dispose de cinq fruits, et on doit en choisir trois pour former une corbeille. 11 s’agit donc de choisir

3 éléments dans un ensemble de cardinal 5, soit (g) = 10 choix.

22.13 b) Cing cartes d’une méme couleur s’obtiennent en choisissant :

e une couleur, soit 4 choix possibles;
e cinq cartes parmi les treize cartes d’'une méme couleur, soit ( ) choix possibles.

Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a 4 x (153>.

13 13
22.13 d) Pour obtenir une telle main, on choisit deux piques (on a 9 choix), puis un ceeur (on a ( 1 ) choix)

2 1 2

1 1 1 1
et enfin deux carreaux (on a (;) choix). Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a < 3) ( 3) < 3).

22.13 e) Pour obtenir une telle main, on choisit
R 13 . .
e une carte de trefle : on a 1 choix possibles;

39
e puis quatre cartes parmi les 52 — 13 = 39 cartes qui ne sont pas des treéfles : on a ( 4> choix possibles;;

1 4

1
Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a < 3) (39).

22.13 f) Notons A I’ensemble des mains avec au moins un valet et {2 'ensemble de toutes les mains possibles.

Commencons par déterminer le nombre de mains ne contenant aucun valet (c’est-a-dire le cardinal du complémen-
taire de A dans ). Une telle main s’obtient en choisissant cing cartes parmi les 52 — 4 = 48 cartes qui ne sont pas

des valets : on a (458> possibilités. On a alors Card(A) = Card(2) — Card (A) = <552> — (458).
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22.13 g) Notons B l'ensemble des mains avec au moins une dame, notons C' 'ensemble des mains avec au moins

un neuf, et notons €2 I’ensemble de toutes les mains possibles. Le nombre de mains recherché correspond alors a
Card(BNC). Or, on a

Card(BN C) = Card(Q2) — Card (W) = Card(f2) — Card (B U C_')
Or, la formule d’inclusion-exclusion donne
Card (B U C’) = Card (B) + Card (C‘) — Card (B N C‘).
On en déduit en combinant ces deux formules :

Card(BN C) = Card(2) — Card(B) — Card(C) + Card(BNC).

D’une part, comme a la question précédente, on obtient Card (B) = Card (C’) = (458>.

D’autre part, un élément de B N C' est une main ne contenant ni dame ni neuf, ce qui revient & choisir cinq cartes

parmi 44 (= 52 — 2 x 4), et donc Card (B N C‘) = (454).

5 5 5

22.13 h) Notons D (respectivement E) I’ensemble des mains avec exactement deux rois et deux coeurs dont le roi

de cceur (respectivement sans le roi de cceur), et encore € ensemble de toutes les mains possibles. Le nombre de
mains recherché correspond alors & Card(D U F) = Card(D) + Card(E), car les ensembles D et F sont disjoints par
construction. D’une part, pour obtenir une main avec exactement deux rois et deux cceurs dont le roi de coeur, on
choisit :

e le roi de ceeur, soit 1 choix possible;
e un autre roi parmi les 3 rois restants, soit 3 choix possibles;
e une autre carte de cceur parmi les 12 restantes, soit 12 choix possibles;

. . . . .. (36 . .
e deux autres cartes parmi les 36, qui ne sont ni un roi ni un ceeur, soit ( 9 ) choix possibles.

Au total, le nombre de possibilités est égal & Card(D) = 1 x 3 x 12 326>. D’autre part, de facon similaire, on a

Card(E) = (g) <122> (316>. Donc, le nombre cherché vaut 1 x 3 x 12 (326> + <2> (122) <3l6>.

22.14 a) Le mot « MAISON » est formé de 6 lettres distinctes. Ainsi, se donner une anagramme de ce mot équivaut
a se donner une permutation de ces 6 lettres. Il y a donc 6! anagrammes.

22.14 b) Le mot « RADAR » est un mot de cinq lettres formé de deux R, deux A et un D. Ainsi, pour se donner
une anagramme du mot « RADAR », on peut :

5
e choisir la position des deux lettres R, parmi les cinq positions possibles, soit <2) choix ;

3
e choisir la position des deux lettres A, parmi les trois positions possibles restantes, soit ( 2) choix ;

e il reste alors une seule position possible pour placer la lettre D.

Au total, le nombre de possibilités est égal a <;> X <z> X 1= b x4 x 3 x1=30.
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22.15 a) On commence par remarquer que le mot « MISSISSIPPI » est formé de onze lettres, dont quatre I, quatre
S, deux P et un M. Ainsi, pour se donner une anagramme du mot « MISSISSIPPI », on peut :

11
e choisir la position des quatre lettres I, parmi les onze positions possibles, soit < 4) choix ;
e choisir la position des quatre lettres S, parmi les sept positions possibles restantes, soit 4 choix ;

3
e choisir la position des deux lettres P, parmi les trois positions possibles restantes, soit < 2) choix ;

e il reste alors une seule position possible pour placer la lettre M.

11
Au total, le nombre de possibilités est égal a (4) X <z> X (2) x1=2330x%x35x3x1.

22.15 b) On procede comme & la question précédente, en remarquant que le mot « ABRACADABRA » est formé de

onze lettres, dont cinq A, deux B, deux R, un C et un D. Le nombre d’anagramme du mot « ABRACADABRA » vaut

(B E)E)E) - mmascoa

22.16 D’apres la formule d’inclusion-exclusion pour deux ensembles,

Card(AU BUC) = Card ((A UB)U 0) = Card(A U B) + Card(C) — Card ((A UB)N c)l
Or, on a aussi
Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) et Card ((A UB)N c) — Card ((A nCyu (BN 0)).
A nouveau, d’aprés la formule d’inclusion-exclusion pour deux ensembles,

Card ((A nC)u (BN C)) — Card(ANC) + Card(BN C) — Card ((A nC)n (BN C))
=Card(ANC)+Card(BNC) — Card(ANBNC).

Au total, on a donc
Card(AUBUC)
— Card(A) + Card(B) — Card(A N B) + Card(C) — (Card(A N C) + Card(BNC) — Card(AN BN 0))
= Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BNC) + Card(AN BN C).

CORRRTES I
Unp1 2—2n—2(2;r12) 1 y 22n+1)  2n+1
Un 2-2n (1) T22 n+l ~ 2(n+1)

22.17 b) Notons, pour tout n € N, v, = (n + 1)ui Remarquons que la suite (Un)n>o est & valeurs strictement

positives et, pour tout n € N, d’apres le calcul précédent,

Vnp1 _ (R+2uay  n+2 2n+1 2_(n+2)(2n+1)2_ 4n® +12n% + 9n + 2
v (n+DuZ T nd1 20n+1) ) 4(n+1)3 T 4dnd3+12n24+12n4+4

Ainsi, la suite (vn), 5, est décroissante.
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22.18 Pour tout entier n > 1, on a

2X4X6x---Xx2n—2)x2n=(2%x1)x (2x2)x (2x3)x---x(2(n—1)) X 2n
=(2X2x2x---x2x2)x(1x2x3x%x---%x(n—1)%xmn)

n facteurs

22.19 a) Par définition de I et P, le produit I X P est le produit des entiers consécutifs de 1 & 2n + 1. Donc,

IxP=_2n+1)L

22.19 b) Pour tout entier n > 1, on sait que P = 2"n! (calcul précédent). Ainsi, P est non nul et

_IxP (2n+1)
TP 2np)

22.20 a) Pour tous entiers naturels n et p avec p < n, on a

n

j{:(ak — apt1) = (ap —apt1) + (ap+1 —ap+2) + (@pt2 —apt3) + -+ + (an—1 —an) + (an —an41).
——
k=p simplification simplification simplification
n

On observe alors une simplification des termes de proche en proche. On a donc g (ak — Gk+1) = ap — Ap+1.

k=p

22.20 b) Rappelons la formule de Pascal : pour tout n € N et pour tout j € {17 2,0, n}7 on a

Gm)+ ()=

En appliquant cette formule pour n =p+ ket k=p+ 1, avec p € Net £ € N non nul, il vient

p+k n p+k _ p+k+1 ot done p+k+1 _ p+k _ p+k-
p p+1 p+1 p+1 p+1 P
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Réponses
11 1 5 _
23.18) . i 20 23.98) . .. <60) 23.14¢)......... 3% (2°—2)
e 23.14d)..... |3 —3x2° +3]
2 23.9Db). 7
23.1b) ... 3 ) 23.152) .. ... Il x 10
10
23.28) i 23.9¢) i <6>7 23.15 1) 12 x 11 x 10
23.2D) ... —3x2x10
3 7
23.3a)............. n(n —1) 23.9d).......... (3> X <3) 23.15¢)........... 10 x 9 x 8
23.15d).......... 3x2x10
23.3 b) ! 23.10 .......... Tx6x5x4 )
(n+3)(n+2)(n+1)n =
2311 a). ... 23.16a)...........n... ( )
23.3¢C). i 5
23.11b) ... 73
23.3d) ..o 243 ) ] 23.16b)............. 13 x 48
23.11¢C)nnnnin. -
23.48). .o [6] 23-11¢) [l 13
n 23.16¢C)........... 4 x
23.4D). .. 23.12a) ... 10 5
23.4C) i 23.12b) ...... 10x9x8x7 25.16 d) <52) (48>
23.5 ... 15X 14x13]  23.12¢)...vvvveernn.... . 5 5
4 3 4 4
23.6a) . ... 26 23.12d) ... 10 23.16 ¢). .. (58> +dx (48)
23.6b) ...l 26° 10
) 23.12¢€) ..o
5 4 4 4
23.6C) . 26 23.16f)......... 5) %,
23.72) . ....... 5x1dx13] 23183a).nn
4\ (4
23.7b).. [x 4x 1Bx 12x11] 23:13Db).............. 23.16 g).. |13 x 12 x (3) x <2>
23.7¢). ... 3x14x13] 2313 ¢)..
n-—+p
23.7d).. [ix 13x 12x 11 x10] 2313d) ..o 2317 . ( N )
5
23.82)................. 23.04a) ... 25.188) o
23.8D) .o 23.14Db) .o 23.18D) o 0]
Corrigés
1 1 1 15 6 10 11
23.18.) Onai‘i’g*g—% %*%—%
5 (2 5\ 30 4 15 11
23.1b) Ona**(ﬁ‘Fﬂ)—E*E*E E
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100 10x9x8

23.2a) Ona o= S 90.
23.2 b) Ona1OX8X6X4:2X5X2X4X2X3X2X2:4:16.
51 5!
n! n(n —1)(n —2)!
23.3 (0) = = -1
a) na —o n—2) n(n —1)

27 27 27

23.4 a) Une corbeille est entierement déterminée par son nombre de pommes. Comme celui-ci peut valoir 0, 1,

2, 3, 4 ou 5, on en déduit qu’il y a 6 corbeilles possibles.

23.4 ¢) Pour contenir plus d’oranges que de pommes, la corbeille doit contenir au moins trois oranges. Elle en

contiendra alors trois, quatre ou cing. Il y a donc 3 possibilités.

23.5 Pour la premiére chambre, il y a quinze couleurs possibles, pour la deuxieme quatorze et pour la troisiéme
treize. On en déduit qu’il y a 15 x 14 x 13 = 2 730 possibilités.

23.6 a) Un tel code est un quadruplet des 26 lettres de lalphabet. Il y en a 26”.
23.6 b) La premiére lettre doit étre un « E », il reste donc trois lettres & choisir en tenant compte de 'ordre et
en autorisant les répétitions. Un tel code est un triplet des 26 lettres de I'alphabet. Il y en a 26°.

23.6 ¢) Comme le pays est fixé, la région du monde ’est aussi. Donc, la premicre lettre est fixée. Ainsi, il reste

deux lettres a choisir en tenant compte de 'ordre et en autorisant les répétitions; il s’agit d’un couple des 26 lettres
de l'alphabet. Il y en a 26°.

23.7 ¢) Iy a 3 places possibles pour « Etalon Noir ». Ensuite, il reste 14 x 13 fagons de placer les deux autres
chevaux. En tout, il y a 3 x 14 x 13 = 546 tiercés possibles dans lesquels le cheval « Etalon Noir » apparait.

23.7 d) Il reste 14 chevaux, on a donc 14 x 13 x 12 x 11 x 10 = 240 240 quintés possibles.

23.8 a) Le nombre de boules rouges, qui détermine entierement 'urne, peut varier entre 0 et n. On en déduit

qu’il y a n 4+ 1 urnes possibles.
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23.8 b) On retire du résultat précédent les urnes qui ne conviennent pas : celle contenant une seule boule rouge

et celle qui n’en contient aucune. On obtient n — 1 urnes possibles.

23.10 Un mot de quatre lettres est une liste ordonnée d’éléments distincts des sept lettres tirées. Il y en a
7 x6x5x4=_840.

23.11 a) Si aucun membre ne peut cumuler plusieurs fonctions, il y a 7 choix pour le responsable de la vaisselle
et 6 pour le rangement puis 5 pour le ménage. En tout, 7 x 6 x 5 = 210.

23.11 b) Si un membre peut cumuler plusieurs fonctions, le choix des responsables est un triplet des sept membres
du groupe. Il y en a 7° = 343.
23.11 ¢) Pour déterminer le nombre de groupes de responsables ot un méme membre peut cumuler au plus deux

fonctions, il faut retirer du total les groupes ou un méme membre peut cumuler les trois fonctions. Il y a 7 tels
groupes de responsables, ce qui donne 73— 7 =336 groupes de responsables possibles.

23.12 b) Un tel code est une liste d’éléments distincts de quatre chiffres parmi les dix chiffres.
Ilyenal0x9x8x7=15040.

23.12 d) Si un code se termine par 9, il reste a choisir un triplet de trois chiffres. Il y a donc 10® = 1 000 codes
se terminant par le chiffre 9.

23.12 ¢) Etant donnés 4 entiers différents, il n’y a qu’une seule facon de les ranger dans l'ordre croissant. Il y
a donc autant de codes avec des chiffres tous différents rangés dans ’ordre croissant que de combinaisons de 4

1
éléments parmi 10. Il y a donc ( 40> = 210.

23.13 a) Une anagramme du mot « FICHE » est une permutation des cing lettres, toutes différentes, de ce mot.
Il y en a 5! = 120.
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23.13 b) L’anagramme commence par les voyelles, il y a 2! = 2 facons de les placer en premiére et deuxiéme
positions. De méme, il y a 3! fagons de placer les consonnes ensuite. On obtient 2! x 3! = 12 possibilités.

23.13 ¢) Si le mot se termine par un « E », il faut permuter les quatre autres lettres pour former les quatre

premiéres lettres de 'anagramme. Il y a donc 4! = 24 possibilités.

23.13 d) Si l'on souhaite qu’il y ait alternance entre les voyelles et les consonnes, anagramme ne peut que
commencer par une consonne.

Pour la premiere lettre, il y a donc 3 possibilités, 2 pour la deuxiéme, il reste deux consonnes pour la troisieéme lettre,
ensuite la quatrieme lettre est automatiquement la voyelle restante et la derniére lettre est la consonne restante.

En tout, on obtient 3 X 2 x 2 = 12 possibilités.
23.14 a) A chaque jean, on associe un tiroir, le nombre de rangements est donc un 5-uplet des 3 tiroirs.

Ilyena35 = 243.

23.14 ¢) On a 3 fagons de choisir le tiroir qui restera vide. Sachant cela, on a 2% = 32 possibilités de mettre les

jeans dans les deux tiroirs restants. A ces 2° possibilités, il faut retirer les deux possibilités ot I'un des deux tiroirs
sera vide. En tout, il y a 25— 2 possibilités de ranger les pantalons sachant que le tiroir choisi est le seul vide.

Au total, il y a donc 3 x (2° — 2) = 90 possibilités.
23.14 d) 1 suffit de retirer aux 3° possibilités les possibilités ou exactement un tiroir est vide et ou deux tiroirs

sont vides. On a vu qu’il y a 3 x (25 —2) cas ou il y a exactement un tiroir vide et il y a 3 cas ou il y a deux tiroirs
vides. On obtient 3° — 3 x (2° —2) — 3 = 3° — 3 x 2° 4 3 = 150 possibilités.

23.15 a) Un bureau est une liste d’éléments distincts de trois personnes parmi les douze membres de 1’association,
ilyenal2x11x 10 =1 320.

23.15 b) On retire du nombre total de bureaux possibles le nombre de bureaux ot Pierre et Jean siégent ensemble.

Pour constituer un bureau ou Pierre et Jean siégent ensemble, il faut déterminer le role de Pierre : 3 possibilités,
déterminer le role de Jean : 2 possibilités restantes et choisir le dernier membre : 10 choix.

En tout, on obtient 3 X2 x 10 bureaux ou Pierre et Jean siegent ensemble, ce qui donne 12x11x10—-3x2x10 =1 260
bureaux ou Pierre et Jean ne siégeront pas ensemble.

23.15 ¢) Le bureau sera dans ce cas une liste d’éléments distincts de trois membres parmi les dix restants.
Il'yenal0x9x8=720.

23.15 d) Pour constituer un bureau ou le doyen et le plus jeune du groupe (le « benjamin ») siégent ensemble, il

faut déterminer le role du doyen (on a 3 possibilités), déterminer le réle du benjamin (on a 2 possibilités restantes)
et choisir le dernier membre (il y a 10 choix).

En tout, on obtient 3 X 2 x 10 = 60 bureaux ou le doyen et le plus jeune du groupe siegent ensemble.
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23.16 a) Choisir une main revient & choisir une partie & cinq éléments de I'ensemble des 52 cartes. Il y en a

2 2 1 49 x 4
(5 ) = D2 X 51 X 50 > 49 x 48 = 2 598 960 choix possibles.

5

23.16 b) Il y a 13 carrés possibles (un par type de carte). Pour chacun de ces carrés possibles, il reste une carte

a choisir parmi les 48 cartes qu’il reste. En tout, il y a donc 13 x 48 = 624 carrés possibles.
23.16 ¢) Il y a quatre couleurs. Comme il y a 13 cartes de chaque couleur, pour chacune de ces couleurs, il y a

13) 13x12x11x10x 9
5 =4 x

1
( 53> mains de cette couleur. En tout, il y a 4 x ( = 5 148 mains unicolores.

4
23.16 d) Calculons d’abord le nombre de mains ne contenant pas de roi. Il y en a ( 58> =1 712 304.

5 5

Le nombre de mains contenant au moins un roi est donc (52) — (48> =2 598 960 — 1 712 304 = 886 656.

23.16 ) On ajoute le nombre de mains ne contenant aucun roi et le nombre de mains qui en contiennent
exactement un.
e Pour les mains ne contenant qu’un roi : on a 4 choix pour le roi, il reste a choisir 4 cartes parmi les 48 cartes

qui ne sont pas des rois, ce qui donne 4 x <t = 778 320.

. .. 48
e Pour les mains ne contenant aucun roi, il y en’a

En tout, il y a (458) +4 x (448> =1 712 304 + 778 320 = 2 490 624 telles mains.

23.16 f) On a g = 4 facons de choisir les rois. A chacune de ces facons, il ya <;L> = 6 facons de choisir les

deux as. Au total, il y a <§> X (;L) = 24 fagons de choisir trois rois et deux as.

23.16 g) On a 13 facons de choisir la figure qui sera répétée 3 fois et 12 facons de choisir la figure qui sera répétée
2 fois. Ensuite, comme pour la question précédente, il y a 24 fagons d’obtenir un full avec ces deux figures choisies.

4 4
En tout 13 x 12 x (3) X (2> = 3 744 fulls possibles.
23.17 Ilya ntp facons de choisir les n éléments pour constituer un groupe de n éléments. A partir de
n

la, les p éléments restant constituent le groupe & p éléments.

On a donc (n + p) = (n + p) fagons de constituer ces deux groupes.
n p

23.18 b) On a (n) =——= l'n X (n—1) x -+ x (n—p+1). Ce produit est une expression polynomiale
p P

- ()
, . . n . , .
de degré p en n. Or, pour tout entier k, on a lim — = 0 par croissance comparée. Par somme, lim -2~ = 0.
n—oo 2™ n—oo 2™

Réponses et corrigés 257



Fidl 534 D2 ] I

24.10a). ..o
24.10b). ..o
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24.10¢) ... 75
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24.132) . 262
24.13b) ... 26°
13\ /4\ /12
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24.14 a) .
()6
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13\ [/4\ /4
2 )7 \2) "2
24.14 b) .. N
X X
(1))
24.15 .. (")
p

= n+ 2. On pouvait aussi utiliser la formule de symétrie des coefficients

Réponses
24.1 a) .................. 120 24.4 b) .............. @
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24.1C). .o 24.58). ..
24.5b) 720
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Corrigés
ny _ n! _n(n—1)
24.1D) Ona(Q) Axm—2) 2
n+2\ _ (n+2)!
24.1c) Ona +1) CEREE

binomiaux : pour tout 0 < k < n, on a (Z) = (

n

k) Ainsi, on a (n

n—+2
+1

)-(5)

241d) Ona n+3\ (n+3)! @nm+3)n+2)(n+1) m+3)(n+2)(n+1
~ nlx 3 3! B 6
5! 1 1
24.2 c) Onaﬁ 6x7 - 1
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() 1 4lx6l 11

Cette propriété est vraie de facon générale : pour tous k,n € N tels que 0 < k < n, on a

n—|—1>< ny (n+1
kL NE L R L

On peut faire un arbre ou chaque embranchement correspond & un choix. J’ai 2 choix de pantalons, 3

24.5 a)
choix de chemises et 4 choix de chapeaux. Au total, j’ai 2 x 3 x 4 = 24 choix.

24.5 b) C’est une permutation de 6 éléments : il y a 6! = 720 fagons différentes d’écouter les six chansons.

24.5 d) Chaque fléchette a 4 possibilités pour sa zone d’arrivée. Les 3 fléchettes sont différentes. On a donc

4* =64 tirages possibles différents.

24.6 a) Pour chaque roue, on a 10 possibilités. L’ordre compte et il peut y avoir des répétitions. Ainsi, au total,

il y a 10° possibilités.

24.6 b) L’ordre compte et il n’y a pas de répétition possible. On a donc 5 x 4 x 3 = 60 possibilités.

24.6 ¢) Pour chacun des huit chiffres qui manquent, on a 10 possibilités. L’ordre compte et il peut y avoir des

répétitions. On a donc 10% possibilités.

On peut réfléchir en pensant a un arbre : il y a 20 possibilités de choix pour 'arrivée du premier cheval ;

24.7 a)
puis (donc multiplication) 19 possibilités de choix pour 'arrivée du premier cheval; puis (donc multiplication) 18

possibilités de choix pour 'arrivée du troisieme cheval.

24.8 ¢) Je dois choisir une partie de cet ensemble de cing fromages. Comme le nombre de parties d’un ensemble

4 n élements est 27, j’ai 2° = 32 choix possibles.

24.9 a) J’ai 5 choix pour le fromage et 3 choix pour le dessert. Au total, j’ai 3 x 5 = 15 choix.

24.9 ¢) Je dois choisir une partie de cet ensemble de huit « choses & manger ». Comme le nombre de parties

d’un ensemble a n élements est 2", j’ai 2% = 256 choix possibles.

24.10 a) Une anagramme du mot « LAPIN », c’est une permutation des cinqg lettres de ce mot. Donc il y en a 5!
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Réponses et corrigés



24.10 ¢) Par rapport & la question précédente, il y a deux fois plus d’anagrammes du mot « CAROT1T2E » que
d’anagrammes du mot « CAROTTE ».

En effet, a chaque anagramme de cette question, par exemple « TARCOTE », correspondent deux anagrammes de la
question précédente, par exemple « T1ARCOT2E » et « T2ARCOT1E ».

24.11 Tracer un segment est équivalent & choisir les deux points qui en seront les extrémités. Cela revient a
choisir deux éléments parmi n car 'ordre du choix des points n’a pas d’importance.

—1
Il y a donc (Z) = % fagons de choisir deux points parmi les n, et autant de segments possibles.

24.12 Chaque sommet est relié & « presque » tous les autres par des diagonales : c’est le cas pour tous les
points sauf pour lui-méme et ses deux voisins. Chaque sommet a donc exactement n — 3 diagonales qui partent de
lui. Il y a donc en tout n(n — 3) diagonales.

(n-3)

n
Mais chaque diagonale a été comptée deux fois. Le nombre de diagonales est donc exactement 5

24.13 a) On n’a le choix que des deux premiéres lettres, les autres sont imposées « en miroir ».

Par exemple « AB-- » donne le seul et unique mot « ABBA » qui soit un palindrome.

Ainsi, il y a 26 x 26 palindromes possibles.

24.13 b) On n’a le choix que des trois premiéres lettres, les deux derniéres sont imposées « en miroir ».
Par exemple « ABC-- » donne le seul et unique mot « ABCBA » qui soit un palindrome.

Ainsi, il y a 26 x 26 x 26 palindromes possibles.

24.14 a) On choisit une hauteur parmi les 13 possibles (par exemple les rois), puis on choisit trois des quatre

cartes de cette hauteur (trois des quatre rois), puis on choisit deux autres hauteurs, différentes entre elles et de celle
déja choisie, parmi les 12 restantes (tout sauf les rois) et dans chaque hauteur (par exemple les sept et les deux),
on choisit une carte parmi les quatre.

24.14 b) On choisit deux hauteurs parmi les 13 possibles (par exemple les rois et les dix) puis on choisit deux des

quatre cartes de chaque hauteur (deux des quatre rois et deux des quatre dix) puis on choisit une autre hauteur
différente parmi les 11 restantes (tout sauf les rois et les dix) et on choisit une carte parmi les quatre.

24.15 Créer une telle suite strictement croissante u1 < uz < --- < up, c’est choisir p éléments distincts parmi

n et les ordonner par ordre strictement croissant. Comme il n’y a qu’une seule fagon de le faire, il y a ( ) telles
p
suites strictement croissantes.
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IF'iche n° 25. Généralités sur les probabilités|

Réponses
2 7 1
25.1a). X3 256a) i E 25.8d)...co %
25.1b) . 25 % 7 : :
Bb) = 25.98) ... —
25.1C) i 25.6b) E 2) 9
25.28). .. ........... (. —1)? 25.6C) i 25.9 1) 5
Ob) =
Pg, (R2) P(R)
25.2b). i (z —3)2 25.6 d Fa L
) + P (f2) P(Ra) 25.9C) e 1
25.2¢).. |(z— Dz + )" +1)| > 18
25.6€) .. z 3
25.2d)............. 2(z +6)2 ) E 25.9d) ... 3
9
1 25.78) i — 17
25.3 a) .................... E ]_0 25.9 e) .............. %
1
3 25.7h) i [ 1
25.3Db). .. 0 ) 2] 2500a).........coi E
1 P(R) +P(T)
25.3C) eieta e E 25.7¢)...... _P(RNT) 25.10 D). eeeeeeeeneenn, i
25.3 d L 25.7 d) L 33
. ) ................... TO I L O 10 25‘10 C) .................. T6
1 7
- 1
25.48) . i E 25.7€) i 10 2511 8) . eeeernerenn =
254 b) . 3% 25.7) o 2511 h) ..o
25.7g) v 9] 25a1¢) i
1
25.4 C) ............... 572 25.7 h) ..................... 25.12 a) ..................
25.71) i 25.12b) 00
25.4d)..... Pr(S5) P(T) (1]
+PT(S)P(T) 25.7J) ..................... 5 25.13 a) .............
2] 5
SEC) 832 25.7 k) .................... 5 25.13 b) ..................
25.58). i e
; 25.84) .. .. : 25.14a) .o
25.5b) ... E —— 25.14b)..................
9
o) P(C) 25.8D) . i 0 25.14¢). ...l
C
25.5¢)..... -
) +P&(J)P(O) 1 25.14 d) :
25.8C) i -0 AL D) 5
11
25.5d). ..o ' 25.15a)...............
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Corrigés

25.3 a) La somme des probabilités vaut 1.

253b)0na P(X <1)_P(X __§>+P(X_0) ..............................................................................
2536) ..... OnaP(X>3):P(X:3) ....................................................................................................
253d)ona P(X<0):P(:_3):110 ......................................................................................
254 . a) . Chaque paquet a 1 a méme p mbablh te (yétre ChOISl .....................................................................
25.41)  Sachant que le paquet contiont 32 cartes une seule carte porte le muméro 7.
25.4¢)  Sachant que lo paguet conient 52 cartes une seule cate porte e muméro .
25.40) On elise I ormule des probabilités totales ou une représentation avee wn arbre.
2546) ..... Ona2 ..... 312 +;512:82312 ...............................................................................................
25.5¢)  On utlise I ormule des probabilités totales ou une représentation avee wn arbre.
255d)ona 16(?0 X 1 +14(?0X;:3§ i_gQ :1; ..............................................................................
25.61)  Sachant quune boule rouge a été tire, il reste une bovle ouge et une boule noire dans Iume,
25.6¢)  Sachant qune boule noire 46 tire, i reste uniquement deus bores rouges dans Pume,
25.6) On tlise I ormule des probabilités totales ou une représentation avee wn arbre.
2566) ..... On a 7 X 7 + l X 1 : 7 .......................................................................................................

3 2 3 3
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25.7 a) Ily a une unique carte numérotée 7 dans le paquet de 10 cartes, donc en notant S I’événement « Tirer

- 1
un7»,P(S)f17P(S)f17E.

25.7 1)  Pour les tirages favorables :

e si la premiere carte tirée est un 1, il y a 9 cartes possibles pour la seconde;
e si la premiere carte tirée est un 2, il y a 8 cartes possibles pour la seconde;

e si la premiére carte tirée est un 8, il y a 1 carte possible pour la seconde;

e si la premiere carte tirée est un 9, il y a 0 carte possible pour la seconde.

9
1
Le nombre de tirages favorables est donc égal a 14+ ---+9 = Z k= 9 ><2 0.

k=1
25.7 j)  Toutes les cartes ont la méme probabilité d’étre tirées. On utilise donc un modeéle d’équiprobabilité.
45
Ainsi,onap= —.
, p 90
On aurait également pu remarquer que, lorsqu’on tire deux cartes, soit elles sont ordonnées par ordre croissant, soit
elles le sont par ordre décroissant et il y a autant de tirages dans un sens que dans I'autre.

25.7 k) Le nombre de tirages possibles est 17 x 16. En reprenant le calcul précédent, le nombre de tirages
16
favorables est Z k=

1 1 1
6 >2< 7. La probabilité vaut donc 5 On remarque qu’elle est indépendante du nombre de

k=1
cartes dans le paquet!

1 1 1 1 1 —2-2414+2 1
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V(X) = (—2+ i)Q x Ly (—1+ i>2
- 10 10 10

1 172
_ 0 -
X5+(+ )

10

2 2
1+i) xi+(2+i> ><i

10 10 10

192 42x9° 454117 +21° 361 +162+5+121+441 1090 109

102 x 10

A noter que les carrés se calculent relativement vite. Par exemple, on a

102 x 10

T 102x 10 102°

192 = (104 9)> = 10* + 2 x 10 x 9 + 9% = 100 + 180 + 81 = 361.

1
5
1 1_3+2_ 5
373 18 18
1 1 1 64+3+2 11
X —4+=-X=-= = —
2 373 18 18

25.9 d) En utilisant la loi de X déterminée précédemment et la définition de 'espérance, on trouve

11
E(X):lx—+2x3+3><

18

18 9

1 11+10+6 3

25.9 ¢) En utilisant la loi de X déterminée précédemment et la définition de la variance, on trouve

=
>
|

1145418 17
4%x18 36

—(1—§)2><1—1+(2—§)2><i+
2 18 2 18

—
w

|
N o
~——

(V)
X
O~

(2-3)%x 114+ (4—-3)* x5+ (6—3)* x 2

4 x 18

25.10 a) Comme ([X =-3/2],[X =0],[X = 1/3}) forme un systéme complet d’événements, on a

1
4

1
—l—i—i—p:l donc p

25.10 ¢c) D’aprés la définition de la variance, on a V(X) = (

25.11 a) Comme ([X = 1],[X =2],[X =3],[X

a+2a+3a+4a=1 donc a(l+2+3+4)=1 donc

= 4]) forme un systéme complet d’événements, on a

6 T 10x6
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25.11 ¢) D’apres la définition de la variance, on a

B .1 52 23 24 42 4

V(X)=(1-3) 10+(2 3) 1O+(3 3) 1O+(4 3) m 10+10+10—1
25.12 a) D’apres la linéarité de I'espérance, on a E(Y) = 3E(X) + 4
25.12 b) D’aprés les propriétés de la variance, on a V(Y) = 3% V(X)
25.13 a) D’aprés la linéarité de Despérance, on a E(Y) = — E();) +2
12 ...........................................................
25.13 b) D’apres les propriétés de la variance, on a V(YY) = (75) V(X)
25.14 a) D’apres la linéarité de I’espérance, on a E(Y) = 10E(X) —3 =10 x % -3

6 6 4 6 4 12

6 6
2 49\ 1/6x7x13
(E k—7§ k:+6><4>—6( 5 —7x
k= k=1
X

13_3><72+49 56 49  —1124 147
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25.17 a) D’apres la linéarité de l'espérance, on a

25.19 b) La fonction f est une fonction trinéme dont le coefficient dominant vaut 1. La fonction f atteint donc
—2E(X)

son minimum en xro = —

25.20 b) Comme X1, ..., X, sont indépendantes, d’aprés les propriétés de la variance, on a

—_
3
S
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Ficl 56 2 e aloi b I

Réponses
224 + 52® — 322 26.6 ) @ 1
Gc) 26.12d)................ —
26.1a).... SRR ) 20
1
5 oo 3 26.78). .. ... 5, = 26.134) . ... [0]
26.1 b) T 22 + 2x 2
B +32% — 4z +4 26.13b) ...
1
4I4 + 16173 4 5172 26'7 b) ----------- (37 6) 26.14 a) ............. @(0,9)
26.1 c) ey
T . 26.14b).......... (105 0,9)
26.1d).... |2 — 6% — 32+ 2] . (6’ 4) 26.14¢) ...l (0,1)1°
26.2a)...... (20-3)(20+3)]  26.8a)........o mon]  eady 0% (01
6.2 D ] 268D non ’
. ) ............. ( T + ) ; 26.14 e)’ ’45X(0,9)2X(071)8‘
26.2 ........ -1 -9 26.8 C) ............... (n, )
) (@ V(-2 6 26.14 1) ...oooveeen.. (0,9)°
26.2d)...... z(z+3)(z—1) 1
| ‘ 26.8d).............. (n 2) 26.148) . .....oooinn (0,9)
26.3 ... M) 26.141) . oo 9]
3
26.4a).............. (1—p)" 26.9a)............... (47 8) 26.140) ...
26.4b) ... p" 26.9D) . it on 26.14)......... 2(10; 0,99)
26.4¢)......... ap(1 — )" 26.10a) ... ...oeii. 26.14K)..................
- 26.10b)................. 3 10
26.4 d) ......... np 1(1 - p) ) b 26.15 a) .............. <5)
26.10¢C)....oovnnn.n. 3np+1 8
eo [
) 2 26.10d)............. 5np — 2 5\ 10
26.15b) ......... 1— (8)
1 _
26.4 1) n(n2 )pn_g(1 _p)? 26.11a)........... np(1 — p) -
o 2611b) op(1-p)|  26.15¢)...... 1—7x (2)
n
26.52) . ..., <k) o 26.11¢).......... 9rp(1 —p) =
1-7x(3)
26.5b). ... [0] 26.11d)......... 25np(1 — p) 26.15d)....... T
26.5 ¢) [0] 50 it
26.128).. ... 3 26.16 1) [
1 A6 a). ..o —
26.5d). ... "2“; - 4
26.12Db) ... | 26.16Db) ... [0]
6
26.68). .. ... @ o=
26.12 ¢) 125 26.17a)............ 5
26.6b). ... () B A 9 n
26.17Db) ... oui
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n  2vna’
X 1 [

0) 1 ]X 1 26.17¢)........ 10,34, 0,54

26.174d) ..
E+2\/na

Corrigés

26.1 a) Soit z € R. On a
(2 +3z+1)(22° —z—2) =22" —2® — 22" + 62° —32° — 62+ 2% — 2 —2=22" +52° — 3% — T — 2.

26.2 ¢) L’expression z? — 3z 4 2 est une expression polynomiale du second degré. Le discriminant associé vaut

—3)2 -4 x1x2=1 et les racines associées sont leet M:
(=3) 2x1 2x1

2.

s onarex 0= (D)3 0~ ()@@ - (G- ()

0)2n 2n n/)2n 2n
26.5 ¢) De méme, ona P(X =k) = ny L et P(X =n—k)= nyL_(m) L d’apres la propriété de
: ’ = k) - “\n-k)or T k)2 TEPTE R PIOP

symétrie des coefficients binomiaux, donc P(X = k) —P(X =n—k) =0

2n 2n

donc P(X <1) =P{X =0}U{X =1}) =P(X =0) + P(X = 1) = (”)1+<”>1= Ltn

k n—k
26.6 a) Pour tout k € [0,n], on a P(X = k) = (n) (1) (1 — l) . En particulier, pour £ = 0, on a

n 1\0%/3\n0 3\ " 3n . . .
P(X=0)= 0 (1) (Z) =1x1x (Z) = —. On procede de méme dans les calculs suivants.
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26.7 a) On peut considérer le lancer d’une piéce de monnaie comme une épreuve de Bernoulli (expérience a

deux issues : succes et échec), dans laquelle I’événement « obtenir pile » représente le succes. Puisque la variable
aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on répete indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale.

1 1
L’épreuve étant répétée 5 fois et la probabilité d’un succes étant 3 X suit la loi binomiale de parametre (5, 5).

26.7 b) On peut considérer le lancer d'un dé & six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle 1’évé-

nement « obtenir 1 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on
répete indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée 3 fois et la probabilité

1 1
d’un succes étant 5 X suit la loi binomiale de parameétre (3, 6)

26.7 ¢) On peut considérer le tirage d’'une boule de l'urne comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle

I’événement « obtenir une boule bleue » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de

1
succes lorsqu’on répeéte 6 fois I’expérience, elle suit la loi binomiale de parameétre (6, Z)

26.8 ¢) On peut considérer le lancer d'un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle 1’évé-

nement « obtenir 6 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on
répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée n fois et la probabilité

1 1
d’un succes étant 5 X suit la loi binomiale de parametre (n, 6)

26.8 d) On peut considérer le lancer d’un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle 1'événe-

ment « obtenir un nombre pair » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes

lorsqu’on répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée n fois et la
el ., 3 1 . S . N 1

probabilité d’un succes étant 6= 2 X suit la loi binomiale de parametre (n, 5)

26.9 b) Intuitivement : les tirages n’étant ici plus indépendants, X ne représente pas le nombre de succes lors
de la répétition indépendante d’'une méme épreuve de Bernoulli et donc X ne suit pas une loi binomiale.

26.10 b) D’apres le cours, pour tout a € R, on a E(aX) = aE(X). On a donc E(3X) = 3E(X) = 3np.

26.11 b) D’aprés le cours, pour tout a € R, on a V(aX) = a® V(X). On a donc V(3X) = 9V(X) = 9Inp(1 — p).
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26.12 a) On peut considérer le lancer d’un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, pour laquelle I’évé-

nement « obtenir 1 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on
répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée 100 fois et la probabilité

d’un succes étant é, X suit la loi binomiale de parametre (100, %) On a donc E(X) = % = ?
26.12 b) D’aprés les propriétés de lespérance, on a E(Y) = L E(X) = L X 100 _1
P prop P ’ 100 100" 6 6

26.12 d) D’apreés les propriétés de la variance, on a V(YY) = 10102 (X) = 10102 % 3 6500 = 7710
1
26.13 a) D’apreés les propriétés de lespérance, on a E(Y) = a0 )(E(X) —np) =0 car E(X) =np
np{l—p

26.14 a) Puisque la variable aléatoire X; ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, sa loi est la loi de Bernoulli de
parametre P(X; =1) =p=0,9.

26.14 b) La variable aléatoire X est la somme de 10 variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre
p =0,9. Donc, X suit la loi binomiale de paramétre (10; 0,9).

26.14 i) Pour j € {1,2}, on note A; I'événement : « le j-iéme relecteur a corrigé la premiére erreur ». Les

événements A; et A2 sont indépendants, donc leurs contraires A; et A2 le sont aussi. On a ainsi

P(X; = 0) = P(4; N 43) = P(4;) P(43) = 0,1 x 0,1 = 0,01.

26.14 j) La variable aléatoire X est la somme de 10 variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre
p = 0,99, donc X suit la loi binomiale de parameétre (10; 0,99).
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26.15 c¢) Les événements {X > 2} et {X < 1} étant contraires, on a P(X > 2) =1 — P(X < 1). Or, I’événement
{X < 1} est la réunion des deux événements incompatibles {X = 0} et {X = 1}. On a donc

PX<1)=P{X=0U{X=1}) =P(X=0)+P(X =1)

=" (V)@ Q) =)+ RE) =) () =)
Done, P(X >2) =17 x (7)10.

10
PU{X>2}n{X >1 P(X>2) 1-7x(2
26.15 d) On a P(xs1)(X >2) = LU P()i>{1) }):PEX> ) (8?) .

26.16 a) Pour commencer, il faut montrer que X suit la loi £ (n, 7). Puis, on en déduit que E(X) =

26.16 b) Puisque chacune des X bonnes réponses rapporte 3 points et chacune des n — X mauvaises réponses

retire 1 point, la note est N =3 x X — 1 X (n — X) =4X — n. Donc, E(N) :4E(X)—n:4% —n=0.

26.17 a) On a E(X) =np et V(X) = np(1 — p). D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

P( s —p‘ > 6) = P(|X —np| > nd) < np((ig;p) - p(}u;p) '

1
26.17 b) La fonction polyndéme du second degré ¢ — ¢(1 —t) atteint son maximum en « », qui ici vaut 5 et

) 2a
pour lequel elle vaut 1

X 1
26.17 ¢) D’apres ce qui précede, pour que I'inégalité P(’ — — p‘ > 5) < « soit vraie, il suffit d’avoir ———=
n
1

Or, d’apres le résultat admis, cela est réalisé si on a o2
n

< a, c’est-a-dire si 5% > P
1
2¢/na’

On peut donc choisir § =

X 1 X 1
26.17 d) D’apres ce qui précede, onaP(‘ —p‘ > ) < a, donc onaP(‘ —p’ < ) >1—a.
n 2v/na n
Or, on a
X 1 X 1 X 1 X 1
7 < = T ayma <P<

1
— = ——<p-—=X< = .
vna 2v/na p n 2/ na n 2/ na n + 2/na

220 = 0,44, a = 0,05 et ! L = 0,1. L’intervalle

2v/na 24/25

X
26.17 e) Avec les données numériques, on a ici — = =00
n

I obtenu a la question précédente est donc I'intervalle ]0,34 , 0,54[.
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IF'iche n° 27. Droites dans |’espace]

Réponses
2T
3"—-1
27.1b) ... 3 x
2
4n+1 -1
27.1¢C) i
3
entl —1
27.1d).............
) e—1
27.28) ... —1,7]

27.5D) i
27.68). i
27.6b) ...
27.78) i
27.7b). (0,—1,1)
27.82) . ... (—1,-3)
27.8Db) .o
27.98) ...
27.9Db) o non
27.9¢C). i (5,2)
27.10a). ..o non
27.10b) ... oui
27.10C) e oui

27.12€) ot
27.13a). ...
27.13b) ...

C’est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 entre les rangs 1 et n : on a

n n—1
23’“ = 323’“ =3x
k=1 k=0

3’n

-1
B .

27.2b) .. |]—00,—3]U[2, +o0]|
27.2C) i [—4, 10]
27.3a) . i non
27.3D) i oui
27.3C) i oui
27.3d) .. non
27.83€) i oui
274 a). oui
27.4Db) . non
27.58) i oui
Corrigés

27.1 a)

27.1 b)

27.1 ¢)

Observons que 22k — 4k pour tout entier k. On calcule donc la somme des termes d’une suite géométrique

de raison 4 entre les rangs 0 et n.

27.1d) On calcule donc la somme des termes d’une suite géométrique de raison e entre les rangs 0 et n.
27.2a) On aleséquivalences : [t —3| <4 < —-4<2—-3<4 < —-1<z<7
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27.3 a) Ces deux vecteurs étant non nuls, ¥ et U sont colinéaires si et seulement s’il existe un réel A tel que

U = AU, ce qui signifie 2=\ x (—=1),4 =X x 3 et —6 = A x 2. Comme ll #* %, un tel nombre réel A ne peut pas

exister.

27.4 a) Les vecteurs @ et U n’étant pas colinéaires, les vecteurs @, U et W sont coplanaires si et seulement s’il

existe deux réels o et B vérifiant W = oW + S, ce qui donne un systéme de trois équations & deux inconnues :

a— =0
2+ p=3
a+28=3.
Ici, il y a une solution évidente o = 8 = 1.
—2a+p=1
27.4 b) Le systéme a résoudre s’écrit a+ B =1 . Les deux premieres équations donnent « =0 et 5 =1,
3a+8=-3

or le couple (0,1) ne vérifie pas la troisitme équation. Il n’y a donc pas de solution au systéme considéré.

7 19 L, .
27.5a) Onaw= 51_[ — ?U' Donc, les vecteurs considérés sont coplanaires.
a— =0
27.6 a) Toujours la méme démarche : le systéme a résoudre s’écrit ¢ 2a + S = 3 . Les deux premiéres équations
a+28=m

donnent @ = 8 = 1; d’ou, en reportant dans la troisiéme, m = 3.

27.6 b) On trouve comme ci-dessus @ = —2% + 37 pour m = 7.

27.8 a) On cherche (a,b) de telle sorte que le vecteurs AC soit colinéaire au vecteur E?:, c’est-a-dire qu’on

a—1 2
cherche un scalaire A tel que [ b+2 | = A[ 1], ce qui donne A = —1 puisa = —1et b= —3.
—1 1

27.8 b) On cherche z de telle sorte que les vecteurs AB et EF soient colinéaires, ce qui est réalisé si, et seulement
si,ﬁz—?ﬁetxz?.

27.9 ¢) 1 suffit de regarder la colinéarité des vecteurs BC et BD.
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27.10 a) Pour commencer, remarquons que les vecteurs AB et SAC ne sont pas colinéaires.

On cherche (a, 8) vérifiant AD = oAB + BA_d : ce systéme n’admet pas de solution.

27.10 ¢) On trouve AD = gA_ﬁ - gA_d

27.11 On cherche a, 8 vérifiant AD = oAB + Bm. Les deux derniéres équations permettent de trouver « et
B, d’out 'unique valeur de a convenable en reportant dans la premiére équation.

1 0
27.12 a) Une représentation paramétrique de la droite est A (2) + tk <0> , ce qui donne le point C pour ¢t = 1.

3 1
1 N 0

27.12 b) Une représentation paramétrique de la droite est A| 2 | +¢k | 0 ], ce qui donne le point C pour ¢ = 1.
3 1

27.13 ¢) La relation AD = t3 impose 1+t =1 et 6 — 2t = 5; comme ces deux équations sont incompatibles,

aucun x ne peut convenir.

27.13 d) Si AE = tu, alorsona ¢ > =6 — 2t . Les deux premiéres équations entrainent (1 +t)2 =6—2t,d’ou
y=-3+1
t=1out= —5.Pourt=1on trouve z =2 et y = —2, pour t = —5 on trouve x = —4 et y = —8.

27.14 a) La premicre droite est décrite par la représentation paramétrique A+, la seconde par B+s%. Chercher
leur intersection c’est chercher (s,t) vérifiant

1+t=2+s

6—-2t=6+s

—3+t=-2—s.
Or, ce systeme de trois équations a deux inconnues n’a pas de solution, ce qui signifie concrétement que les droites
ne se coupent pas : elles ne sont pas coplanaires.

27.14 b) On cherche (s,t) vérifiant 14t=11+s

6—2t=10
—34+t=T7T+s,
ce qui donne t = —2 et s = —12. On calcule ensuite les coordonnées du point d’intersection.
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IF'iche n° 28. Produit scalaire dans I’espace|

Réponses

11

28.108) oot =

6

28,1 D) et i

3

10

28.1C) i —

c) 3

7 1

28.1 ). 3+ 5\/5
28.2 8) ..
28.2 D).
28.2C) i
28.2.d) .t
28.3 ) i non
28.3 D) i oui
28.83 C) it non
28.3 ). oui
28.3 ) it oui
28.3 f) o oui
2804 8) i non
28.4D) ot
2804 C) i oui
28,4 d) . oui
28.4€) it oui
28,4 f) o oui
28.5 8) . {—2}
28.5 D) i {-1,1}
28.68) ..o {-5,0}
28.6D) .. {—5— \/37,—5+\/31}
28.78) . i 67w —2|7|

28.7D) .o 6|w|> 7>+ 7@
28.7¢C) ..o 67> =3 |@B|)*+77-@
—>2 —> 12
28.7d) o o i =
28.84a). ... ........... 1T+ 4@ +47-@
—12 —> 12 —> >
28.8Db) ... 97"+ W) -6V -w
28.8¢C)............ AT+ 3D +4V3T T
28.8d)........... 47| + 5@ - 457 - @
28.98) ... —48
28.9 D). —54
28.9C) i —14
28.9 d) ..t
28.9€) .t
289 F) i
28.10a) . ..o 20 —y+2:-11=0|
28.10b) ... 20 —y+2:-10=0|
28.10C) .o 52+ 6y +14=0]
28,11 .. )
28.128) i non
2812 D). oui
28.12 C) i non
2812 d) . non
28.12€) . oui
28.12f) oo non
-2
2813 8) ... 2
1
r=3-2t
28.13b) ... y=2t ,teR
z=2+t
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28.13¢C) oo —2z + 2y + 2 — 14 =0 28.17a) oo AM, = [tV + 52 + &2
2813 d) ... H(-1,4,4) i+ bya + con +d
28.17Db) . ..., -
a? +b? + 2
2813 €) ..t 45
28.148) oot [0+2y—2-2=0] 2817c)................. laza + bya + cza +d|
vaZ + b2+ 2
4 5 8
28.14Db). ... H(-,=, -
) <3,3,3> 28.18 ) ..\t BP x BH
=] 2818 Db) .. -6
28.14 3 ) 2
AAC) 3 2818 C) .ttt
2815 ). .o 22 -6t +9| 2818 q) V6
................................... :
2t —3
28.15Db) ...
/30
22 — 6t +9 2818 €) ..\t PF = Y=
3v2
28.15 C) .................................. T =4 — 92t
28.19a) ...t y=2+t ,teR
r=2+1 2=2+t
28.16a)................. y=4-3t ,teR
=2
= 28.19 D) ..t g
55
28.16 D). ... H(l) 52
22 28,19 C) ot 5v2
28.16 ¢) 1
. L —_—
L2 |
Corrigés
2.1 1_6.3 . 2_1
28.1a) OnaP(l)=1"+-x1+ _6+6+6_6.
1 1 48 —6 1 43
.1 P(—4) = (-4 + 2 x (D=4 24 - =2
28.1b) Ona P(—4) = )+2><( )+3 3+3+3 3
3 (3\2 1 3 1 9 3 1 12 1 1 10
219 OnaP(3)=(3) +3x5t5=3titz-1t5-3t5-3
28.1d) OnaP(v2)=(vV2) +2v2+s=2+42+iv2=tt2v2
’ N 2 3 3 2773 2°7
28.2a) Onawu =uo+0+1=5.
28.2b) Onawus=u1+1+1=7 dottuz =us+2+1=10.
28.2¢c) Onawvi=v+0=4,dotvs=vi+1=5etvg=v2+2=7.
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28.4 a) Remarquons pour commencer que V2 x V3 =16et qu’ainsi V2 x V6 =2v3 et V3 x V6 =3V2.
Ona @b =4x(-2)+ (—V6) x (V3+v6) +3v2x (1-3V2) = -8 - 3v2 6+ 3v2 — 18 = —32.

On a montré que @ - b # 0 donc que @ et b ne sont pas orthogonaux.

28.4¢c) Onad-d=[1x(-2V3)]+ [(-V6) x (3—Vv2)] + [3v2 x (V3 + V6)]
= [-8V3] + [-3V6 + V6 x V2] + [3v2 x V3 +3v2 x VE]
= [-8V3] + [-3V6 +2v3] + [3v6 + 6v3] =0.

28.4d) Onab-@=-2x2+(V3+V6) x vV3+ (1-3v2) x1=-4+3+3V2+1-3V/2=0.

28.4¢) Onalb-d=[-2x(-2V3)] + [(V3+V6) x (3-v2)] + [(1-3v2) x (V3+ V6)]
= [4V3] + [3vB = VB x V2 +3v6 — V6 x V2] + [VB+ V6 — 3v2 x V3 - 3V2 x V6]
= [4V3] + [3v3 = V6 +3v6 —2v3] + [V3+ V6 - 3V6 - 6V3] = 0.

28.62a) Ona T -W=4t+t+t>=t>+5t=1t(t+5), donc T+ @ = 0 si, et seulement si, t =0 ou t = —5.
28.6 b) Ona Vi = (t—1)(t+1)+(t+2)*—(t—3)° = t°+10t—6 = (t+5)° —31 = (t + 5 — V31) (t + 5 + V/31),
donc ¥+ @ = 0 si, et seulement si, t = —5 — V31 ou t = —5 + V/31.

N
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28.10 a) Soit M(z,y, z) un point de l’espace. Les assertions suivantes sont équivalentes :

e M appartient & P. e AM-7 =0.
z—2 2
_ . e 2(x —2)—(y—5)+2(z—6)=0.
e AM|{y—5] et m| —1 | sont orthogonaux. (@=2)-(y-5) (= -6)
2—6 2 e 2z —y+22—-11=0.

On a montré que P admet pour équation 2z —y + 2z — 11 = 0.

28.10 b) Le plan P admet 7 pour vecteur normal donc P admet une équation de la forme 2z —y + 2z +d =0
avec d réel. De plus, A(1,—2,3) appartient & P donc 2 x 1 — (=2) +2 x 3+ d = 0 donc d = —10.
Le plan P admet pour équation 2x — y + 2z — 10 = 0.

1+2x2+4+3=238, 140-2x2+3=0, 1+40+2x2-5=0, 1+2x2-5=0.
On en déduit que la réponse @ n’est pas I’équation d’un plan passant par A.
Les plans dont les équations sont les réponses @, @ et @ admettent respectivement pour vecteurs normaux :

1 1 1 1
n_g< 1 > , Mo <1> et nq (0) . Le vecteur nyp est le seul de ces vecteurs qui soit colinéaire & ﬁ?:( 1 ) .
2

— 2 2 -2

La seule réponse correcte est donc la réponse @
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1 2 1 1
28.12 a) Les plans P, P2, P3 et P4 admettent respectivement ny (1) , o <—1> , 3 (—2) , (2) pour vecteurs
1 0 1 1
normaux . On a ainsi 77«75 = 1 x 2+ 1 x (—1) + 1 x 0 = 1. Les vecteurs n7 et 73 ne sont pas orthogonaux donc
les plans P; et P2 ne sont pas perpendiculaires. On procede de fagon identique pour les questions suivantes.

-2 r—3
28.13 b) Soit M(z,y, z) un point de l'espace. M appartient a (BC) si, et seulement si, B—C>< 2 ) et ]ﬁ/f(y — 0>

1 z—2
r—3=-2t r=3—-2t
sont colinéaires, c’est-a-dire si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que < y = 2¢ , C'est-a-~dire  y = 2¢
z—2= z=2+1

28.13 ¢) Soit M(z,y, z) un point de I’espace. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e M appartient a P. e AM.BC=0.
z—3 -2
. — —2(x—-3)+2(y—4)+2—-12=0.
e AM| y—4 | et BC| 2 | sont orthogonaux. ° (2 ) & )2
2 —12 1 o —2x+2y+2z—14=0.

On a montré que P admet pour équation —2x + 2y + z — 14 = 0.

28.13 d) Le point H appartient a (BC) donc il existe un réel ¢ tel que ses coordonnées soient H(3 — 2¢,2t,2 + t).
De plus, H appartient & P donc —2(3 — 2t) +2 x 2t + 2+t — 14 = 0. On en déduit que t = 2 et H(—1,4,4).

1
28.14 a) Le vecteur ﬁ’( 2 ) est un vecteur directeur de d et un vecteur normal & P, on en déduit que P admet
-1
une équation de la forme = + 2y — z + d = 0. De plus, P passe par A(5,0,3) donc 54+2x0—-34+d=0et d=—2.
Le plan P admet = + 2y — z — 2 = 0 pour équation.

28.14 b) Le point H appartient & d donc il existe un réel ¢ tel que H(3 +¢,5+ 2¢,1 — t). Le point H appartient &

P donc 3+t+2(5+2t) — (1 —t) —2=0. On en déduit quet:—g et que H(%,g,g)

4 2 /5 2 /8 2 147 73
. AH: _ — _ = _ — = _—
28.14¢c) On a \/(3 5) +(3 O) +(3 3) \/? v

_ 4 —6 _ 2t —3
2V/2UZ —6t+9 V22 —6t+9

28.15 b) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout réel ¢, on a f’(t)

3
28.15 ¢) En étudiant le signe de f’, on montre que f admet un minimum en ¢ = 7

- 3y _ 3v2 3v2
Ce minimum vaut f(§> =3 5

. La distance de A a d est donc égale a
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1
28.16 a) Le plan P admet pour vecteur normal ﬁ(—?)). La droite (AH) passe par A et admet pour vecteur
2
r=2+4+1
directeur 7, on en déduit une représentation paramétrique de (AH) : { y =4 -3t , te€R.
z =2t

28.16 b) D’apres la question précédente, il existe un réel ¢ tel que H(2 + ¢,4 — 3¢, 2t). De plus, H appartient a P

2 2’2’

donc2+1573(473t)+2><21€Jr3:0d’01‘1t:letH(§ 5 1).

28.17a) On a AM,; = \/(a:A +at —za)? + (ya + bt —ya)® + (za 4+t —z4)* = \/(at)2 + (bt)® + (ct)?

=/(a? + b2 + 2)t? = [t|]\/a? + b% + 2.
28.17 b) Les propositions suivantes sont équivalentes :
_axa +bya+czat+d

o M, (za + at,ya + bt, za + ct) appartient & P; On a ainsi tyg =
a2 + b2 + ¢2

o a(xza +at) +b(ya + bt) + c(za +ct) +d = 0;
° (a2—|—62+02)t+aacA—|—byA+czA+d:O.

28.17 ¢) La distance de A a P est : AMy,, = ‘_axA —’;byA;_ CZ2A + d’\/aQ +b24c2 = |aza + bya + cza + d'.
a?+b2+c /a2 ¥ b2 + 2

28.18 b) Dans le triangle DAB rectangle en A, on a BA® + AD? = BD?, d’ott BD? = 5.

Dans le triangle DHB rectangle en D, on a BD? + DH? = BH?, d’ott BH? = 6 et BH = v/6.

28.19 b) Le plan P perpendiculaire & (BC) et passant par A admet BC pour vecteur directeur, on en déduit que
P admet pour équation cartésienne : —2z +y + z = 0.
En utilisant la représentation paramétrique de (BC) et 1’équation cartésienne de P, on obtient les coordonnées du
8 8 8 5V 3
313 §) On en déduit AH = Tf

5v/3 o o . .
28.19¢) OnaBC=+6et AH = 5 On en déduit que l'aire de ABC est égale & ———— = ——.

projeté orthogonal H de A sur (BC) : H(
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IF'iche n° 29. Plans et spheres dans ’espace]

Réponses

20.18) 0
291 D). i
290.1C) it {M(9,-21)}
29.28) ... ]—oo,—l[U-g,+oo
20.2 D). }—3, g _
20.2C) i [;5
20.38) .. . A(3,0,0)
29.3 D) e A(0,4,0)
20.3C) 00t A(6,0,0)
20.3d).. . A(18,0,0)
29.48). ..o T =
2004 D). . Z =

1
205 8) .. |2
0
0
20.5b) .. nl 1
-3
1
29,5 C) e n|o0
0
1
20.5d) .. nl 1
-2
2006 8). ... z =
20.6 D). .. y =
20.6 C) ..ttt

29.6 d) ..t

1
29.7 a) i | -1

1

2

3
29.7b) | O

3

1
20.84) ... .. 30 — 2y + 42 = —13]
20.8b) ...t 20 —y+32=-9]
20.9a) ... 3z —2y+22= 7|
29.9b) ... |z —2y+4z=—15]

20.10 C)..uintite e
2911 oo z+z+zz1
20,12 8). i x=-1
29.12Db) ..o T—y=
29.138) i {1(0,3,-3)}
11 1
I3V (2]
20,13 C) it
1
STV ((2.22)]
2014 D). o (d)
0
29.15a). ... A(1,-1,0) et T| 0
1
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0 20.19a). ... ... 9(0,0,0) et R = 2]
29.15b) ... A(2,0,—1) et T| 1
0 2919 b) .
0 29.19C) ... Q(~1,2,3) et R=+13
29.15 C) .................. A(—l, 170) et U 0 1 3 1
29.20a)................ =2 -2 =2
1 9.20 a) (2,2, 2)etR
N 3 29.20b) .......... ’Q(Cos(a),sin(a), 0) et R= 2‘
20.162)................. A(—6,12,0), 7 [ —1
1 29.213)...’x2+y2+22—2x—4y—22+520‘
N 1 T =141
20.16b)................... A(9,-3,0), @ g 29.21b). ... y =1-1 ontdécit R
z=1+3t
3
I 9 13 5
20.16C) ..o A(3,4,0),w | 4 29.21¢)........ Mi(1.1.1) et Mo [ —. =2 =
5 ) 1L LD et Ma{ 7 990 33
2 " 29.22 8) ..
29.16(31) ....................... Al2 ,U 27 15 \/é
29.22b) ... M=, 2,14 <=
0 5 ) (2, 51+ )
29.17 a) .......................... A(27 —1, —1) 29.23 a) ....................... ’ {M(—4, 52’ 34)} ‘
2907 b). oo A(Z, 0 ;) la droite définie par A(—72, —42,0)
5
29.17C) v A(25,—4,1) 2020 et dirigée par le vecteur o le
29-183)--’$2+92+22*2$*4y*62*35:0‘ 2024 8) ...
29.18b)... (2% +97 +2° — 20 +4y —2:+2=0|  29.24b). ... [{AG, 6, -25)}
Corrigés

A . R - . . - . 3
29.2 a) Un trinéme est du signe de « a » a Uextérieur de 'intervalle des racines! Et ici, les racines sont 5 et —1.

29.2 b) Ici, le coefficient « a » vaut —2.

4 . — v > — - 433"'21/_22:0
29.8 a) On détermine un vecteur 72 [ y | orthogonal & ¥ et v. Les nombres z, y, z vérifient dy+2 0’
Y z =
z
. =3
ce qui donne 4 1 - On cherche un (seul) vecteur normal, on choisit donc par exemple z = 4, ce qui donne
y=—5z
r = 3 et y = —2. Ainsi, une équation du plan est de la forme 3x — 2y 4+ 4z = d. Puis, on détermine d en écrivant

que A appartient au plan.
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x

29.8 b) On détermine un vecteur 7 | y | orthogonal & ¥ et ¥. Les nombres z,y, z vérifient {
z

ce qui donne x = —2y avec la seconde équation, d’oit z = —x — 5y = —3y. On cherche un (seul) vecteur normal : on

choisit par exemple y = —1, ce qui donne x = 2 et z = 3; donc, une équation du plan est de la forme 2x —y+32z = d.

Puis, on détermine d en écrivant que A appartient au plan.

r+by+2z2=0
2x + 4y =0’

dr+ y—52=0 {4:76— Yy =52
do

29.9 a) On proceéde comme précédemment. On trouve le systéme , .
20 — 2y — 52 =0 2¢ — 2y = 5z

En choisissant z = 2, on trouve ’équation 3x — 2y + 2z = d pour le plan. On détermine d en utilisant le point A.

- S o i, 20 +3y+ z=0
29.9 b) On détermine un vecteur 7 | y | orthogonal & w et U, ainsi x, y, z vérifient , ce qu’on
)8 448y +32=0
- o J2r+ z=3y 1 -
choisit de réécrire , dott z = —2y et x = —=y. On cherche un (seul) vecteur normal : on choisit
4z + 3z = —8y 2

par exemple y = —2, ce qui donne x = 1 et z = 4; donc, une équation du plan est de la forme = — 2y + 4z = d.
Puis, on détermine d en écrivant que A appartient au plan.

2
29.12 b) Ce plan passe par (3,0, —3) et est orthogonal & Kﬁ(—Q).
0
29.13 a) Une représentation paramétrique de la droite est donnée par A + A%. La droite et le plan ont un point
d’intersection si, et seulement si, ’équation (1 + A) + 2(2 — A) = 6 admet une solution, ce qui est le cas ici (pour
1+Ax1
A = —1). On en déduit les coordonnées du point d’intersection | 2+ X x (—1)
—14+Ax2

2
29.13 ¢) Le point A n’appartient pas au plan mais la droite est parallele au plan; en effet le vecteur 7[( 0 ),

-1
qui est un vecteur normal au plan, est orthogonal au vecteur . Ainsi, la droite est strictement paralléle au plan.

2

29.14 b) La encore, le vecteur directeur de la droite (d) est orthogonal au vecteur m | 0 |, donc la droite est
-3

parallele au plan. Mais, ici, le point A appartient au plan, donc la droite est toute entiére incluse dans le plan.
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0
29.15 a) Il suffit de se représenter la position de ces deux plans : ils sont tous deux paralléles au vecteur k (O) .
1

r+y—22=6
29.16 a) L’intersection de ces deux plans est une droite, dont les points vérifient { Y n 19” qu’on écrit
Y z =

T =—6+3z
plutot { 19 . Comme il n’y a aucune condition sur z, on obtient la droite donnée par la représentation
y=12-2

—6 3
paramétrique A ( 12) + 2 (—1) .
0 1

r+y—22=06
29.16 b) L’intersection de ces deux plans est une droite, dont les points vérifient { Y N 19 et donc, apres
rT—y z=

T =9+ 1z 9 1
calcul, 2 3 - On obtient la droite donnée par la représentation paramétrique A| —3 | + zu|3]).

y:73+§z 0

r+y=1

29.17 a) La deuxiéme équation est trés pratique, on est donc ramené a <  — y = 3 dont la résolution est aisée.

29.17 ¢) Foin de substitutions hasardeuses! Eliminons z par différence entre les deux premitres équations : on
r+2y—32==6
obtient 3y —2z =4 . Les deux derniéres lignes permettent de déterminer y et z ; on déduit = avec la premiere.
y+4z=-1

29.18 a) On rappelle que la sphére de centre 2 et de rayon R est ’ensemble des points M vérifiant QM = R.
On en obtient une équation cartésienne en écrivant QM = R?, c’est-a-dire (z — 1)® + (y — 2)° + (2 — 3)* = 49.

26.20 2 o o 5 2 2 N2 11 5
.20a) Onaz”+y +=z —x—3y—|—z—170<:> z—=) +ly—z) +lz+= +——170.

29.21 ¢) Les points d’intersection sont déterminés par les éventuelles solutions de 1'équation
A+t —2004+t)+ (1 -t =41 —t) + (1+3t)> =21 +3t) +5=0

d’inconnue t, dont les solutions sont t = 0 et t = TR

29.23 b) La troisiéme équation vérifie E5 = E1 + 2E», elle ne sert donc a rien. On se retrouve donc & déterminer
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I'intersection de deux plans non paralleles, ce qui donne une droite.
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