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Merci & E.-J. Sims, E. Sebert-C., P. Stienne et G. Frangois qui m’ont fourni une aide précieuse

Ch 2 : Fonctions usuelles
Partie 3 : Les fonctions puissances

1 Puissance entiére

Définition (Fonction puissance a exposant entier).

On définit : Ve e R VneN* 2" =xxz X - Xz
N————

La fonction x — z™ est donc définie sur R

Propriétés. Vo,y e R, Vn,m € N

1. 29=1

2. Vn,m € N¥ "t = g™ x g™

1 1
3. Pourz #0, 27! = = donc o™ = —
x

5. Pour y # 0, x—n = (:c)
Yy Yy

6. (z")" = "™

:E’I’L
I.n
et Vn,m €N, x = gm 7. Ordre des puissances entiéres d’un réel positif
b oy = (g Pour [ €] o7 <07 o £E 0,1
Graphes des fonctions carrée, cube et puissance 4 Graphe de z — %

2 Puissance entiére négative

1
VereR* VneN 7" =—
:L"I'L

Un cas particulier & connaitre : la fonction inverse

La fonction inverse est strictement décroissante sur | — oo; 0[ et sur |0; +oo[ mais pas sur R*.

par exemple, —2 < 2 mais —1/2 < 1/2.
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3 Puissance du type =(n € N*)

3.1 Cas ou n est impair

R—R
T "
elle est bijective de R dans f,(R) = R.

L’application f, : est continue et strictement croissante sur R donc (par th. de la bijection)

T —00 0 400
+oo

a
fn(x) 0
e

—0o0

R—R
= Yx

On a donc pour n impair : Ve e R Vy e R y=1" <= == /y.

Exemple : /—27 = ... Simplifier /250 = ...

Son application réciproque s’appelle racine n-iéme et se note {

. s . 1
Notation : Lorsque a est positif, on note aussi /a = an.

Propriétés

1. racine n-iéme est continue sur R

2. racine n-iéme est strictement croissante sur R
3. racine n-iéme est impaire
4

. racine n-iéme est dérivable sur et sa dérivée est x — ...

NB :sia <0, Ya = —3{/—a = —{/|a| par impariteé.

3.2 Cas ol n est pair

T +o0 0 +0o0

R—R —00 +00

L’ licati : ‘est bijecti foncti ire).
application f, { ooy gn 1 st pasbijective (fonction paire) Ful@) N y

En revanche, f, : x — 2™ est continue et strictement croissante sur R™ donc (par th. de la bijection)
elle réalise une bijection de R* dans f,(RT) = R*.

Rt - R*
x = Yx

On a donc pour n pair : Yz € Rt Vy € RT y=1x" << v =3y

Son application réciproque s’appelle racine n-iéme et se note {

Exemple : V16 = . .. Simplifier V80 =...
Notation : Comme a est positif, on note aussi Va = an.

Propriétés

1. racine n-iéme est continue sur RT

2. racine m-iéme est strictement croissante sur Rt

3. racine n-iéme est dérivable sur et sa dérivée est
T ...
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3.3 Cas o1l on ne connait pas la parité de n

Rt - Rt

R est bijective.

POUR TOUT ENTIER n € N* 'application {
Vr € Rt Vy e RT y=a" <= z=/y.
Et la notation {/a = an peut s’appliquer, du moment que a > 0.

Propriétés (Formulaire). Les formules ci-dessous s’appliquent & z,y > 0 (mais peuvent parfois étre
étendues, selon la parité de n ou m).
Vx T

1. (Yo)" =2 et Yo =ux 2. Jxy= Yy 3. siy >0, n

LT s vE-

4 Puissance réelle quelconque

On généralise & 2% avec a € R :

Définition (Fonction puissance a exposant réel positif).
On appelle fonction puissance o (o € R), la fonction suivante :
{ R%? — R

T = ealnm

N.B. la fonction z — z™ est définie sur et x — x® est définie sur |]0; +oo[ |

Mais pour « entier et 2 €]0; +o0[, il y a coincidence entre les deux formules. Par ex., €23 = .. ..

1 1
De méme, pour  €]0; +0o[, xn = {/z = en M7

Exemples.
om— ... - 5= 2o
Remarque. Sia=0,Vz >0 z%=1:lafonction est constante

Propriétés (Formulaire). Vo,y € R}, Vo, f € R

1. xixﬁ = g0th 5. ()% = P
9. ¥~ P
b 6. In(z®) = alnz
3. a%y* = (zy)*
% z\ ¢ 7. Ordre des puissances dun réel x > 0 Pour x > 0
4'3712 Yy eta<fonazt <zl — z>1

RY — R

on a :
x’_>l,a:ealnz ’

Soit a € R. Si on note f : {

Proposition (Dérivée). f est dérivable sur ]0; +oof et Vo € R, f/(z) = ax®!

Proposition (Prolongement en 0).
, on a lim f(x) =0;
z—0 B B
f est donc en ce cas prolongeable par continuité en 0 par une fonction f en posant f(0) = 0.

Exercice 1. Déterminer les valeurs de a telles que f soit dérivable en 0.
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Tableau de variation et graphe

T 0 +o0 T 0 +o0
f'(x) + f'(x) -
+0o0 “+o0
f(z) f(z)
Casa>0 0 Cas a <0 0

(v

| ols 1 15 2 25 3 ES

Branche infinie en +o0o (si o > 0) :
o +oosia>1
. X . 1 .
lim — = lim 2z " =< lsia=1
T—+00 T T—>+00 .
Osi0<ax<l1
En +o00, la courbe admet donc une branche parabolique d’axe (Oy) si a > 1 et
une branche parabolique d’axe (Oz) si 0 < a < 1

(et siv =1, 2% = x).

Exercice 2. Résoudre sur RY 1'équation : 22V2 _32V2 12 =0.

Proposition (Limites, croissances compareées).
Soient € R et § € R

(0% X
1. lim (In ) =0 3. lim & = 400
rotoo B z—+00 T
2. lim 2°|lnz|®* =0 4. lim |z|%* =0
z—0+ T——00

5 Fonctions du type z +— u(z)"®

Méthode : Pour étudier une fonction du type z — u(z)®),
revenir a Pécriture u(z)?(®) = (@) mu(z)




