Lycée Chateaubriand Samedi 9 décembre 2023
PCSI1 & 3

Correction du devoir surveillé n° 3

Probléme 1 Coup franc
A Frottements de ’air négligés

A.1 On considére le ballon de masse m dans le référentiel terrestre supposé galiléen. La seule force

qui s’exerce sur le ballon au cours du mouvement étant son poids, on en déduit que @ = ¢ en
utilisant la deuxiéme loi de Newton. En projetant cette relation suivant (Oz), on obtient & = 0,
puis & = Vycosa, puis |z(t) = (Vpcosa)t| En projetant suivant l'axe (Oy) on a §j = —g, puis § =

—gt+Vpsina, puis | y(t) = —%tQ + (Vo sina)t |. L’équation de la trajectoire, dans le plan (Ozy) est donc :

y(x) = —Wﬁ%ﬂ + tan(«)x

A.2 Le ballon passe au dessus du mur si y(zpye) > 1,90 m. L’application numérique donne y(Zpur) =
2,17 m, donc le ballon passe au dessus du mur.

A.3 Le tir est cadré si y(zpyt) < 2,44 m. L’application numérique donne y(zp,) = 1,73 m, donc le tir
est cadré.

B Prise en compte des frottements de Pair

B.1 On applique la deuxiéme loi de Newton au ballon de masse m dans le référentiel terrestre supposé

galiléen ; Le ballon est soumis & son poids et a la force de frottement F ‘md =P + F. Les projections de

cette équations suivant les axes (Ox) et (oy) donnent : m& = —hi (1) et m§j = —mg—hy (2). La premiére

équation s’écrit aussi v, + Tdst”” = 0 avec 7 = m/h. L’analyse dimensionnelle de 1’équation différentielle

conduit & vérifier que 7 a la dimension d’'un temps. L’équation (2) s’écrit aussi : v, + Tdsty = —gT.
L’équation (2) s’écrit aussi : v, + T%y = —g7

B.2 On reconnait des équations différentielles linéaires d’ordre 1 soit v, (t) = Ae™7 et v, (0) = A =

Vo cos a, soit v, (t) = Vj cos ae” 7. En intégrant 4 nouveau cette expression on obtient z(t) = Vpcosar(l — efé)

puisque z(0) = 0. D’autre part v,(t) = —g7 + Be~r. Sachant que vy(0) = Vpsina, on a vy(t) =
(Vosina + gT)e_é — g7. En intégrant cette équation et en considérant que y(0) = 0 on obtient :

y(t) = (Vorsina + g72)(1 — 673) —gtt

B.3 On utilise 'expression de z(t) pour exprimer t en fonction de z : ¢ = —71In (1 — m> On

détermine ¢y, lorsque & = Xy, puis on calcule y(tmyr) = 2,17 m. Le ballon passe au dessus du mur.
B.4 De la méme facon, détermine tp,; lorsque & = Tpy, soit y(tpye) = 1,73 m : Le tir est cadré. On
constate que les frottements ont peu d’influence sur ce mouvement (car il n’est pas trés rapide donc la
force de frottement est restée assez faible).

Probléme 2 Suspension de voiture

1. Un référentiel galiléen est référentiel dans lequel un point matériel isolé & un mouvement de trans-
lation rectiligne uniforme. Le référentiel terrestre peut étre assimilé & un référentiel galiléen lorsque
la durée de I'expérience est trés courte devant la période de rotation de la Terre sur elle-méme.

2. On applique la deuxiéme loi de Newton au point matériel M dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. Dans ce référentiel, M est soumis & ’action de son poids et & la force de rappel exercée
par le ressort. A I’équilibre, il n’y a pas de mouvement, soit i=P + T. En projetant suivant I'axe
Oz on obtient : —mg — k(leq — o) = 0 s0it leg = by — 2. Al = leqg — b = =52 = —16cm

3. La force de rappel s’écrit : T = —k(b(t) — Lo) L,



4. Avec le changement de variable z = ¢ — /.4, la force de rappel s’écrit : T = —k(z + leg — o)W ».
L’application de la deuxiéme loi de Newton projetée suivant @, conduit & mz = —k(z+Leg—Llo) —mg

soit en remplacant /., par son expression : mz + kz = 0 soit z + w%z =0 avec wg = %

5 Ty = wo = QW\F = 0,81s On constate que la période propre d’oscillation du véhicule est proche
de la période propre de l'organisme. Dans un camion, la constante de raideur est grande donc T
est faible ce qui se traduit par une géne lié & une période non habituelle.

6. On reconnait 1’équation différentielle d’un oscillateur harmonique. La solution s’exprime sous la
forme : z(t) = K coswpt+ Kz sin wpt avec K1 et Ky deux constantes d’intégration qui se déterminent
a partir des conditions initiales : z(0) = 0 = K et 2(0) = —vg = Kawy, soit Ko = —22. On a ainsi
z(t) = — 2 sin(wot). L’amplitude des oscillations est ;2 = 1,3 cm.

7. En faisant I’hypothése que les quatre ressorts sont montes en paralléle : k = 4k car les forces
s’exercant sur le systéme s’ajoutent : T = —k(l(t — lo) W, = —4ko(L(t) — £o) W »

Probléme 3 Enroulement d’un fil sur un cylindre

1. La longueur du fil non enroulé est la différence entre la longueur initiale et la longueur enroulé :

1(t) = 1o — RO(t) |
2. |OM = OB + BM = Ru. + l(t)ug

L, dOM  _dw,  di(t)_, . di d, Aty ., ., ,
3. v T R T + T ug + U(t)—— 7 . Sachant que T = 0y et o —0u, I'expression

devient :

é i) ai(t)

T =—1(t)0%, + (RO + F) o | En dérivant équation obtenue a la question 1, on a Rf = e

soit | T = —1(t)0TW, |

4. On considére le point matériel M de masse 1m dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen.
Le point matériel est soumis au poids P a l'action du support R et a la tension du fil T.La
projection du prlnc1pe fondamental de la dynamlque (PFD) apghque au point M suivant une
direction verticale i, conduit P+ R =0 soit: mad = =myg +R+ T = —T7y. L’accélération s’écrit

a7 d(i)) d
a= d1t) = _((Slt))ﬂ — ((t)6*Wy. La projection du PFD suivant @, conduit d—: =0ouwvestla

norme du vecteur vitesse. Le mouvement est donc uniforme (la norme de la vitesse reste constante).

5. D’apres les deux questions précédentes on a v, = —I (t)0 = cste = —uy, soit vg =1 (t)@ D’aprés la

premiére question on a I(t) = Iy — Ra(t) soit en dérivant cette équation %(tt)
di(t)

alors =5~ = —R;(’—?), ou encore [(t)dl(t) = —Ruvodt = d(@) Cette équation s’intégre en tenant
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compte des conditions initiales, soit ( ) %0 = —Ruwpt. On obtient alors |I(t) = \/lg — 2Rt |.
lo—+/ Zg—QR'Uot

= —Rd&. Nous obtenons

6. D’apreés la premiére question on déduit |0(t) = '
2
7. Le fil est entiérement enroulé quand [(t) = 0, soit [t; = 5 }l%vo =10,7 s|et
a(ty) =% =2,66 rad = 153°
8. D’aprés la question 4) on a mag = —T avec @ = % = %(—vom’) = —wvobug et 0 = - 1i02Rvot'
b

2 2
On en déduit T = 7\7%, soit | T = \/% avec | Ty = w;—go =6,2.107% N | T} est la tension du fil
tf T
quand ¢ = 0. Lorsque t — ty, T" — 00. Concrétement le fil doit se casser lorsque le point M
touche le cylindre.

Probléme 4 Toboggan aquatique
A Etude d’un toboggan rectiligne

A.1 On applique le théoréme de 'énergie cinétique (TEC) au passager assimilé a un point matériel dans
le référentiel terrestre supposé galiléen. Le passager est soumis uniquement & son poids et & la réaction
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du toboggan qui ne travaille pas puisque les frottements solides sont négligés. On a ainsi AE, = W(ﬁ) =
P-AB car le poids est une force constante. On a alors %vaB = mgh soit |vg = /2gh |

A.2 Le travail du poids est indépendant du chemin suivi (force conservative). La vitesse du point B
dépend de la différence d’altitude entre le point A et le point B mais pas de la forme du toboggan.

A.3 Meéme systéme, méme référentiel. La projection de la deuxiéme loi de Newton suivant @, donne :
ma, = 0= N — mg cos « soit ‘N = mgcosoz‘.

A.4 D’aprés la loi de Coulomb T = —uNT, = —pumgcos at,. Cette force étant constante entre A et
B (pas de retour en arriére) W(l_%))A_,B = —TAB. D’autre part AB = Siﬁa soit W(Z_%))A_,B = —’t‘;';lgolf :

A.5 On applique a nouveau le TEC au passager : AE. = W(P) + W(R), et en utilisant les travaux

calculés précédemment, on obtient |vp = /2gh (1 - taﬁa)

A.6 On lit sur la figure en prenant l'intersection de la courbe avec la droite horizontale
vg = 80kmh~!.

A.7 On considére le méme coeflicient de frottement sur la piste horizontale que celui calculées précé-
demment. Sur un pite horizontale, le poids ne travail pas, seul le travail de la force de frottement solide

intervient dans le TEC. Soit AE, = —umgL (o = 0 dans I'expression de N) soit | L = ;—Eg ~ 1,1 x 10°m|.

B Etude d’un virage

Préliminaire : étude des oscillations dans une cuvette

B.1 Un référentiel est un repére d’espace associé a une base de temps.
dOM . dv

B.2 OM =a¥€¢,, v = 5 = aldu, et @ = i —ab?€, + ah€y. (mouvement circulaire : a = cst)

B.3 On applique la deuxiéme loi de Newton au point matériel M dans le référentiel R supposé galiléen.
Le point matériel est soumis a son poids et a la réaction normale du support puisqu’on néglige tout frotte-

ment. La projection de la deuxiéme loi de Newton suivant €y conduit & maf = —mg sin fsoit| 6 + Isinf =0\

B.4 Lorsque les angles sont faibles__(typiquement inférieur a 20 degres, sinf = #, on peut ainsi linéariser
I’équation précédente et on obtient 6 + %0 = 0 qui correspond a I’équation différentielle d’un oscillateur
harmonique.

B.5 En considérant I'équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation wg = \/%, la

solution de '’équation différentielle s’écrit : 6(t) = K coswot + Ko sinwgt avec K et K? deux constantes
d’intégrations qui se déterminent & partir des conditions initiales. (0) = 0y = K1 et 6(0) = Kawp = 0.
soit ‘G(t) = 6 coswyt ‘
B.6 Allure de 0(t) :

™A/,
N\

—00 +

N T 7
B.7 La période s’obtient a partir de la pulsation propre : T' = Z—Tor = 27T\/g

B.8 On considére un tableau numpy Xcomprentant les inconuues 0(t) et 0(t). La fonction Phi demandée
s’écrit :
def Phi(X,t):
theta=X[0]
thetapoint=X[1]
return np.array([thetapoint,-a/g*np.sin(theta)])
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Retour au cas du virage dans le toboggan

—> — —> — 2_,
B9 P+ F+N=mge,+ "

N
€y + N. Par identification avec la forme souhaitée, on obtient Goff =
— 1}% - _ 2 Ué
g€zt gy €y AVEC | Geft = 1/ 9 —1—R—g .
2

T € v2 . )
B.10 tana = 2S¢ — 20 goit | v = arctan =2 |.
Jeft' € Rog Rog

Par exemple, si vp = 25kmh~! et Ry = 4,0m, on obtient || gcr¢|| = 15,5ms™2 et o = 51°. On se place
dans ce cas dans la suite.
B.11 1l s’agit de la méme situation que dans la partie précédente, mais cela revient a considérer que
la, pesanteur est inclinée. Le mouvement s’effectue ainsi de part et d’autre de ¢.g. La condition initiale
6(0) = 0 revient a la situation précédente put 0y = —a. Le mouvement d’oscillation s’effectue dons entre
les angles —a et +a par rapport & §eg soit des angles entre 0,5, = 0 et 000 = 200 .

B.12 Dans le cas proposé 6,4, = 2a = 102°. La gouttiére doit ainsi monter au dela de 100° pour
protéger le passager ce qui ne semble pas étre le cas sur la photo. ..
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