CLASSESDE PCSI1et3- D.L N°6 DE PHYSIQUE

Probleme 1: Recharge d’une batterie au plomb

Une batterie au plomb est un ensemble de six accumulateurs identiques (cellules électrochimiques
plomb-acide sulfurique) réunis dans un méme boitier. Une batterie met en ceuvre une conversion entre
énergie chimique et énergie électrique, processus pouvant avoir lieu dans les deux sens. Ainsi, une
batterie présente un caractére générateur durant sa décharge et un caractere récepteur durant sa recharge.
Ce type de batterie est largement utilisé dans 1I’équipement des véhicules

automobiles. el

Le graphique ci-dessous représente la tension a vide E; d’un accumulateur
en fonction de son pourcentage de charge. On rappelle que la tension a vide
d’un générateur, également appelée force électromotrice et souvent abrégée
fem est la tension a ses bornes lorsqu’il ne débite aucun courant.
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La figure ci-dessous représente la caractéristique statique d’un accumulateur chargé a 50%. On rappelle
que la caractéristique d’un générateur décrit la facon dont varie la tension U a ses bornes lorsqu’il débite
un courant I non nul.
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Etude d’un accumulateur.
Intéressons-nous pour commencer a un seul des six accumulateurs de la batterie, dont on suppose la
charge comprise entre 20% et 80%.

1) Justifier que I’on peut modéliser I’accumulateur par 1’association en série d’une source idéale de fem
constante E; et d’une résistance r;. Donner la représentation de Thévenin équivalente a un
accumulateur.

2) En déduire la tension U a ses bornes en fonction de E;, ry et I I’intensité du courant qui le traverse en
convention générateur.

3) Déterminer en justifiant les valeurs numériques de E; et ry.

Caractéristique d’une batterie compléte.
Comme indiqué dans le document, la batterie étudiée comporte un ensemble de six accumulateurs
identiques a celui étudié précédemment. On les suppose tous chargés a 50%.




4) Comment doit-on associer ces six accumulateurs pour obtenir une batterie de tension a vide Ep ¢
maximale ?

5) Donner la représentation de Thévenin équivalente a la batterie alors constituée ainsi que sa loi de
comportement courant-tension. Indiquer en justifiant la valeur de la tension a vide Ep,; et celle de la
résistance interne de la batterie ry .

6) Tracer la caractéristique tension-courant U = f(I) de la batterie considérée.

7) Le document indique qu’une batterie présente un caractére générateur durant sa décharge et un
caractere récepteur durant sa recharge. Rappeler la définition des termes caracteére générateur et caractere
récepteur. Justifier, a partir de la loi de comportement ou de la caractéristique tension-courant, qu'une
batterie chargée a 50% peut présenter les deux types de comportement.

Charge de la batterie.

Etudions maintenant le processus de recharge d’une batterie. Pour simplifier, on suppose qu’elle est
complétement déchargée (pourcentage de charge nul) a I’instant t = 0 et que sa tension a vide vaut alors
epatt (t = 0) = 0. Conformément au document présenté ci-dessus, ey, augmente au fur et a mesure de
la charge.

La recharge est effectuée grace a une source électrique modélisée par un générateur de force
¢lectromotrice E; = 16 V constante et de résistance interne négligeable. Elle est branchée au sein du
montage représenté sur la figure ci-dessous, ou les deux résistances R; = 3,0 Q et R, = 5,0 Q sont
placées pour contrdler la charge de la batterie.
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8) A quel dipdle la batterie est-elle équivalente au début de la charge, lorsqu’elle est completement
déchargée ? En déduire la valeur iy de I’intensité iy, du courant qui la traverse.

9) On note i, I’intensité du courant dans R,. Appliquer les lois de Kirchhoff au circuit.

10) En déduire que :

Ry.Eg — (Ry + Ry). epare
Ipatt- R4 + Tpate- R2 + R Ry

Ipatt =
11) Justifier que la recharge de la batterie cesse si ip, S’ annule.
12) Déterminer la valeur de ey, pour laquelle la recharge s’arréte.
13) Quand la charge s’arréte, peut-on considérer que la batterie est complétement chargée ?
11 est évidemment préférable que la recharge s’arréte (et donc que iy, S’annule) lorsque la batterie est

chargée a 100%. Quelle doit étre alors la valeur de epa¢t ?

14) On souhaite conserver R; = 3,0 Q. Quelle valeur faut-il donner a R, ?



Probléme 2 : Intensités et tensions dans un circuit

K | |

On considere le circuit ci-contre dans lequel

- . ] R
tous les dipdles sont idéaux. .
| S|
A un instant pris comme origine (¢ = 0), on = /. RZI::I u(l)
ferme ’interrupteur, alors que le circuit était

au repos depuis bien longtemps.

Reproduire et remplir le tableau suivant dans lequel on demande les expressions des intensités et des
tensions pour chaque dipodle, a la fois en £ = 0" (juste aprés la fermeture de I’interrupteur) et quand ¢ —

+00 (quand un nouveau régime permanent constant est atteint).

On justifiera avec soin les expressions de u(0"), ic(0") et u(t — +o).

C R, L R>
io(0) = ir, (0" = |i(0") = ir,(0%) =
t=0" ) — +
uc(07) = up, (0%) = ur(0M) = ug, (0%) =
i +o0) = ig,(+00) = |ir(+o0)= ig,(+ @) =
{—>+o0 uc( +oo) = Up, (+ ) = ur( +oo) = Ug, (+ ) =




Probléme 3: Analogies électromécaniques

Les analogies en Physique sont utiles a plusieurs titres. Par exemple, elles permettent d’établir
des correspondances entre des phénoménes en apparence différents. D'un point de vue péda-
rogique, elles permettent d’aborder un phénoméne nouvean en s'appuyant sur un phénoméne
qui aura déja été étudié auparavant, CUest aussi une source trés efficace d'inspiration pour les
chercheurs. Leurs origines reposent bien souvent sur une similitude du formalisme utilisé : mémes

équations mais des dictionnaires différents pour Uinterprétation des termes.

Ce sujet se propose d’étudier quelques aspects des analogies électromécaniques

1) Electrocinétique

On considére un circuit formé par un conducteur ohmique de résistance R, un condensateur de
capacité C, une bobine de coefficient d’inductance L et un interrupteur ouvert K montés en série. Le
condensateur est initialement chargé (son armature chargée positivement porte une charge notée q,)

et aucun courant ne circule dans les différents dipoles. A un instant pris comme origine des dates, on
ferme Pinterrupteur K.

Faire un schéma du montage pour ¢ > 0 en précisant en particulier sur le dessin les tensions
up(t), uc(t) et ug(t), I'intensité i(¢) et la charge g(t) étudiées.

On cherche a déterminer I'évolution de la charge g(t) et de I'intensité i(¢) du courant dans le circuit
pour ¢ > 0.

Quel lien existe-t-il entre la charge g(t) et 'intensité i(¢) ? En déduire une expression de ug(t),
uc(t) et ug(t) en terme de q(t) ou de ses dérivées.

Etablir I’équation différentielle donnant I’évolution de la charge g(t). Montrer qu’elle peut
s’écrire sous la forme canonique suivante :

dg(t) | w, dg(t)

e DR 0

Exprimer les paramétres w, et @ en fonction des caractéristiques du circuit. Nommer et donner
les unités ainsi que la signification physique de ces paramétres.

On se place désormais dans la situation ot le circuit évolue en régime pseudopériodique.

Quelle condition cela impose-t-il sur le paramétre Q ? En prenant en compte les conditions
initiales du circuit, déterminer la loi donnant I’évolution de ¢(t). Justifier alors le qualificatif
« pseudopériodique ».

Exprimer la pseudopériode T en fonction de w, et de Q.

@ On définit le décrément logarithmique § par la relation

Exprimer ce décrément logarithmique 4 en fonction de Q.

Quels sont les autres types de régime possibles d’évolution du systéme ?



2) Mécanique classique

On considére maintenant un point matériel M de masse m = 250 g qui se déplace horizontalement
selon une direction (Oz), ou 'origine O est choisie de telle sorte qu’elle coincide avec la position
d’équilibre du point M. Ce point matériel est soumis & la force de rappel d’un ressort idéal de
constante de raideur k et de longueur a vide £, ainsi qu’a une force de frottement fluide f =—AZeE;
ou A désigne le coeflicient de frottement et &, un vecteur unitaire dirigeant ’axe (Oz). Il n’y a pas
de frottements secs. L’étude est réalisée dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen.

Faire un schéma de cette situation, puis établir I’équation différentielle vérifiée par la position
z(t) du point matériel et la mettre sous une forme similaire & la relation (1).

@ Par comparaison avec le circuit RLC série précédent, déterminer les grandeurs mécaniques
analogues & la charge ¢(t), I'intensité i(t), la résistance R, 'inductance L et la capacité C.

Quels sont les analogues électriques des énergies cinétique et potentielle élastique du ressort ?

La figure ci-dessous représente I’allongement x(t) du point M au cours du temps
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Déterminer graphiquement la position initiale x, ; la vitesse initiale v, ; la pseudo-période T

11 du mouvement ainsi que son décrément logarithmique.

En déduire les coefficients @ et w,.

Déterminer les valeurs numériques des éléments mécaniques analogues a R, L et C.



Probleme 4 : Modélisation du mouvement d’une plateforme en mer

On considére le mouvement d’une plateforme en mer soumise a un courant marin. Sa partie supérieure
de masse m = 110 tonnes est considérée comme rigide et le mouvement principal de la plateforme a
lieu suivant x (cf figure 1 (a)).

Afin d’étudier le mouvement de cette plateforme, on la représente par une masse m liée a un ressort de
constante de raideur k et a un amortisseur de constante d’amortissement y pouvant subir une excitation
externed force ﬁexc et se déplagant sur un support (cf figure 1 (b)). Le ressort représente la rigidité de
I’ensemble du support de la plateforme. L’amortisseur permet de prendre en compte 1’effet de 1’eau
environnante et la force excitatrice externe celui des vagues qui frappent périodiquement la plateforme.
La masse est supposée se déplacer selon une seule direction parallele a I’axe Ox en fonction du temps.

masse —» m

support ———»
vague

base % m;

(@) (®)

Figure 1 — (a) Plateforme en mer soumise aux vagues marines, (b) systéme masse (), ressort (k),
amortisseur (y) et excitation externe

Les projections sur I’axe Ox de la position, de la vitesse et de I’accélération de la masse en fonction du
temps sont notées respectivement x(t), x(t) et ¥(t). La force totale ﬁ'tot agissant sur la masse
correspond a la réaction normale ﬁN de la base horizontale, a la force de frottement f , a la force de
rappel T du ressort, au poids p de la masse et a la force ﬁ'exc d’excitation externe. La position d’équilibre

de la masse sera choisie a x = 0. En absence d’action de I’amortisseur, la masse se déplace sur la base
horizontale sans frottement.
Ressort sans amortissement et sans excitation
1) Démontrer que (en 1’absence d’amortissement et sans excitation) 1’équation du mouvement de la
masse correspond a I’équation différentielle du second ordre suivante :
mi+kx=0
2) La solution de cette équation prend la forme générale suivante :
x(t) = Ap.sin(wy.t) + By.cos(wg. t)
avec Ay et By deux coefficients réels. Exprimer w, en fonction des grandeurs caractéristiques du
systéme et donner sa signification physique. De plus, en remarquant qu’a t = 0 : x(t) = x, et x(t) =
Xo déterminer les expressions de 4, et de By en fonction de x, X, et de wy.
3) On cherche a reformuler I’équation précédente sous une forme plus compacte du type :
x(t) = Ro. COS(C()(). t— (po)

Donner les expressions de R, et de ¢ en fonction de x, X, et de wy.

4) Représenter qualitativement x(t) en fonction de t et indiquer sur le tracé Ry, x, et 2.7/ wy.



5) Rappeler les expressions de 1’énergie cinétique et de I’énergie potentielle ¢lastique et montrer que
I’énergie mécanique E,, (t) du systéme est alors :

k.Ry*
2

En() =

6) Représenter qualitativement 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle élastique et I’énergie mécanique
E,(t) en fonction du temps.

Ressort avec amortissement et sans excitation
7) La force de frottement que I’amortisseur exerce sur la masse est considérée comme linéaire, c’est-a-

dire proportionnelle au vecteur vitesse v de celle-ci : f = —y.7¥ avec y constante d’amortissement
(y > 0). En considérant une projection sur I’axe Ox montrer que la position de la masse en fonction du
temps suit I’équation du mouvement ci-apres :
¥4+ 2.0.wp. X + wp?.x =0
avec wy défini a la question 2) et  a exprimer en fonction de y, k et m.
8) Dans le cas ot { < 1, x(t) prend la forme suivante :
x(t) = e %t (A;.sin(w4.t) + B;.cos(w;.t))
Déterminer les constantes « et w, en fonction de w, et { puis déterminer les deux coefficients réels A;
et By en fonction de xg, Xo, { et wy. On utilisera pour cela les mémes conditions initiales que celles
utilisées a la question 2).
9) Montrer alors que I’on peut obtenir une forme du type :
x(t) = Ry.e~$®0t cos(wy.t — @)
avec R; et ¢, a exprimer en fonction des données.
10) Représenter qualitativement x(t) en fonction de t et indiquer sur le tracé R;. e 5@t x, et 2.7/ w;.
11) Donner I’expression de E,,,(t) dans le cas ou {? « 1. Commenter le cas ot { = 0.
12) A quoi est dii la variation d’énergie mécanique au cours du temps ? Justifier.
13) On envisage deux temps successifs t; et t, pour lesquels les déplacements sont x; et x, tels que

t, >ty ett, —t; = Ty : période des oscillations amorties. En utilisant la relation donnée a la question
9), et en supposant que {2 <« 1, montrer que :



14) Le relevé du déplacement horizontal de la plateforme en fonction du temps est représenté en figure
2. En utilisant les deux points qui sont indiqués sur la figure, déterminer k, { et y. Comment ce tracé
serait modifi¢ en fonction de la valeur de { ?
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Figure 2 - Relevé du déplacement horizontal x (en m) de la plateforme de masse m = 110 tonnes en
fonction du temps 7 (en s).

Ressort avec amortissement et avec excitation
On envisage enfin le cas ou le systéme est soumis a la fois aux effets d’amortissement et d’excitation.
On se limite a la réponse a une excitation harmonique sinusoidale de pulsation w produite par une force
extérieure au systéme :
Foxe = Fy.cos(w. t). Uy

avec i, vecteur unitaire sur I’axe Ox.
15) Montrer que 1’équation différentielle vérifiée par x(t) devient :

. 5 2 FO
X+ 2.{.wg. X + wo°.x = %Cos(w.t)

16) En régime forcé, la solution x(t) est du type :

x(t) = X.cos(w.t — @)
Comment définit-on le régime forcé ?

17) On adopte les notations complexes. On note X = X. e /. Montrer que :

R 1
m \/(a)oz —w?)? + (2..wg. w)?
2((,()0(1)
B = w?

18) Exprimer la grandeur M = I;—X en fonction de v = w/w et expliciter le sens physique de M.
0

19) A quelle condition sur ¢ la fonction M admet-elle un maximum ? Déterminer la pulsation pour
laquelle le maximum est observé.

20) Si I’on considére une période moyenne des vagues en mer de 8,0 s que peut-on conclure sur le
mouvement de la plateforme ?



Probléme 5 Oscillation du Millenium bridge

Pour marquer le millénaire, une nouvelle passerelle a été construite au dessus de la Tamise & Londres pour un
cout total de plus de 20 millions de Livres Sterling.

Quand elle fut ouverte aux piétons on remarqua trés vite qu’elle se balancait
latéralement et verticalement en cas de forte affluence. Avec un grand nombre
de piétons, son mouvement oblique était tel que la plupart d’entre eux s’ar-
rétaient et s’accrochaient aux rampes. Des images et des vidéos ont montré
que ces mouvements latéraux pouvaient avoir une amplitude moyenne de 75
mm et qu’ils se produisaient avec des fréquences de I'ordre du Hertz. Le pont
fut donc fermé deux jours aprés son ouverture au public. Dix-huit mois de re-
cherches furent nécessaires pour résoudre le probléme et faire les modifications
préconisées par les ingénieurs qui furent donc finalement consultés.
L’objectif de ce probléme est la modélisation de plus en plus fine d’une passe-
relle piétonne et la compréhension de certains problémes posés par le Millen-
nium Bridge de Londres.

A Modélisation par un oscillateur en régime transitoire

Q)

repéré par la position z dans le référentiel galiléen (O, U, Uy, U,) (voir
figure ci-contre). L’origine O se situe au niveau du sol. L’oscillateur est
relié & un support fixe par 'intermédiaire d’un ressort linéaire de raideur LA
k et de longueur a vide £; ainsi que d’un amortisseur linéaire de viscosité ﬂ
o, exer¢ant sur m une force de frottement : F'y = —aiu, avec o > 0. U ‘j
A tout instant ¢, on assimile la distance OG a la longueur £(t) du res-
sort. L’ensemble est soumis a l’accélération de la pesanteur avec avec 10
g=98lms 2.

3
)

Un oscillateur est constitué d’une masse m, dont le centre d’inertie G est l

7.

A.1 Déterminer la position d’équilibre x.q en fonction de m, g, k et £.

A.2 On pose X(t) = x(t) — xeq. En appliquant la relation fondamentale de la dynamique établir I'équation
différentielle X + 2zwoX + wi X = 0 dans laquelle on précisera les expressions et significations de wy et z.

A.3 Dans le régime libre, le systéme est mis en vibration uniquement par des conditions initiales non nulles
X(0) =Xy #0et X = Vo # 0. Déterminer les solutions du régime libre (en fonction de wy, z, Xo, Vj et t) pour
lescas z=0et 0 < z < 1 et préciser leur comportement.

A.4 On souhaite résoudre numérique I'équation différentielle obtenue & l'aide du langage de programmation
python. Définir une fonction PhiPont qui permet de traduire vectoriellement ’équation différentielle ainsi qu’'une
fonction Euler qui permet de résoudre numériquement 1’équation & partir de la méthode d’Euler entre les instants
t=0ett =ty avec N points de calcul.

A.5 _)Dans certains cas, le vent peut induire sur le systéme une force proportionnelle au vecteur vitesse que 1'on
écrit F, = B2 ,, avec B > 0. Quelle peut-étre la conséquence de ce phénoméne ?

B Modélisation par un oscillateur en régime forcé

Différents cas peuvent étre examinés pour l’excitation (ou forcage) F(t) de loscillateur étudié dans la partie
précédente. Nous nous placerons dans 'optique d’une passerelle piétonne.

Charge par . Pied
pied “ gauche
[unités arbitraires| E <
N : L L N
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1.8 7
o
arge
Chal'“g? g %
combinée 1,0
[unités arbitraires|
0,0f
Temps [seconde] R

02 04 06 08 10 12 14 16 18°



L’action de la marche d’un piéton est caractérisée par un contact continu sur la surface du sol puisque le second

pied touche le sol avant que le premier ne le quitte. La force engendrée comprend une composante verticale et une
composante horizontale non prise en compte dans cette partie.
N Danslg Cadr_§ d’un modéle simplifié, nous représenterons cette force, appelée charge, par un vecteur périodique
F(t) = Fo+ Ficos(2rft). Le vecteur F correspond a la force statique, c’est-a-dire au poids du piéton, la
fréquence f correspond a celle d’'une marche normale. Nous considérerons que i 1 = 074;: 0. Ces deux vecteurs
seront supposés constants et orientés selon — ;.

On note Fy = ||Fol| le module de la force statique, Y (t) = X (t) + Fy/(mw?) la réponse en déplacement de
Poscillateur et Y =Y, exp(iwt) sa représentation complexe.

B.1 Que devient ’équation différentielle de oscillateur vérifiée par Y (¢) sous le forcage piéton ?

B.2 Montrer que la fonction de transfert H (iw) définie comme le rapport de ’amplitude complexe du déplacement
Y sur Pamplitude complexe de 'excitation £ = %E 1 s’écrit :

—1/wj

2
1+ 2iz (w) n (i”)
wo wo

B.3 Définir ce qu’est un phénomeéne de résonance. Sous quelle condition portant sur z un phénomeéne de résonance
peut-il se produire ? Pour quelle pulsation w,., obtient-on alors ce phénomeéne? On attend une démonstration et
pourra poser ) = 5—0 pour simplifier les calculs.

H(iw) =

B.4 Exprimer le gain en amplitude a la résonance |H (iw,)| dans le cas o 22 < 1.

B.5 En se placant dans I’hypothése 22 < 1 et a partir d’une analyse de la courbe 1 de la figure ci-dessous,
déterminer un ordre de grandeur de z ainsi que la valeur de la pulsation propre wy de l'oscillateur modélisant le
Millennium Bridge avant la mise en place des amortisseurs harmoniques.
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B.6 Pourquoi est-il important de déterminer les fréquences de résonance d’une structure soumise a une action
périodique ?

Afin d’étudier précisément les propriétés du forgage que constitue la marche d’un piéton, on réalise I'acquisition
en laboratoire du signal correspondant a cette sollicitation.
B.7 Quel(s) type(s) de capteur(s) est-il envisageable d’utiliser pour obtenir un signal électrique issu de la marche
d’un piéton ?

L’acquisition de la marche du piéton est effectuée sur une durées de quelques secondes. On calcule alors le
spectre du signal en échantillonnant en N = 300 points équidistants sur un intervalle [tpin, tmax]|. Le spectre est
représenté sur la figure ci-dessous.

N=300; tnin=108; tp=10,0s |

{ ! ¥ [HZ] | | | 1
0 2 4 6 8 10 12 14

B.8 En déduire la (ou les) fréquence(s) caractéristique(s) de la marche étudiée. Etait-ce qualitativement prévi-
sible 7

B.9 A partir d’une exploitation des données fournies dans le sujet, expliquer I’origine du probléme concernant
le Millennium Bridge et justifier que l'installation d’amortisseurs harmoniques ait pu le résoudre.





