PCOSI 1 et 3 Eléments de correction du DM n° 10 92024-2025

Mécanique

Probléme 1 Seul sur Mars

A Généralités
A.1 Le référentiel héliocentrique associe le repére qui a pour centre, le centre de masse du Soleil et 3 axes
dirigés vers 3 étoiles trés lointaines (fixes) avec une échelle de temps.
A.2 On étudie une planéte assimilée & un point matériel P dans le référentiel héliocentrique supposé galiléen.
On suppose qu'il ne s’exerce sur cette planéte que la force d’attraction du Soleil (on néglige les interactions avec
MSMP 3‘?

les autres planétes et avec d’éventuels satellites). Cette force s’écrit F=-G Sps

—

. L . d B2 7
On applique le théoréme du moment cinétique a la planéte par rapport au point S : TtS =SPAF =0

puisque F et SP _sont colinéaires. Le ‘moment cinétique de la planéte est donc constant et peut étre déterminé
a Vinstant t = 0 L s = SPy A Mpuy. LS est donc perpendlculalre a SPy et a vy. Puis quelque soit le temps les
vecteurs SP(t) et ¥ (t) resteront perpendiculaire a Lg et le mouvement restera dans le plan (SPy, Vo).

A.3 En utilisant les coordonnées polaires, on a SP=ru, et T =7, +7r60y. On aainsi Lg = SPAMpT =
M,r?07 ,. Le moment cinétique étant constant, on obtient que 26 = cst.
A.4 La deuxiéme loi de Kepler dit que l'aire balayée par le rayon vecteur Soleil-Planéte est proportionnelle
au temps mis pour la parcourir. Elle se démontre & A partir de la constante des aires.

Notons S(t) la surface balayée par le vecteur OM entre la date t = 0 et la date t. Un développement de

ds d2s

Taylor permet d’écrire : S(t + dt) = S(¢) + Edt + iﬁ(dt) + o(dt)?.

Soient M (t) et M(t+ dt) les positions du point matériel étudié aux dates ¢ et ¢ + d¢. Entre ces deux dates,

r varie de dr = r(t + dt) — r(t), 0 varie de df = 0(t + dt) — 0(t) et le vecteur position balaye la surface :
S(t+dt) — S(t) = 551 + 65, (figure ci-contre).
051 est la surface d'une portion de disque de rayon r et d’angle

,do 1
au centre df. Elle vaut §S; = mr’— = —r2df. Clest un
27 2 Y

infiniment petit d’ordre 1. \ M(t + dt)
La surface 0S5 est assimilable en premiére approximation &
un triangle rectangle dont les cotés de 'angle droit valent dr

1
et rdf. D’o 65y ~ irdﬂdr. C’est un infiniment petit d’ordre r(t M(t)

051 correspond donc au terme d’ordre 1 du développement de ] (g)(t) 51

Taylor. Par identification : - X

ds, 1. 1,
i = 5770 = Sr*0de

. ds : .

Nous pouvons en déduire que la surface balayée par unité de temps vaut i 57“20. Cette expression porte
le nom de vitesse aréolaire. Elle est égale & C/2 et c’est une constante du mouvement. Elle se mesure en
m?-s71.

A.5 La loi de la quantité de mouvement appliquée a la planéte corps céleste dans le référentiel héliocentrique
supposé galiléen conduit a :

Mp@ = Mp(rpfiy — rpb°,) = —%ur
P

Sur UWg : Mprp# = 0, soit § = cste. Nous retrouvons ainsi le caractére uniforme du mouvement circulaire.

— A GM M — — N—> A UQ . 'UQ GM M
Sur @, : —Mprpb? = # Or ¥ = vy =m0y donc rpd? = —. Nous en déduisons — = #
TP rp rp TP
GM,
Dot :v= 5
rp
A.6 Cette loi est la troisiéme loi de Kepler. Le mouvement étant circulaire uniforme, la période T est la durée
2mr
mise par le systéme pour faire un tour complet & la vitesse v : T = L Avec v = , nous obtenons :
Tp
472 . T? 472 T2
T = r$. Nous pouvons en déduire — = —-—— et remarquer que le rapport —- ne dépend que de la
Gmy 2 GM, T

masse du Soleil et est constant pour tout astre en interaction gravitationnelle avec le Soleil.



B La planéte Mars

B.1 On exploite la phrase suivante : « les signaux radio mettent 5 & 22 minutes entre les deux planétes ».

Dans le cas le plus favorable et en supposant les trajectoires circulaires, la distance entre les deux planétes est

ay — ar

dmin = Apf — a7 = CTmin €t le temps de transmission des signaux s’écrit Tmin = = 5 min. Dans le cas

c
le plus défavorable la distance maximale entre les planétes est dyax = anr + a7 = CTmax- En sommant ces deux
C(Tmax + 7-min)

équations on obtient 2ay; = ¢(Timax + Tmin) SOIt apr = 5 =24 x 108 km.
B.2 On utilise la troisiéme loi de Kepler : —— = —5 soit ayy = ar | - = 2,29 x 108km en prenant
ay ar Tr

Tr = 365,25 jours. On retrouve ainsi I'ordre de grandeur obtenu dans la question précédente (les durées ne sont
données qu’avec un chiffre significatif).

T2 472
A vpartir de la troisiéme loi de Kepler, on peut remonter a la masse du Soleil puisque — = GLM soit
a S
4m%a3
Mg = M — 2.0 x 10% kg.
B.3 A la surface de Mars, la force gravitationnelle exercée par Mars sur un objet de masse m s’écrit en norme
GM
F = mgy avec gg = R2M =3,73ms"2.
M

C Atmosphére martienne

C.1 L’atmospheére martienne est un mélange gazeux constituée de 95% de dioxyde de carbone, de 2,3% d’argon

et de 2,7% de diazote. On ainsi M = 0,95Mco, + 0,023M 4, + 0,027TMy, = 43,5gmol_1. On retrouve ainsi

I’ordre de grandeur de la masse molaire M.

m PM

V.  RT’

C.3 Les forces qui s’exercent sur cette particule mésoscopique sont les forces de pression et la force de pe-

santeur. L’équilibre de la particule permet de montrer que les forces de pression qui s’exercent sur la surface

latérale se compensent deux a deux. En revanche les forces de pression qui s’exercent sur les disques d’altitudes

z et z + dz ne se compensent pas en raison de la force de pesanteurpez& I’équilibre de la particule conduit a
90

RTy

m
C.2 En assimilant ’atmosphére comme un gaz parfait, on a PV = MRT soit p =

dP
P(z)s — P(z 4+ dz)s — psdzgo = 0. On obtient alors L= P9 = . On reconnait ainsi une équation
z

M
différentielle du premier ordre vérifiée par P(z) = Pyexp (— ng“o z)
0

M
C.4 En utilisant 'expression de la question précédente on a Py = Pj(z1)exp (R;ZO zl) = 480 Pa. Cette
0
pression atmosphérique martienne est 208 fois plus faible que la pression atmosphérique terrestre.
C.5 D’aprés les questions précédentes p(z) = = e — z | avec = = 1,19 x
p q p p(z) RT, Po xp( RTo vee po =

10~2kgm™2. La densité de I’air est 100 fois plus faible que sur Terre.

C.6 On reléve une pression sur le sol martien Py = 8,0 x 10?2 Pa double par rapport & ce que I’on a obtenu.
Le modéle de ’atmosphére isotherme ne peut donc étre retenu. En revanche pour une profondeur de 10 km, le
champ de pesanteur martien peut toujours étre considéré comme uniforme (z; < Rpy).

. . R1T, . _ .
C.7 D’aprés expression de la pression, on pose H = —9% 1a distance caractéristique de variation de la

9o
pression (homogene a des métres). Sur Terre Hy = 8,33km alors que sur Mars Hy; = 10,9km. Ces distances

sont donc comparables ce qui peut nous permettre de dire que les épaisseurs d’atmosphéres sont comparables
dans le cas d’'un modéle isotherme.

D Trajectoire du vaisseau Hermes

ar + aps

D.1 D’aprés le graphique fourni 2a = ar + apy soit a = =189 x 10% km.
2 2
T
D.2 On utilise la troisiéme loi de Kepler —;:F = —5- ou 7 est la durée de transfert égale a une demi période
ag. a

a 2
de révolution du vaisseau autour du Soleil. soit 7 = T () = 258 jours.

ar
360
La vitesse angulaire de Mars autour du Soleil est égale a wy; = T = 0,524 °/jour. Pendant la durée du

M
trajet 7 Mars parcourt wp;7 = 135 °. De son coté la Terre tourne autour du Soleil a une vitesse angulaire égale a
wr = o = 0,986 °/jour. Pendant la durée 7, la terre tourne de 254 °. On ainsi donner les coordonnées polaires
T

de centre S des points My(ans : —135), Mi(aps : 0), To(ar : 180) et Ty (ar : 74, 3)



D.3 Pour pouvoir envisager un voyage retour (de méme durée que le voyage aller; il faut que la Terre soit
au départ du vol de retour, 254° en arriére du point de rencontre c’est a dire 254,3 — 180 = 74, 3° derriére la
position de Mars (méme configuration que le vol aller).

On souhaite calculer le temps nécessaire pour retrouver cette configuration planétaire :

A Tarrivée du vaisseau sur Mars, la Terre avait 74,3°d’avance sur Mars et il faut qu’elle soit en retard par
rapport & Mars de 74,3°. D’aprés les vitesses angulaires calculées précédemment la Terre rattrape Mars & raison
de 0,462 °/jour. Pour passer de 74.3° d’avance a 74.3° de retard, elle doit parcourir 360-2*74,3=211° par rapport
a Mars. Ce qu’elle fait en 457 jours.

D.4 Par rapport a 'instant de départ il s’est déroulé 715 jours, pendant ce temps les planétes Terre et Mars
ont tourné de w715 = 705° et wy;715 = 375°. Connaissant les positions initiales Ty et My on en déduit les
coordonnées de Th(ar : 165) et Ma(ans : 240). Les différents points sont représentées sur la figure ci-dessous :

D.5 Une mission aller-retour vers Mars dure donc minimum 973 jours. (on trouve un jour de plus que dans le
sujet. . .)

Probléme 2 Attraction gravitationnelle
A Satellite en mouvement autour de la Terre

Al (M) = —(SMx)g

A.2 Le référentiel qui a pour origine le centre de la Terre et ses trois axes dirigés vers « trois étoiles fixes »est
le référentiel géocentrique.

%
A3 7 =my = _GL%e_Z- D’aprés le principe des actions mutuelles 7 =—f".

A 4 D apres le théoréme du moment cinétique en O dans R supposé galiléen on a dLO = OM A 7 = 0 d’ou

Lo = cst Quelque soit l'instant ¢ considéré, OM (t) et 7 (t) reste perpendiculaire a LO Constant Le mouvement
est donc plan et ce plan est défini par (OMO, vo)

A5 OM = rer, U =rel + r969 +ieletd = ( 7’92)67) (27‘9 + ré)e_g + el
A.6 En projetant suivant e le principe fondamental de la dynamique, dans R galiléen appliqué au satellite,
on a —mrf? = -G mMT . La projection suivant € montre que 6 est constant (mr9 0). On obtient alors

vzr@zx/—G]yT.

AT T= 2” = % =27 GM . On en déduit la troisiéme loi de Kepler : %2 = Cj,l]’\ro

A.8 On peut obtenir la masse de la Terre en étudiant la trajectoire d’un de ses satellites (naturel ou artificiel).
Mr = 6.10%* kg

A.9 Les deux satellites étant sur la méme orbite, ils tournent & la méme vitesse constante : ils ne peuvent
donc pas se heurter !

B Etude énergétique
B.1 W = ? d_>€ = —dE, soit E, = —GW’TM‘ +0doua=GmMr

B.2 E,,=E.+E,=3m(*? +1r20%) — 2,

T



B3 E, = %mi‘g + Epesr avec Eperp = %m%z — 2 r = 0, Epesr = 057 = 00, Epesr — 00. Epery

T
. . 2 . 2 . 2 . P ~ 2 3
est minimale en 7, = m%. Le mouvement est permis lorsque I’énergie mécanique est supérieure a ’énergie
potentielle effective. D’apres la courbe (cf cours) Si E,,, < 0 la trajectoire est bornée (état lié), sinon, la trajectoire

n’est pas bornée (état de diffusion).
B.4 Lorsque I'énergie mécanique est égale au minimum de 1’énergie potentielle effective, le mouvement est

. . 2 ’ . P . : 2 3 ~
circulaire de rayon r,, = % L’énergie mécanique associée est égale & Ey,. = ng’TMT.
. c
B.5 D’aprés’expression de la vitesse d’un satellite en orbite circulaire calculée précédemment on vy = 4/ 7%{{»?

C Mesure de l'intensité du champ de pesanteur terrestre en un point

C.1 Le champ de pesanteur comprend le champ de gravitation plus un terme provenant de la rotation de la
Terre sur elle-méme (terme axifuge).

dLo _
at
M3 La projection de cette relation suivant (Oz) donne : mf%0 = —mglsinf. Soit pour de petits angles

C.2 Le théoréme du moment cinétique au pendule dans le référentiel d’étude supposé galiléen donne :

0+ 960 = 0. On reconnait ’équation d’un oscillateur harmonique de période T' = 277\/%
1 dg

C.3 En prenant la différentielle logarithmique de la relation précédente, on obtient : % =53 soit s = %
Utilisation d’un pendule avec ressort spiral de rappel

Ag
g

C.4 L’énergie potentielle du systéme est la somme de ’énergie potentielle de pesanteur et de ’énergie po-
tentielle élastique. E,, = mgz = mglcosf ('axe (Oz) est ascendant) soit E, = mglcosf + %K 6%. L’énergie
mécanique s'écrit alors : E,, = 2mf202 + mgl cos 0 + L K62

C.5 L’¢nergie mécanique étant conservative, sa dérivée est nulle, soit : me206 + K66 — mgfé sinf = 0 soit :
0+ -L550—9sinf=0

C.6 Pour de petites oscillations sin 6 ~ . I’équation devient alors : 6+ (% —2)8 = 0. On retrouve I'équation
d’un oscillateur harmonique & condition que K > mg¥{. Si cette condition est vérifiée, on peut identifier la période

des oscillations : T' = QW\/%
meZ £

C.7 En prenant le logarithme de la relation précédente, on obtient, : In7T = In 27 + % Inme? — % In(K — mgl)

1 _mdldg mlAg
2 K—mgl’ 2(K—mg¥)

C.8 51 > sentraine K < 2mg/. Pour cette mesure, les valeurs de K doivent étre comprise entre mgf et 2mgt.

puis en différentiant, on obtient dTT = soit s1 =
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