POSI 1 et 3 Eléments de correction du DM n°7 2025-2026

Energie et mouvement de particules chargées

Probléme 1 Histoires de gouttes et de bulles

A Arroseur rotatif

A.1 Schéma :
Vue de dessus
Y
—> g -
Up - z
—
T u'f‘
0
19) T

Le systéme est la goutte d’eau assimilée & un point matériel M de masse m, étudiée dans un référentiel
terrestre local supposé galiléen.

A.2 Vecteur position |OM = ru, |.

Vecteur vitesse : U = ru, + rfug,

— . —> —>
UV = TUp —‘r?“(UU,g‘

Vecteur accélération : @ = 7, + r0ug + 70ug — r6%u, car w = cste.

—

‘ a = (¥ — rw?)u, + 2rwig

A.3 On applique la loi de la quantité de mouvement (LQM) a la goutte M. Elle est soumise :

— a son poids P = —mgu, N
— & la réaction normale du support Ry = Reug + R.u..
D’ou N
md =P + Ry
m(it — rw®)uy + 2wy = —mgi. + Rotig + R.4.

On projette selon les trois vecteurs de la base :
— selon u, : m(¥ —rw?) =0
— selon ug : 2mrw = Ry
— selonu, : —mg+ R, =0
Ainsi I’équation du mouvement vérifiée par r est

P —wir=0

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du 2°™°¢ ordre sans second membre.

A.4  On résout I'équation différentielle précédente. Le polynéme caractéristique associé a ’équation est 22 —
w?=(z—w)(z+w).

Il admet deux racines +w. La solution s’écrit donc

r(t) = Aexp(wt) + Bexp(—wt)
On détermine les constantes d’intégration A et B grace aux conditions initiales : r(t = 0) = 0 et v(t = 0) =

7(t = 0) = vg. Ainsi :
— r(t=0)=0 donne A =—B

— 7(t = 0) = vy donne 2wA = vy, A = Yo
2w
r(t) = ;% (exp(wt) — exp(—wt)) = %0 sinh(wt)

A.5 L’expression de la réaction normale Ry est établie & partir des projections de la LQM suivant ug et u,.
v
Ry = 2mrw avec 7 = 50 (exp(wt) + exp(—wt)) = vg cosh(wt) et R, = myg.

Ry = 2mwuyg cosh(wt)ug +mgu,
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A.6 T =ru, + rwug,

>
v

= vg cosh(wt)u, + v sinh(wt)ug ‘

A7

A.7.1 A la sortie du tube, les coordonnées du point M, notées r, et 6, sont :
—rs=1L
— O, =wty = 27N
En reprenant 'expression de r(t), il vient :

L=2% sinh(27N)
w

B Lw
~ sinh(27N)

AN.:v9=21x%x10"2ms"!

A.7.2 On calcule la norme de la vitesse a ’aide de I'expression établie précédemment :

[[03]] = /02 + v} = vo\/coshz(wt) + sinhQ(wt)

||03]| = vo+/cosh(2wt)

A la sortie du tube, a 'instant tg :
vg = vgy/cosh(4mN)

AN.:vg=80ms"
A.7.3 Allure de la trajectoire pour N = 1 tour et représentation du vecteur vitesse en sortie vg :

Yy

A.7.4 L’angle o existant entre vg et la direction du tube intervient dans un produit scalaire judicieusement
choisi : u,.vg = ||vg]| cos «
—> —>
. Ur. VS Urs
Ainsi, cosa = —— = —
sl los

or v,.g = vg cosh(27N).

vg cosh(27N)

voy/cosh(4mN)

cosh(27N)
o = arccos | ———
cosh(4mN)

cos(a) =

AN.:a=0,79rad = 45°

B Bulles de champagne

4
B.1 La masse de la bulle de champagne est m = pco,V = 57"/’0027"3
AN :m = 6,27 x 10~ kg

B.2 La norme du poids de la bulle est ||1—D>H = mg avec m la masse calculée précédemment : ||1—D>H = 6,14 x
1071ON, et celle de la poussée d’Archimede
= 4
[|TI]| = =773 peng = 3,29 x 1077 N.
3,
P
AN : u = 0,0019. Dans la suite, on néglige le poids dans le bilan des forces.

=

|
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B.3 La poussée d’Archiméde entraine la bulle vers le haut du verre. La vitesse de la bulle augmente au début
de I'ascension de sorte que la norme de la force de frottements augmente également, et ce jusqu’a ce que les
deux forces se compensent. La bulle suit alors un mouvement rectiligne uniforme a la vitesse vy, .
B.4 Systéme étudié : bulle de CO,
référentiel : terrestre local | supposé galiléen N R
Bilan des forces : le poids P (négligé), la poussée d’Archiméde IT et la force de frottements fluides f.

On applique la loi de la quantité de mouvement (en négligeant le poids) :

ma =1+ f
4 3
avec m = gmPCo,"
Projection selon ’axe vertical :
4 gdv 4 4 6
- r’— = —7r’pepg — 6NV
3 pPco, ar 3 Pchd n
dv 6mnr B %mﬂ?’pch
dt %71’/)@027“3 %71’7’3p(302
dv 9
=4 ui QU _ Pch g
dt  2pco,r pco,
. . . s . dv 1 .
B.5 La forme canonique de ’équation différentielle est o + —v = —U;m, ou T est la constante de temps
T T
caractéristique du systéme.
 2pco,r’
9

AN.:7=127%x10"%s

Le temps caractéristique est trés faible : le régime permanent ou la bulle adopte un mouvement rectiligne
uniforme a la vitesse vy, sera atteint trés rapidement.

La vitesse vy, s’écrit :

~ 2pchg o
Viim = WT

AN. : v = 6,71 x 1072 ms ™!
B.6 Résolution de I’équation différentielle :
— solution particuliére = solution en régime permanent (d:f) = O> :
o — vy — 2Pehd
D lim 977
— solution de I'équation homogéne : vy, (t) = Ke =
— solution générale : v(t) = v, + vi(t)

,'n2

v(t) = viim + Ke=

On détermine K a l'aide de la condition initiale v(t =0) =0 : K = —vjim.

Au final : -
v(t) = Viim (1 - eTt)
B.7 On cherche linstant tgg ot la bulle a une vitesse v(tgg) = 0, 99vy;,.
1—e "7 =0,99
t99 =27 ln(lO) ~ 57

AN. : tg9g = 5,84 x 107°s. On retrouve bien le fait que le régime permanent est atteint trés rapidement.
B.8 On s’intéresse a 'influence du rayon de la bulle sur la vitesse limite.

20c
B.8.1 La vitesse en régime permanent est vy, = '{;Chg r2 donc
n

2p.
log(vim) = 2log(r) + log </;nhg)

B.8.2 D’aprés la question précédente, on a effectivement une proportionnalité entre log(vi;m,) et log(r), ce
qui est en accord avec la courbe obtenue expérimentalement.
On peut calculer la pente de la droite moyenne passant par les points expérimentaux : A(rs = 80 X
107%m, vy =6 x 1073 ms™ 1) et B(rg =200 x 107 %m,vp =4 x 1072ms~1), on calcule

log(vp) —log(va)
log(rg) —log(ra) — 2,1

)

On retrouve bien le coefficient 2 qui apparait dans le résultat théorique.
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C Irrigation

C.1 Systéme étudié : goutte d’eau

référentiel : terrestre local | supposé galiléen
Bilan des forces : le poids P (force conservative qui dérive de E, = mgz + cte), la réaction normale du support

N (force ne travaillant pas).

On utilise une méthode énergétique. On appliqge la loi de I’énergie cinétique entre les points A et B :
ApLpE. = ECLB) - EC(A) = WA%B<P) + WA—)B(N) oul

— Wa—,B(P) est le travail du poids entre A et B,

B B

—mgu;.(dzu, + dyu, + dzu?) = / —mgdz
A

Wasp(P) = /

A
Was5(P) = —mg(2(B) — 2(A)) = mgR

— Wa_,s B(]_V) ) est le travail de la réaction normale entre A et B,

Wass(N) =0

car N est orthogonale au déplacement a chaque instant.
Ainsi, on obtient :

Or, la vitesse en A est négligeable, |vg = \/2gR

1 1
E.(B)— E.(A) = imvfg - §mv§‘ =mgR

De la méme maniére, on applique la loi de ’énergie mécanique entre B et C :

Ainsi,

E.(C)— E.(B)=-mg(z(C) —2(B)) =0 car z(B) = z(C).

Et, enfin, on applique encore une fois la loi de 1’énergie cinétique entre C et D :

Ee(D) — Ec(C) = —=mg(2(D) — 2(C))

Or, d’aprés le schéma de la rigole : z2(D) — z(C) = 2R(1 — cos §)

AN.

1 1
§mv% - §mv% = —2mgR(1 — cos9)

v3 = —4gR(1 — cos ) + 2gR

vp = v/29R(2cosf — 1)

cop =1,6ms™!

C.2 Dans cette question, on néglige les frottements .

C.2.1

C.2.2

C.2.3

C.24

Vecteur vitesse au point D :

—>
UD

sol horizontal

La composante horizontale de la vitesse est vp, = Up.u, avec Up = Vplg,

Vpe = vp cosf = \/2gR(2cosf — 1) cosd

é partir  du point D, le systéme est uniquement soumis & son  poids
P = m¢§ = —mgu, . Son accélération vérifie donc @ = —¢ et en projetant suivant u,, il vient
=0, dou & = cste = vp cosf

Le systéme étant uniquement soumis & son poids, il est conservatif, son énergie mécanique reste
constante tout au long du mouvement : F,,(D) = E,,(S) avec S le sommet de la trajectoire. L’égalité
E.(D)+ E,(D) = E.(S) + E,(S) s’écrit

1 2 1 2
§mqu +mgzp = imvs + mgzs

L’origine de I’énergie potentielle de pesanteur est prise en z = 0.

Au point S, la composante verticale de la vitesse est nulle. Par contre, il reste toujours la composante
horizontale constante de sorte que vg = vpy.

Il vient donc :

1
o= 50— he)
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C.3 En absence de force de frottement, on a : E,,(D) = E,,(I) qui impose vp = v;.

En  présence de force de N frottement F, la loi de [lénergie mécanique
AE, = Em(I) - EM(D) = WD—>I(F)'

Alnsi, WD_”(Z?) = —mv? — —mv? = —m(yup)? —

1
5 5 5 mvy = —muh(y? — 1) avec v = 0,9.
On obtient

2

DN | =

v -1

WDHI(F) = mv% = —9,5 x 10 ?mu%

AN.: Wp_ (F) =—-6,9x1073]

Probléme 2 Confinement d’un électron
A  Mouvement de I’électron dans un champ magnétique uniforme

A.1 Systéme : Electron de masse m et de charge —e.
Référentiel : R supposé galiléen muni du repére (O, uy, Uy, U,).

Bilan des forces : F—’m) = —eTABetle poids P qui est ) négligeable ' par rapport a F_‘,,: .
D’aprés la loi de la quantité de mouvement : ma@ = F,, = —e¥ A B avec
T = du, + yuy, + 2us et @ = du, + ju, + Fus.

Donc

— . —> . —>
ma = etBuy, — eyBu,

Par projection sur 4, : mz = 0 donc z = cste = wg, et 2 = vg,t + cste’. Or z(0) = 0 donc cste’ = 0.

Finalement
z(t) = vo,t

A.2 On étudie la projection du mouvement de 1’électron dans le plan (Ozy).
A.2.1 Par projection sur (Oz) et (Oy) :

mi = —eyB
my = et B
soit
mu, = —evy,B (1)
mu, =ev, B (2)
e?B?
La dérivation de (1) donne mv, = —evy, B qu’'on combine avec (2) pour obtenir v, + U= 0. On
reconnait ’équation de loscillateur harmonique, dont la solution est de la forme v, (t) = A cos(w.t) +
Bssin(w,t) avec w, = %. Initialement v, (0) = voz et ¥z(0) = —wvy(0) = 0 donc A = vy, et B = 0.
Finalement

‘ Vg () = vog cos(wet) ‘

En réinjectant cette expression de v, dans I’équation (2) nous obtenons : v, = wvo, cos(w.t). Par

intégration on a v, = vo, sin(w,t) + cste. Or v,(0) = 0 donc cste =0 et

‘ vy () = voz sin(wet) ‘

A.2.2 On détermine les coordonnées z(t) et y(t) de I’électron a I'instant ¢ en intégrant les équations précé-

dentes :

x(t) = Y0z sin(wet) + cste;
We

y(t) = _ Yoz cos(wet) + cstey

We

Vo

Or z(0) = y(0) = 0 donc cste; =0 et csteg = . Finalement

We

el sin(wet) | et |y(t) = oz

t) =
o(t) = o

(1 = cos(wet))

s’écrit



2
v v v v
A.2.3 Daprés ce qui précede ——= cos(wet) = y — —= et —L sin(wet) = x donc ( Ox) (cos(wet)? +
c c We We

(& (&

2 2
v v

sin(w.t)?) = ( Ow) = (y — OZ) + 22. On reconnait ’équation cartésienne d'un cercle de centre
w,

H de coordonnées (g, ym) et de rayon ry : (z —xy)? + (y —yn)? =13,

. V) V)
On en déduit , Y = 07 | ot T = 07 | avec we > 0.

We We

Allure de la trajectoire :

Yy
®B
H
> > T
O‘ ’UOI’E;

eB
A.3 Le cercle est parcouru a la vitesse angulaire w. = — = 2n f.. D’ou la fréquence de révolution
m

_ eB
T 21mm

fe AN.: f.=28GHz

A.4 Le mouvement de I’électron résulte de la combinaison d’'un mouvement circulaire uniforme autour de
(Oz) et d’un mouvement de translation selon (Oz) d’ou la trajectoire hélicoidale suivante. L’électron n’est donc
pas confiné en O.

Trajectoire de I'électron

B Mouvement de 1’électron dans le champ électrique quadrupolaire

B.1 [E] =[az] = [a]L d’ou [a] = [E]L™! or E s’exprime en Vm~! donc a en Vm=2.
B.2 Systéme : Electron de masse m et de charge —e.
Référentiel : R supposé galiléen muni du repére (O, g, Uy, u2).

Bilan des forces : FZ — ¢Eetle poids P qui est négligeable par rapport a FZ .
La 2% Joi de Newton appliquée & ’électron donne : ma@ = —eF d’ol, en projetant sur les axes du repére
2
. Wy
mi = +4eax T = zx =
cartésien : { myj =-eay  soit ¢ . ﬁy _
mz = —2eaz . 22
Z+wiz =0
B.3 Selon l'axe (Oz), 'électron vérifie ’équation d’un oscillateur harmonique, ainsi z(¢f) = Acos(wot) +
wo 1 /2«ae

Bsin(wpt). Le mouvement longitudinal est donc périodique de fréquence | fo

Je
2,7 x 102

:27(_% m

B.4 fy=1,0x 10°Hz ~ < fe.



w wo
B.5 Considérons i — wix = 0. Les racines de 1’équation caractéristique sont r = i7% d’on z(t) = Ase vty

Agef%t. Siz(t = 0) = 0, alors A1 + Ay = 0 avec A; # 0 sinon il n’y a pas de mouvement. La fonction

. “0 4 . ,
exponentielle Ajev2” traduit un mouvement non borné.

C Mouvement de 1’électron dans les champs magnétique et électrique

C.1 Dans cette partie, les deux parties de la force de Lorentz sont a prendre en compte ce qui donne

. %% .
mi = —eyB + eax r = 71’ — WY
. . . )
= W .
my exB +eay soit e P
mz = —2eaz .. 2 2
z —wiz

C.2  On retrouve la méme équation différentielle selon I’axe (Oz) que précédemment (question B.3.) avec les
mémes conditions initiales (z(0) = 0 et 2(0) = vg,) ce qui donne z(t) = A cos(wot) + Bsin(wgt) avec A = 0 et

B — Voz
wo

soit

2(t) = 2 sin(wot)
wo

C.3 Pour déterminer le mouvement transversal dans le plan (Ozy), on utilise la variable complexe u = x + iy.

C.3.1 On pose u = x + iy, donc & = & + 1y et & = & + 3.

. ws oW
U= —T — WY +1——Y + 1w
2 2
wo .
U= —U+ WU
2
2
U — Wl — —U =
w2
C.3.2 L’équation caractéristique est 1% — iw.r — — = 0 de discriminant A = —w? + 2w3. L’électron sera

confiné si son mouvement est borné et donc si les solutions sont sinusoidales (et non exponentielles)

B /12 /

d’on A = 2w§ —w? < 0 soit w, > V2wy = wep. Cela donne i > V2 cae soit | B > 2 am _ By |
m m e

AN.: By=5,2mT.

C.4 Résolution mathématique facultative (un peu technique) : On suppose dorénavant w. > wy, ce
qu’indiquaient les valeurs numériques précédentes.

2 2
. . . N W A w2 — 2w,
C.4.1 Les solutions de I’équation caractéristique sont r4 = i— =44 < 9 donc :

2 2
w, W 2
roo=iw =i | 1— 1—2(0)
2 We

2
ry :iwgzi% 1+ 12(“’0)

2
9 2
w1 ~ & 1 —1 + b o = wO
2 2 We 2wc
Dans le cas ou w, > wy : 2
We 141 2 (wo w w?)
Wy o~ — - = = -
2 2 2 \ we © 2w,
w1 ~ Wt et Wy = We — w(Q)
1= 2wc 2T e 2wc

CA42 fi=L—19x10°Hz et fo = 2= 2.8 x 1010 Ha.
D=l X ey T a0 2

C.4.3 On peut écrire la solution u sous la forme
u = Aj cos(wit) + i Aq sin(wqt) + As cos(wat) + iAs sin(wat)

et obtenir x(t) et y(t) par identification :



z(t) = Re(u) = Aj cos(wit) + Az cos(wat)
y(t) =TIm(u) = A;sin(wit) + As sin(wst)

Si on considére uniquement la pulsation wy, on a x1 = A; cos(wit) et y; = Ajp sin(wqt) ce qui donne

1 : Y1 ?
ORON

On obtient I’équation d’un cercle de rayon |A;| décrit & la vitesse angulaire wy.
De maniére analogue, on a xo = Ag cos(wat) et yo = Ag sin(wat) et

T2 2 Y2 2
(I) *(Z) -

soit un cercle de rayon |As| décrit a la vitesse angulaire wo.

C.4.4 Le mouvement de ’électron apparait donc comme la superposition de trois mouvements :
— un mouvement circulaire a la pulsation w; dans le plan (Ozy);
— un second mouvement circulaire a la pulsation wy dans le plan (Ozy);
— un mouvement sinusoidal longitudinal & la pulsation wy le long de I'axe (Oz).
Le mouvement dans le plan (Oxy) est la combinaison d’un mouvement circulaire de grand rayon |A;]

de période T1 = f_ grande et d’'un mouvement circulaire de petit rayon |As| et de petite période de
1
1
révolution Th = —.
f2

Trajectoire de I'électron dans le plan (Oxy)

A ce mouvement dans le plan (Oxy) s’ajoute un mouvement sinusoidal selon I'axe (Oz) de fréquence
fo telle que f1 < fo < fa. Dans le cas ol wy = bwy, we = 70wy, Ag = % et avec une amplitude de z(t)

égale a %, on obtient

Trajectoire de I'électron dans I'espace

C.5 Reésolution numeérique :



Partie C.5 : Résolution numérique

Entrée[1]: e=1.6e-19#charge de L'électron en coulomb
c=3.0e8#vitesse de lLa lumiére dans le vide
m=9.1le-31#masse de L'électron en kg
alpha=1.2e6# coefficient pour le champ électrique
B=7e-3#7mT >5.2mT
omegad=(2*e*alpha/m)**@.5
omegac=e*B/m
omegal=omegac/2*(1-(1-2*(omegad/omegac)**2)**@.5)
omega2=omegac/2*(1+(1-2*(omegad/omegac)**2)**@.5)
voz=1le2
z0=0
vox=1e5
voy=0
X0=0
ye=0

Entrée[2]: import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

C.5.1

Entrée[3]: def Phi(X,t):
X,Y,Z,VX,Vy,vz=X
return np.array([vx,vy,vz,omega@**2/2%x-omegac*vy,omega@**2/2*y+omegac*vx, -omega0**2*z])

Entrée[4]: tf=8*2*np.pi/omegal
N=100000
X@=np.array([x0,y0,z0,vex,vly,vez])
t=np.linspace(0,tf,N)

Entrée[5]: sol=odeint(Phi,X0,t)

Entrée[6]: x=sol[:,0]
y=sol[:,1]
z=sol[:,2]

Entrée[7]: plt.figure()
plt.plot(x,y,'b-")
plt.title('mouvement dans le plan (Ox,y)')
plt.xlabel('x (m)")
plt.ylabel('y (m)")
plt.show()

Figure 1

mouvement dans le plan (Ox,y)
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Entrée[8]:

Entrée[13]:

figure()

plot(x,z,'b-")

title('mouvement dans le plan (0,x,z)")
xlabel('x (m)")

ylabel('z (m)")

show()

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

le—7

Figure 2

mouvement dans le plan (0,x,z)
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plt.figure("trajectoire 3D")
axes = plt.axes(projection="3d")
print(axes, type(axes))
axes.plot(x, y, z)
axes.set_xlabel("x (m)")
axes.set_ylabel("y (m)")
axes.set_zlabel("z (m)")
plt.show()

Axes3DSubplot(0.125,0.11;0.775x0.77) <class

—0.0001

0.0000 0.0001 0.0002

x (m)

Q PDF PNG SVG

‘matplotlib.axes._subplots.Axes3DSubplot'>

trajectoire 3D
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Probléme 3 Saut a la perche

Compétence Exemples de résolution

S’approprier le pro- | Le principe du saut & la perche repose sur la conversion d’énergie cinétique en énergie potentielle via
bléme I'intermédiaire d’une perche que I’on peut assimiler & un ressort qui sera comprimé grace a 1’énergie
cinétique du perchiste puis qui restituera cette énergie potentielle élastique sous forme d’énergie
potentielle de pesanteur.

On assimile le perchiste & un solide indéformable de masse m (hypothése simplificatrice car il est
en mouvement) de centre gravité G. On modélise le mouvement du perchiste en le décomposant en
quatre phases :
e Le perchiste court horizontalement et atteint la vitesse v;. L’altitude de G est constante et
notée zg¢ = z1 avec un axe (Oz) ascendant.
e Le perchiste comprime sa perche assimilé & un ressort et convertit son énergie cinétique en
énergie potentielle élastique. On suppose que sur cette phase zg reste constant (zg = 21).
e La perche restitue son énergie potentielle élastique selon une direction verticale ce qui a pour
effet d’augmenter l'altitude du perchiste jusqu’a l'altitude zs.
e Le perchiste retombe en chute libre sur le tapis présent sur le sol.

2\

Z3-

Z1-

phase 1 o phase 2

On suppose qu’on néglige les frottements de ’air et que la perche restitue toute ’énergie cinétique
de la premiére phase en énergie potentielle de pesanteur .

L’objectif de cet exercice est de déterminer la vitesse v1 du perchiste connaissant ’altitude maximale
de son centre de gravité z; (assimilée a la hauteur de la barre).

Etablir une stratégie | On considére le systéme {perchiste} dans le référentiel terrestre supposé galiléen et on utilise une
de résolution (analy- | approche énergétique. A la fin de la premiére phase I’énergie cinétique du perchiste s’écrit E. =
ser). %mvf. En supposant que le perchiste n’est soumis qu’a des forces conservatives (poids, tension de
la perche, frottements négligés), ’énergie mécanique du perchiste se conserve. Soit entre la fin de la
phase 1 et la fin de la phase 3 : A1 3 Ec+A153FEpe+A153FEp, avec A1 3FE. = 7%03 (la composante
suivant z de la vitesse du perchiste est nulle lorsqu’il atteint son altitude maximale), A1 3FEp, =0
(4 la fin de la phase 3 la perche est «libre ») et Aj_3Ep, = mg(zs — 21), soit 2mv? = mg(z3 — 21)

et v1 = v/2g(z3 — 21).

Mettre en ceuvre la | On considére que laltitude du centre de gravité du perchiste lorsqu’il touche le sol est égale a
stratégie z1 = 1,0m. L’altitude du centre de gravité du perchiste et la hauteur de la barre est trés proche
soit z3 = 6,30m et on prend g = 9,81 ms~ 2.

L’application numérique donne v; = 10ms™".

Avoir un regard cri- | La valeur obtenue semble cohérente pour un athléte de haut niveau : un coureur de 100 m qui le
tique sur les résultats | réalise en 10 s a une vitesse moyenne de l'ordre de 10m/s, donc sa vitesse instantanée peut étre
obtenus (valider) supérieure (le départ est arrété). Cela veut aussi dire qu’il semble difficile d’augmenter significative-
ment ce record du monde. Les frottements lors de ’ascension du perchiste ne sont certainement pas
négligeable, mais nous n’avons pas pris en compte les forces intérieures du perchiste qui augmente
son énergie mécanique (impulsion verticale du pied d’appel et forces des bras exercées sur la perche
a la fin de la phase 1 et impulsion verticale des bras lorsque le perchiste quitte la perche a la fin de
la phase 3). On peut supposer que ces forces intérieures compensent la perte d’énergie mécanique
par frottement fluide ou au sein de la perche.

Communiquer

Probléme 4 Oscillations autour de la position d’équilibre stable

1. L’énergie potentielle du point matériel M est la somme de I’énergie potentielle de pesanteur et de 1’énergie
potentielle élastique. L’énergie potentielle de pesanteur s’écrit : E,; = mgasin® on prend E,; = 0 pour =
0 et 'énergie potentielle élastique est de la forme Fpo = %kAM 2 puisque la longueur & vide du ressort est

nulle. AM? = a?(1+cos 0)%+a?sin® § = 2a%(1+cosf). On a alors’ E,(0) = Ep1 + Epa = mgasin + ka?(1 + cos ) ‘

2. Une position d’équilibre correspond a un extremum d’énergie potentielle. On dérive alors I’énergie poten-
tielle par rapport a 6. % = mga cos §—ka? sin 6. Cette dérivée s’annule si mga cos § = ka? sin 6 soit tan 6 =

mg
ka

mg

74 Le rapport 72 est positif, On a donc deux possibilités ’01 = arctan ‘ et ‘92 = 7 + arctan 77 ‘

2
La stabilité de ces positions d’équilibre s’étudie en regardant le signe de la dérivée seconde : dd9E2p =
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2
—mgasin @ — ka? cos §. soit ddGEz” (0 = 0.q) = — cosOq(ka® + mgatanf,,). Cette dérivée seconde n’est po-

sitive que si cos e, < 0 soit b4 € [, 37"] 05 est donc une position d’équilibre stable et 6, est une position
d’équilibre instable.

%
. I’évolution est conservative puisque le poids et F} dérive d’une énergie potentielle et que la puissance
de la réaction du support est nulle ( J_ﬁ) L’énergie mécanique est donc constante et est égale a :

E, = %ma292 +mgasin @+ ka*(1+cosf), Lm = ma?0(6+ 2 cos @ — £ sin §) = 0 L’équation différentielle

k ging =0

m

du mouvement s’écrit alors : |6 + £ cosf —
a

. On considére de petites oscillations autour de la position d’équilibre 5. On pose 6(t) = 05 + £(t) avec

£ < 1. L’équation différentielle du mouvement devient &+ £ cos(f2 +¢) — % sin(f2+¢) = 0 et cos(f2+¢) =
costly — esinfly et sin(fy + ) = sinfy + £ cos . On obtient alors & — (£ sinfy + % cos f2) + £ cos Oy —
% sin 5. Les deux derniers termes s’annulent pour 0, et on obtient I’équation suivante : & — % cosO(1 +
mg2y . __ _ —1 _ —1

797%)e = 0. De plus costy = Vittan?ly | \/ir(E)

car cosfy < 0. L’équation différentielle devient :

4 £ /T4 (72)2 = 0|. On reconnait 'équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation

w? = £ /T4 (72)2 et de période T = 2T,
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