Programme Colles PCSI 3 - 2025/26
Semaine de colles n°3 du 06/10/25 au 10/10/25|

DU PROGRAMME PRECEDENT :

e Généralités sur les fonctions réelles

I - Généralités sur les fonctions réelles
II - Propriétés globales
III - Régularité

IV - Propriétés de la courbe représentative

V - Bilan : comment étudier une fonction & valeurs réelles

VI - Fonction bijective
® Fonction bijective, bijection réciproque et dérivation de la bijection réciproque.

o Fonctions usuelles : Rappels de Terminale et compléments
I - Fonctions exponentielle, logarithme népérien
» Inégalifés dconnaitre : OxOR,x+1<¢" et Ox>0,Inx<x-1
II - Fonctions puissances
= Définition de a® avec a et b réels tel que a > 0, propriétés de calcul.
® Etude compléte des fonctions puissances x «u - x = 7" variations et prolongements suivant les valeurs de a
® Fonctions racine n-iéme.
®» Méthode d'étude de fonctions de la forme x oo~ u(x)“¥.
® Croissances comparées.

IIT - Fonctions circulaires
® Rappels : fonctions cosinus et sinus

® Inégalités a connaitre : Ox O R, [sinx<fx| et OxO [O,g], %[x <sinx<x (*)

® Les fonctions cosinus et sinus sont indéfiniment dérivables sur R, expression des dérivées n-iéme. (*)
® Fonction tangente : Etude compléte avec ensemble de définition, dérivée, variations, limites, courbe
représentative.

Une question de cours pourra étre de réaliser |'étude de la fonction tangente. (*)

®» Formules d'addition, de linéarisation et de duplication.

NOUVEAU COURs :
 Les nombres complexes
I - Ensemble des nombres complexes C
® Définition, unicité de la forme algébrique d'un complexe, parties réelles et imaginaires.
® Addition et multiplication : propriétés.
® Conjugaison, propriétés de calcul, expressions de Re(z) et Im(z), caractérisation des éléments de R et iR.
% Module, propriétés de calcul.
® Tnégalité triangulaire et cas d'égalité. (*)

IT - Forme trigonométrique
® Ensemble U des nombres complexes de module 1.

® Notation e ©, propriétés de calcul, formules de De Moivre et d'Euler.

® Argument d'un complexe de module 1, d'un complexe non nul, propriétés de calcul.

® Caractérisation des réels et des imaginaires purs d l'aide des arguments.

® Une méthode & connaitre : factorisation par I'angle moitié.

Ex. Module et arguments de 1+ e ou1-e™ , & discuter suivant les valeurs de t DR (*)
® Exponentielle complexe et propriétés.

Résolution d'équations de la forme e = a.

IIT - Applications a la trigonométrie
®» Formules de trigonométrie usuelles : linéarisation, factorisation.
® Transformation de a cos x + b sin x et résolution d'équations de la forme : a cos x + b sin x = c.

(*) Démonstrations / Méthodes & connditre et TOUT le cours est & connditre !

Prévisions semaine n° 4 : Nombres complexes (fin)

Déroulement d'une colle

1. Une formule de trigonométrie A CONNAITRE SANS HESITATION! cf. formulaire

2. Un calcul parmi :
- Justification d'une formule de trigonométrie
- équaﬂon delaformee*=aouacos x+bsinx=c

Vous devez étre efficaces dans vos calculs.

3. Une question de cours : méthode ou démonstration signalées par (*).

4. Exercice(s) : On commencera par un exercice identique ou trés proche d'un exercice « a savoir
refaire » (cf. liste ci-dessous).

Un cours non connu entraine une note < 10.




Programme Colles PCSI 3 - 2025/26
‘Semaine de colles n°3 du 06/10/25 au 10/10/25 - Exercices a savoir refaire|

Exercices Chap. 2

Exercice fait dans le cours :
20y

Soit fune fonction définie sur R par: Ox O R, f(x)= eh e
X

a. Montrer que fest une bijection de R sur un intervalle a déterminer.
b. Déterminer alors la bijection réciproque de f.

Exercice 27 :
Soit fune fonction définie sur R** par : Ox O R*, f(x)=x>+Inx+1.
1. Montrer que f est une bijection de R** sur un ensemble J & déterminer.

2. Donner le tableau de variations de f~.
3. Montrer que £~ est dérivable sur J et exprimer sa dérivée en fonction de f~'. On ne demande pas d’expliciter f~'.
4. Déterminer une équation de la tangente 2 la courbe représentative de £~ 'au point d’abscisse 2.

Exercices Chap. 3

Exercice 1 :

4. Montrer que : Dx 010, 1 [, x*(1 -0 2 %

Exercice 2 : Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x J R :

aInp—1+Injx—3]=In |3 —4x + ] €. 2% 43T =" 432 e. 3+4=5°

Exercice 5 :

x—1

1. Etudier la fonction : f:x@wo- x+In !
"

Exercice 7 :
1. Etudier la fonction : f: x@o- x*

Exercice 9 : Equations et inéquations trigonométriques.
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

2.tanxtan2x =1 6.tan(2x+£j =-1 T.tanx 21

Exercice 13 :

Déterminer toutes les fonctions définies sur R” et vérifiant : 0 x O R", f(x) +3f[ J =x*.

1
X

Exercices Chap. 4

Exercice 7 :
Mettre sous forme exponentielle les complexes suivants. On précisera leur module et leurs arguments.

_+i3)

1 z 2
a+iy

4. 7z, =-2i¢" , a0 R 5. 7, =(1=i)' +(1+i)",nON

8 ="l x0rmnal
e +1

7. z, =" +e™, (x,y) OR?

Exercice 9 :

. N z+1 . L
Soit z un complexe appartenant a U\ {1}. Prouver que p— est un imaginaire pur.
-

Exercice 10 :

SSOReulUouzOR.

2. Soit u appartenant 2 C\ {1} et z 0 C. Prouver que :

Exercice 15 : Soit u et v deux complexes.
Montrer que : L. u| + V] < |u + v| + |u -]
2. Identité du parallélogramme.  |u + V> + |u — v = 2(|u* + v]>)

Exercice 23 : Equations avec des modules.
1. Trouver I’ensemble des complexes z tels que : |z + 1| =|z| + 1.

2. Trouver 'ensemble des complexes z tels que : |z =1 —z| =

&)

Exercice 24 : Equations avec des arguments.
1. Trouver I’ensemble des complexes z tels que : 2 arg(z + i) = arg(z) + arg(i) [71.

Exercice 25 :

2. Trouver tous les complexes z tels que : 22 =— 16 z7.




Formulaire

I - Valeurs remarquables

II — Relations entre cos, sin et tan

III - Angles associés

TRIGONOMETRI

PCSI 3 -25/26
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OxOR,sin?x+cos?x=1
OxOR\{D+km, kD027 ERLE] 1+ tan® y = — !
2 cos X cos? x

Une lecture efficace du cercle trigonométrique permet de retrouver les relations suivantes :

T
cos| —+x =
2
(7T
sin| —+x |=cosx
(2 )

cos(7T—x) =

sin(7/7— x) =sinx

cos(/T+x) =—cosx

sin(77+x) =

Lorsque cela aun sens :  tan (x +7]

IV — Formules usuelles

. m
sinf x+—
T _ ( 2]__cosx__ 1

cos(x+§j sinx  tan(x)

m .
cos| ——x |=sinx
2
. m
X sin| ——x |=cosx
2

(T
sin| ——x
w 2 1
t tan| ——x |[=——F——< =
2

cos(—x) =cosx

sin(—x) = —sinx

cos (LT - xj tan(x)
2

Formules d’addition.

O(a, b) OR?, cos(a + b) = cos a cos b —sin a sin b
cos(a —b) =cos acos b +sinasin b
sin(a + b) = sin a cos b + sin b cos a
sin(a — b) = sin a cos b — sin b cos a

Lorsque cela aun sens, on a: tan(a + b) =

tana +tanb
1l -tanatanb

Formules de linéarisation.
O(a, b) OR?,

cos a cos b :% [cos(a + b) + cos(a — b)]
sinasinb=— % [cos(a + b) —cos (a —b)]

sinacosb = % [sin(a + b) + sin(a — b)]

Formules de duplication. On en déduit :
DaOR, sin(2a) =2 sina cos a OaOR, 2 1

cos(2a) = cos?a —sin*a =2 cos’a—1=1-2sina costa =5 (1'+ cos(2a))
OaOR\ (&H %TZ) U (§+ nZ)) tan(2a) :f_‘fﬁ sin’a =%(1 ~ cos(2a))
Formules de factorisation.
O@,q) OR?% cosp+cosg=2 cos( + L;q) cosp—cosqg=—2 sin(L;q) sin(L;q)

sinp +sing=2 sin( + S L‘Z) sinp —sing=2 sin(L;q-) cos(L;q-)

)
SixOT+2mZett=tan%, ona: cosx:1 tz tan x = 2t2 avec x 00 4 1z
2 1+71 1t 2

Formule de De Moivre.
Ona:0(8n)ORxN, (£9)" ="

c’est-a-dire 0 @0 R, O0n 0N, (cos@+isin@)" =cos(nb) +isin(nd)

V- E‘guations trigonométriques

cosx=cosy < x=y+2kltou x=-y+2kn, k0Z

< x=y[2mou x=- y[2m]

sinx=siny < x=y+2kmtou x=T-y+2km, k0Z

< x=y[2mMou x=T1- y[21T \
-y

tanx=tany < x=y+kmk0Z < x=y[m

Cas particuliers : cosx=0 < ng [M & x= %T+krr, kOZ

sinx=0 © x=0[n] © x=km, kOZ

VI - Transformation de @ cos x + b sin x

But : Transformer de a cos x + b sin x en Acos(x — 6) o a et b sont deux réels, non tous les deux nuls.

. [ . . a b .
Méthode : | * On met en facteur Va® +b* # Oet on obtient : @ cos x + b sin x =a* +b* {\/ — cosx+ J — sin xJ
a” +b a” +b

=cosf et b
Va* +b?

* Le complexe est de module 1 donc: 060 R, =sin@

a . b a
P B S, -
Va® +b? l\laz +b? Va? +b?

« On obtient : @ cos x + b sin x =\a’ +b> (cos Bcos x +sin Hsinx) =+Ja? +b? cos(x - 6)

Rq. Cette transformation est utile lorsqu’on cherche a résoudre une équation de la forme a cos x + b sin x = ¢ avec a, b et ¢ des
réels tels que (a, b) # (0, 0).




