Correction du TD n 1

Correction 1 1. f; est définie et dérivable sur R de dérivée

x+— —2e Tsin(e” *) cos(e ?),

soit encore
r— —e “sin (2e_z) .

. fa est définie et dérivable sur R\ {g + kr} de dérivée

N sinx
T —.
cos2(cos )

. f3 est définie et dérivable sur R de dérivée

sinx cos x
vV1+ sin? z

. fa est définie et dérivable sur R de dérivée

i

2sinx cosx
(1 + cos?x)2’

. f5 est définie et dérivable sur R de dérivée

473

.
T T 2ty

. fo est définie sur [—1, +oo| et dérivable sur | — 1, 4o00[ de dérivée

32
T —————siny/1+ 3.
21 + 3

. fr est définie et dérivable sur R de dérivée

V1522
x — ————cos(e

V1+ 22

_ 1+w2)'

8. fs est définie et dérivable sur R de dérivée
4

z +— —4sinz(1 + cosz)3eltToosz)”

9. fo est définie et dérivable sur R de dérivée

62

T

10. fio est définie et dérivable sur R de dérivée

T —sinze®®”.

2x
1422

Correction 2 1. z—

2. x +— —3sin(z) cos?(z)
cos(x) sin(z)
V1+4sin’z

4. x — 32 cos(1 + 2?)

3. x—

—et
(el +1)2

6. t — del(1+et)3.

5. t—

7.+ —nsin(z)(1 + cos(z))" !
8. x — 4cos(z)(1 + sin(z))3.

2sin(x)
(14 2cos(x))?

2t + 3
2 43t—-2

11. t = n2t(t? —1)n L

9. z—

10. t —

—2sin(x) cos(z)
1+ cos?(x)

1
13. _— .
v 2(z + )

etan(t)

cos?(t)

12. x —

14. t —



eVit+l
15. t— ——.

2Vt

2
16, vy 205@)
(14 sinx)3
Correction 3 1.

2.

3.
4. f4 est définie sur tout R et m-périodique. Sa dérivée est x — 2 cos(2z)es"(22),
L’exponentielle étant positive, elle est du signe de cos2z. On l’étudie sur

lintervalle [0, 7].

e Six € [0, %] ,2x € [0, g] et cos(2z) > 0.

m 3T T 37
i T2 o —, == et cos(2z) < 0.
OSIZB€|:4,4:|, z€[2,2}e cos(2z) <0

e Enfin, si z € {31,77}, 2 € [37”,277} et cos(2z) > 0.

4
On a:
T 0 % 3% ™
4(z) + 0 - 0 +
e 1
f4 / \ ) /
1 e
Correction 4 Elle est définie sur R*. On admet que lirf — = +o00. On a alors :
z—+oo I
1
li = i = =0
Jm f@) = lm ey

x
On a également lim f(z) = +oo. Pour tout z # 0, on a f'(z) = f'(z) =
T——00
(e* — 1) — ze®
(=11
remarque que f'(x) est de méme signe que u(x) = e* — 1 — ze®. Cette fonction est
dérivable, on la dérive pour connaitre son signe: u'(z) = e* —e” — xe® = —ze® donc

. Pour le tableau de variations, il faut déterminer le signe de f’. On

u’ est décroissante sur R et croissante sur R~, elle atteint donc son maximum en
0 en lequel elle vaut 0; on a donc u(x) < 0 ce qui montre que f est décroissante. On
a le tableau de variations suivant:

—+00

f +OO\ \0

lim f(z) =1 en identi-

Remarque. Nous montrerons plus tard que lim+ flz) =
r—1

fiant f(x) a un tauz d’accroissement.
Correction 5 1.
2.
3.
4. On a x > 2 donc z — 1 > 0. On raisonne par équivalence:

x2 -2

. >2e 0?2220 -2 x(z—2)>0
T

La derniére inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére I’est aussi.

Correction 6 1. On peut étudier les variations de f(z) = In(1 + z) — z. f est
dérivable et sa dérivée vaut

f'(z)

donc f est croissante sur | — 1,0[ et décroissante sur ]0,+oc[, elle est donc
majorée par sa valeur en 0 c’est-a-dire 0; on a donc Vx €] — 1,400 f(z) <0
donc In(1 + z) < =.

B 1 1 —x
T l+4x T l+4x

1\" 1
2. On écrit <1 + —) = exp <n In <1 + —) > L’encadrement que ’on doit mon-
n n

trer est alors équivalent, par croissance de ’exponentielle, 4 :

1 1
n1n<1+—><1<—nln(1——>.
n n

1 1 1
Pour tout n € N*, — > 1 donc, d’aprés la question précédente, In (1 + —) <=
n n n

ce qui donne un premier coté de I’encadrement.



1
Pour tout n > 1, on a —— > —1 donc, d’aprés la question précédente,

(o

stration de ’encadrement.

1 1
< ——, ce qui implique —nln <1 — —) > 1 et achéve la démon-
n n

La fonction est définie et dérivable sur R

2
Correction 7 On pose f : x — T
1+ 22

et pour tout x € R, on a

) = 2(1 + 2?) — (2z)? B 2(1 — 2?)
= (14 22)2 - (14 x2)2°
On a le tableau de variations suivant :
T —00 —1 1 +o00
0
f \
-1 — 0

Correction 8 On pose [ :x — 2xv1 — 22, Elle est définie sur [—1, 1] et dérivable
sur | — 1,1[. Pour tout = €] — 1,1], on a

b — 2¢(—2z)  2(1—a?) —22%  2(1—22?)
@)=l s = e i

On a le tableau de variations suivant :

T -1 -%
0
f \ B / \ 0

Correction 9 On peut se convaincre que c’est faux en remarquant que deux fonc-
tions croissantes f et g vérifient, pour tout z < ¥ :

f(z) < f(y) et g(z) < g(y),

ce qui n’implique pas f(z)g(x) < f(y)g(y) en général. Prenons par exemple f : z —

_ «l|H
[N}

et g : z > x, elles sont toutes les deux strictement croissantes sur R} mais

NG

leur produit fg: x + —+/z est strictement décroissant.

Correction 10 On pose f:x—e* —xzet g:xz+— (1 —x)e®. On a f dérivable de
dérivée f'(x) = e® —1. La fonction f est donc décroissante sur | — oo, 0] et croissante
sur [0, +oo[. Par conséquent, elle est minorée par f(0) = 1.

On adonc Vz € R, f(z) > 1 doue* > 1+ x.

De méme, g est dérivable et ¢’'(r) = —ze® donc g est décroissante sur [0,1] et on
a g(0) =1 donc : Vx € [0,1], (1 — z)e® < 1. En divisant par (1 — z) qui est positif,
on a l'inégalité souhaitée.

R+
—xz/4 -

Rt —
r > e
dérivée s’annule en z = 4. On a le tableau de variations suivant :

Correction 11 On pose f : Alors f est dérivable et sa

T 0 4 400
4e~1

f / \

0 0

On en déduit que Vz € RY, f(z) < 4e~!. Or 4e~! < 2, donc

Vn eN, f(n) < 2.

1 1
et—<¥<17

1. Pour tout ¢ € [1,10], on a 0 < In(¢) < In(10) 10

on en déduit que

Correction 12

In(t)

0< =~ <n(10),

1

e On a donc

< L

2. Pour tout t € R, on a —1 < sin(t) < 1let 0 <
sin(t)
RN

3. Pour tout t € [0,3],onal—-3a <1 —-at <letl<2!—1<2e>—1donc
1 1

<
2e3 —1 2et — 1
de 1 — 3a.

< 1. La il faut étre prudent car on ne connait pas le signe

1—3a 1—at
< <L
2e3 —1 = 2et -1
1—3t 1
<
2et — 1 2e¢t — 1

1
3
.. . 1—3a . , e e el
< 1 qui implique et — 1 > 1 —3a puisque ’on multiplie I'inégalité
et —

1
e Sil—3a >0 cest-a-dire a < 3’ alors

< 1. En revanche, on a

1
, alors . <

2et — 1



par une quantité négative. On a donc

1—at
1-3a< +—<

N e 1
, 3t
4. Pour tout t € [—1,1], on a 0 < In(1 + ¢*) < In(2) et 3t € [—3, 3] donc v

a
3 3 1 1 3t
—_——— isque t2>0. Oro0 < < = donc

[ att2 a—|—t2] puisque @ ' etz Sa N are

33
a al
. 1 1
On en déduit que pour tout ¢t € [—1,1], fa(t) € [—3 (1 + E) ,3 <a + E)}

5. Soit t € [-1,1], on a
t2 t2 2 t2
1+et a2

at

501 =| o - 5| < 1o

a 1
donc un majorant est 3 + — et un minorant est — (
a
plus précis, on écrit
1 t?

et —;é

at?

<0,

X
a2

N e

on obtient

f%sﬁwg

@Ml»—ll\DI@

. a .
donc un majorant est 3 et un minorant est —

Correction 18 On fait une intégration par parties, on pose u(t) = In(¢) et v'(¢)

+2
E. On a
2 2
[t i ]
1

2
/ tintdt
1 1
t_ 2
4

Correction 14 On fait une intégration par parties. On pose u(z) = e” et v'(x)
cosz, on a u'(z) = e” et v(x) =sinz. On a donc

1
on a u/(t) = n et v(t) =

2tdt

=2In(2

™

T - T
/ e coszdr = [e“sinz]f — / e’ sinx dx.
0 0

. Si on veut étre

2

On fait une deuxiéme intégration par parties. On pose u(x) = e® et v'(z) = sinz,
onau(x)=e" et v(zr) =—cosz. On a donc :

1 x x T
/ e’ cosxzdr = [e”sinz]; + [e” cosz]) — / e” cosz dz.
0 0

On en déduit que :

B si cosz)e? %
/ o cos pdp — | BT+ cosz)e”
0 2 0

Correction 15 On fait une intégration par parties, on pose u(t) = t2 — ¢t + 1 et

V(t)=etonau(t)=2t—1letv(t)=—e* Ona

1 1
_ _411 _
/O(t2ft+1)e bdt = [-(t* —t+1)e t]0+/0 (2t —1)e " dt.

On fait une nouvelle intégration par parties, on pose u(t) = 2t — 1 et v/(t) = e~ ¢, on
avu(t)=2etv(t)=—e* Ona
1 1
/ (2t—1)e " dt = [—(2t — 1)e—t];+/ 2etdt = [—(2t — 1) — 2e—t}; = —3e '+1.
0 0

On a donc )
/ (2 —t+Detdt=1—e"+1-3e"=2—4e?
0

Correction 16 e Sin # 1, on fait une intégration par parties. On pose u(x)
—n+1

. On a donc :
—n

Inzetv(z)=2"". Onav(zr)= 1 et v(z) =
x

/elnxdx _ [ Int e+/e dz [ Int B 1 o 1
e | (=Dt (n=Dar | (=Dt (n—1)2n1 ] (n— 1)
“Intd
e Si n = 1, on reconnait une dérivée de la forme u'.u, on a donc / neer _
1
1
1 e
[5 lnt]l 9

Correction 17 On peut poser le changement de variable v = z3

3z2dx et u varie de 0 & 1. On a donc

1 1
V1
/:1:2\/1+333d33=/ 3+udu
0 0

,on a alors du =

1

0

= [§(1+u)3/2} 2

1 1
1
On peut aussi écrire / 22V/1 4+ 23dx = 3 / 322v/1 + 23 dz pour reconnaitre une

0 0
1 1

12 2

dérivée de la forme u'.u'/2. On a alors / 2?V1+23de = [55(1 + t3)3/2} =9
0 0



Correction 18 On reconnait une dérivée wusuelle de donc

2 2 2
/ t dxr = 1ln(t3 +1)| = w
o L4163 3 .3

On peut aussi poser y = 3, on a dy = 3z2dx, y varie de 0 4 8. On a donc

I

U
la forme —
u

2 g2 8 1 1 8
——dx = —dy=|=In(1+
/0 T+a8 /0 3(1+y) 7 {3 nl y)]o

2 2
/ 2 e In(9)
o 1423 3

Correction 19 On reconnait une dérivée usuelle de la forme u'e¥, on a donc

™

On retrouve

2 jusy
/ sin(z)ec(®) dz = [—ecos(z)]g =e—1
0

On peut aussi poser y = cos(z), on a dy = —sin(x)dx et y varie de 1 a 0 donc

z 0
2
/ sin(z)e®®@) dz = / —eldy=—-1+e=e—1
0 1
On a

2
1
te” dt = 5(64 —e€). On peut aussi x = t>. On a dx = 2tdt et x varie de 1

2 4 2
1 e” 1
te" dt = | Zefdr=|=| = =(e*—
/16 /126 x [2}1 2(6 e)

. . u’ oAt
Correction 21 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme —. On a =
u

» tlnt
[In [In(¢)[]3 = InIn(3) — InIn(2).

Correction 20 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme u' .u.

1
a 4 donc

dt
On peut aussi poser x = In(t), on a dx = " et x varie de In(2) a In(3) donc

3 In(3)
dt 1 _ In(3)
L Tt /1n(2) . dz = [ln(z)hn@) =Inln(3) — Inln(2)

Correction 22 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme u'.u. On a

/12 h”;dt - [1 (ln(t))Q]j _ %1112(2).

2
dt
On peut aussi poser x = In(t), on a dx = n et x varie de 0 & In(2). On a donc

In(2)

2 In(2) 2
Intdt 1
/ n :/ xdx: :E— :—1n2(2)

Correction 23 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme
V2
tdt V2
=[Vi+e] = =v3-1.
/0 Vi+12 | Jg

On peut aussi poser y = t2, on a dy = 2tdt et y varie de 0 & 2 donc

tdt |

V2 2
= dy = [\/1 =v3-1
/0 Vite Jo 2Tty [ +y}0 Vs

!/

U
2\/u’

On a



