Maths - DS n°1

Préliminaire : quatre questions indépendantes

1. Soit y une suite numérique de premier terme yo = 2 et telle que pour tout p € N, y,41 = 2y, — p.
Montrer par récurrence que pour tout p € N, y, =2 +p + 1.

2. Soit n € N et t € R. Calculer les nombres :
n+1 . 2n m
By=> 5" et C,= ( >3’€
i=2

3. Montrer pour tout n € Z I'implication :

n(n+2)
4

4. Montrer pour tout s > 0 l'inégalité : /s <1+ 1.

¢7Z = nimpair

EXERCICE 1 : (Nombres complexes)
. Mettre 1 — i et /3 + 4 sous forme exponentielle.
. En déduire la forme exponentielle de (1 —14)3 et (v/3 +4)%.

1—1i)?
3. Déterminer la forme exponentielle de ﬂ
(V3 + i)
4. Déterminer, sans calcul, la forme algébrique de (1 —i)3 et (v/3 + )%
1—1i)?
5. Déterminer la forme algébrique de ﬂ

(V3+i)*

[N R

177w
6. t — 7
Que vau cos( 12 >
177w 3T 27 17w L .
7. En remarquant que T = T + 5 retrouver la valeur de cos 1o trouvée a la question

précédente.

EXERCICE 2 : (Entiers définis de facon implicite)
Dans cet exercice, on s’intéresse & ’existence, pour tout n € N, de nombres entiers a,, et b, tels que

(\/5— l)n = an + by V2.

1. Soit p,q € Z. On suppose que p + ¢v/2 = 0. En utilisant le fait que v/2 est un irrationnel, montrer

que p=q = 0.
2. Soit n € N. Déduire de la question précédente que si les nombres a, et b, existent, alors ils sont
uniques.

3. Montrer l'existence et déterminer les couples (ag, by), (a1, b1) et (az,be).

4. Montrer par récurrence l’existence, pour tout entier naturel n, des entiers a,, et b,.
Préciser les relations de récurrence donnant a,41 et b,11 en fonction de a,, et by,.

2 _

2 — 2b2),en est une suite géométrique, et en déduire, pour tout n € N, la

5. Montrer que la suite (a
valeur de a2 — 2b2.



EXERCICE 3 : (Somme alternée)
n

n
Soit n € N, on pose S, = Zk: et T, = Z (—1)kk.
k=0 k=0
1. Rappeler 'expression de S,.

2. On suppose n pair et on considére m € N tel que n = 2m.
(a) Calculer A =S, 4+ T),. On pourra séparer les termes d’indice pair et ceux d’indice impair.
(b) Calculer B = S,, — T,,.
(c) Veérifier la cohérence de vos résultats en calculant A + B.
(d) Donner une expression de 7T;, en fonction de m.

3. Déduire de I'expression de Thy, celle de Top,41.

EXERCICE 4 : (Somme des inverses des coefficients binomiaux)
n
1
Pour tout n € N, on pose U,, = Z T
k=0 (k:)
n+1)

1. Soit n € N* et k € [0,n — 1]. Simplifier U

G

2. Soit n € N* et k € [0,n — 1]. Montrer :

n+ 2 2n—|—2_n—k n—k+1

IS R A R )

1
3. En déduire que pour tout n € N*, on a (n+2) (U, — 1) — (2n + 2) (Un+1 “aEi 1) = —n.
n

4. En déduire, pour tout n € N*, une expression simplifiée de U, 41 en fonction de n et U,.

n+ 1n+1 Qk
on+1 ?
k=1

5. Démontrer que pour tout n € N*, U, =




Correction DS n°1

Corrigé du préliminaire

1. On proceéde par récurrence : Vp € N, on pose H(p) = [y, = 2P + p + 1].
— Initialisation : H(0) signifie [yp = 2° + 0+ 1 = 2], ce qui est vrai.
— Herédité : Soit p € N. Supposons H(p). Montrons H(p + 1), c’est-a-dire [yp41 = 2P + p 4 2].
On écrit :

Yp+1 = 2yp - P
=22P+p+1)—p d’apres H(p)
=y o421y
— 2p+1+p_|_2
ce qui démontre H(p + 1).
— Conclusion : Vp € N, H(p) est vraie.
2. » Calcul de B,,. Sit#1,0n a:

ntl £2 _ 2 5 4 "
J— T _ n
Bn—5tZt =6t ——— = |7 [P - "}
1=2
Sit=1:
n+1
B, = 35 = [
=2
» Calcul de C,,.
2n
2n\ g 2n\ o
=2 (0 - ()
k=0 N——

terme en kK =0

= 34+ -1 (binome de Newton avec a = 3, b = 1)

) ) ) ) : n(n + 2
3. On raisonne par contraposée. Si n est pair alors n = 2a avec a entier. On a alors Q =

4
a(a+ 1) =€ Z. On en déduit que

n(n + 2)

1 ¢ 7Z = n impair

4. Soit s > 0. On a les équivalences suivantes :

2
Vs <1+ Z <— s< (1 + Z) ((t ~ t?) est strict. croissante sur R, )

= <1+S+S2
s < -+ —
2 16
< 165 < 16 + 85 + s>
— s2—-85+16>0

< (s—4)>>0 ce quiest VRAL

Par remontée des équivalences, la premiére inégalité est donc vraie.



Corrigé exercice

2 V2
1. On commence par calculer le module : |1 —i| = V2doncl—i=+2 ({ — “{) . Un argument

del—iest—%doncl—i:\/iefél.

o|%

De méme, v/3 + i est de module 2 donc :v/3 +i =2 ( + ;) On voit alors qu’un argument de

\/g—i—iest%donc \/§+i:26%.

2. On a , ,
(1 —i)3 = (\/56_%> = (\/5) e = 2\/56_3%
et A
(V3+4i)t = <2€%> — 24 =165 |,
3. On écrit :

(=i _ 2V ¥ V2 (sim) | V2
(V3+i)*  16eF 8 B '

4. Pour déterminer la forme algébrique de (1 —4)3, on utilise sa forme exponentielle :

De méme, on a :

4 9 2 1 i
(\/§+i) :16623:16<cos;+isin;>:16<—+“/§> :8(—1+z’\/§).

2 2
T o (1-14) . : -
5. Pour déterminer la forme algébrique de —=——— on utilise la question précédente :
(V3 +i)t
(1—4)3  —2-2 —1—i

(V3+0)t  8(-1+iv3)  4(-1+4V3)

On multiplie par le conjugué du dénominateur :

1-)®  (1-)(-1-iv3) 1+iv3+i-+v3 (1-v3) +i(l+v3)

(V3+i)t 4l —1+iV3)2 16 16 ‘
) s (1—1)°
On a trouvé la forme algébrique de —————.
(V3 +i)4
. : . (1—1)°
6. En utilisant les formes exponentielles et algébriques de — ., 0n a
(V3+i)t
(1-0)* V2 i (1-V3)+i(1+V3)
(V3+i)t 8 16 '

On a donc :

8

\/§< 17 177r> (1—+3)+i(1+/3)

COS172—ZSH’1172 16



On identifie la partie réelle des deux expressions :

V2 1im 1-43

On en déduit que

ou encore :
12 4
17 2 3
7. On écrit —— = =1 + Sl puis on applique la formule de cos(a + b) :

12 3 4

o 177w co 27 N 37 co 2w co 3w . 2w sin 3
N aeny iR 4 —oeoa [ 2T , _gin [t on
D "\3 "1 "\ 3 )"\ 3 4

1 V2 V3 V2
N\ T2 T2
V26

On retrouve le résultat de la question précédente :-)

Corrigé exercice [2] :

1. Par ’absurde : si ¢ # 0 alors 1'égalité p + ¢v/2 = 0 donne /2 = —Pp € Q. Or, v2 ¢ Q, d’ot une
q

contradiction.

Donc , ce qui implique p + 0./2 = 0 et donc .

2. Fixons n € N. Supposons qu'il existe deux couples d’entiers (ay, by) et (¢n,dy,) tels que

(\/5—1)” = ap+bV2 = cn+dpV2

On a donc :

(an — cn) +V2 (b, — dy) =0
——— ———
€L €L

Alors d’aprés la question précédente, cela implique { Z" _ccln i (()] et donc { fn f -
n — Un — n —

Le couple (an, by,) est donc unique, s’il existe.

3. (\/5 — 1)0 =1=1+ 0.\/5, donc le couple { Z(()] :S convient.
(\/5 — 1)1 = —1+4+/2, donc le couple { Zl - 1_1 convient.
1 pr—
(\/5 — 1)2 =2-2V/2+1=3— 2\@, donc le couple { Zz - 32 convient.
2 = —

4. Récurrence. Vn € N, on pose :
H(n) = [H(Gmbn) €7’ tq (\@ - 1) = an + bpV/2

— initialisation : H(0) est vraie. En effet, on a vu qu’il suffit de poser ag =1 et by = 0.



— heérédité : soit n € N. Supposons H(n). On écrit alors :
(v2- 1)”+1 = (va-1)"x (v2-1)
= (an+buv?) (V2-1)
H(n)

= apnV2 — a, + 2b, — byV/2
= (2b, —ap) + (an — bn)\/§
—— ——

4 =
ie, i = 2b, —
H(n + 1) est donc vrale, il suffit de poser On+1 n — Qn
bpt1 = an—by

— conclusion : Vn € N, H(n) est vraie.
5. Posons, ¥n € N, v, = a2 — 2b2. On a

Un+1 = ai+1 - 2bi+1
= (2by — an)?® — 2(an — by)?
= 4b% — dapb, + a2 — 2(a — 2a,b, + b2)
= 70“721 + 2b3L
= —Un
v est donc une suite géométrique, de raison (—1).
Donc Vn € N, v, = vy x (—=1)" = (ad — 263)(—1)" = (-1)™.
Donc |a? — 2b2 = (—1)"

Corrigé exercice

1. On a Sn:n(n;—l)

2. (a) On a
A = S2m + T2m

2m
= Z (1+ (-1 k
Y

0<k<2m
kpair

m

= Z4j en posant k = 2j
j=0

=12m(m+1)



(b) De méme, on écrit :

2m
= (1-(-1)")k
k=0
= Y %
0<k<2m

kimpair

m—1

7=0

m—1 m—1
=D 4+ 2

Jj=0 Jj=0
=2m(m — 1) +2m
=|2m?

(c) Ona A+ B =285, = n(n+1). D’apres les résultats trouvés aux questions précédentes, on a :

A+ B =2m(m+ 1)+ 2m?
=2m(2m+1)
=n(n+1)

Les résultats sont donc cohérents.

(d) On remarque que A — B = 2T,,. On a donc

2T, =2m(m+1) — 2m?
=2m

On a donc .

3. Les deux sommes Ty, et To,4+1 ne différent que d’un seul terme : celui en kK = 2m + 1. D’ou :

Tomi1 = Tom + (=1)*" 1 (2m + 1)
=m—(2m+1)

Corrigé exercice

1. On a
n+1 (n+1)! =(nt1).n!
k CKn—k+1)! (n+D)! K (n—-k)! | n+l
<n> N n! ok (n—k+D! n! |n—k+1
T/ 1\ _,—/
k kl(n —k)! =(n—k+1).(n—k)!
et
n n! =(n—k).(n—k—1)!
k+1) (k+Dl(n—k—-1)!  nlkl (n—Fk)! n—k
(n) B n! kD) (n—k+DIn! | k+1
VY] ~———
k kl(n —k)! =(k+1).k!



2. La question précédente permet d’exprimer (k_"H) et ("+1) en fonction de (}) :

n _n—k n ot n+1)  n+1 n
k+1) k+1\k E )] n—k+1\k

On a donc d’une part :

n—k_n—k—&-lik—kl_n—k%—l
t (») (»)
2k —n

(%)

et d’autre part :

n(%—)2 — 2(27;)2 = (711) ((n+2) —(2n+2)

n+2—-2n—-k+1)
()

2k —n

(%)

n—k+1
n+1

Les deux quantités sont donc bien égales.

3. Soit n € N*. On sait que pour tout k € [0,n — 1],
n+2 2n+2 n—-k n—-k+1

NGOG

On somme ces égalités pour k variant de 0 an —1:

— n—1 1 n—1 n—
n+22T 2n+2)) g = (
k=0 k k::o( ) (k

k k=0
On a = .
= AR =TA R
et
e (n — ("f)  n+1 e +1
on a donc

(n+2)(Un—1)—(2n—|—2)<Un+1—1—}H> i<n_(?k5)_l n—(g)H)

On reconnait une somme télescopique dans le membre de droite, d’oi :

(n+2)(Un—1)—(2n—{—2)<Un+1_1__1'_1> 1 n+1

On a bien I'égalité souhaitée.
4. Soit n € N*. On a

1
(n+2)(Up,—1)—(2n+2) (Un+1 1—+1> =-n
donc
1

(2n +2) (Un+1_1_71—i-1) =n+2)(U,—1)+n



puis

1 n-+2 n
—1—= — 1)+ —
Unt1 n+1 2n+2(U” )+2n+2’
et enfin
1 n-+2 n n+2
U. =1 U, -1 = U, 1
el +n—|—1+2n+2( " )+2n+2 omia "t

. Nous allons montrer I’égalité par récurrence. Pour tout n > 1, on pose :
n+ 17’L+1 Qk

ontl La )
k=1

kb

H(n) : 7 U, =

— Initialisation : Uy = -+ - =1+1=2et

donc H(1) est vraie.
— Hérédité : soit n > 1. On suppose H(n). On a alors

n+ 2

1
n+2 n+lg=2k
= — — + 1 par hypothése de récurrence
n+1
2n+4+2 2 P k

n+ 2n+1 2k

Cela démontre H(n + 1).
— Conclusion : Vn > 1, H(n) est vraie.



