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devoir d’entrainement 1

Année 2023-2024

Exercice 1.
Montrer que pour tout entier n > 1, vn? + 1 ¢ N.

Exercice 2.
Soit (U )nen la suite définie par:

Uy = 5
Uy = 7
Vn € N, Upio = Upi1 + 2Uy.

Montrer que:

Vn €N, u, = (—1)" + 2"

Exercice 3.
On considére la fonction

—

N

w

N

—
8 =@

%
> cos(2x) sin? ()

- Caleuler £(0), f(§), f(3), [(3), f(3)-

(a)
(b)

Démontrer que la fonction f est m-périodique.

Etudier la parité de la fonction f.

. Justifier que la fonction f est dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée.

. Justifier que 'on peut restreindre I’étude de la fonction f a l'intervalle [ = [O, g}

Soit © € R. Exprimer cos(2z) en fonction de sin(x). Justifier & l'aide des formules

d’addition.

Factoriser 'expression f’(x) et déterminer les variations de la fonction f sur I.

Déterminer les équations cartésiennes des tangentes au graphe de f aux points d’abscisses
RINTE IS

Déterminer une solution de I'équation tan(a) = —+/3. Aucune justification n’est de-

mandée.

Soit § € R. Exprimer sin?(f) et cos?(f) en fonction de cos(26). Justifier a I'aide des

formules d’addition.

Linéariser 'expression f(x), c¢’est-a-dire ici I'écrire a l'aide de sommes en fonction de

cos(2x) et cos(4z).
/02 f(z) dx

Calculer I'intégrale



Exercice 4.
Pour tout entier n > 0, on pose

W, = /2 cos"(z) dx
0

g
1. Montrer que W,, = / sin”(z) dz.
0

T
On pourra utiliser le changement de variable t = 5%

2. Montrer que la suite (W,,),en est décroissante.

. . . . n+1
3. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que W, .o = ( n 2) Wh,.
n

Exercice 5.

Dans ce probléme, toutes les fonctions considérées sont définies sur R,.

L’objet de ce probléme est de déterminer certaines propriétés des fonctions f : Ry — R telles
que :
Yo,y € Ry, flx+y) > f(2) + fly) (H1)

Va,y € Ry, f(ay) = f(x)f(y) (H2)

1. Solutions constantes

(a) On suppose qu'’il existe ¢ € R tel que la fonction constante f : x +— ¢ est solution du
probléme posé. Que peut-on en déduire sur la valeur de ¢ 7

(b) Déterminer toutes les fonctions constantes qui satisfont (H1) et (H2).
2. Parmi les fonctions puissances

(a) Démontrer par récurrence que ¥Yn € N*, ona: Ve € Ry, (1+2)" > 1+ nz.

(b) En déduire que Vn € N*;on a: Vz,y € R telsque 0 <y <z, (z+y)" = 2" + y™.
)
)

(c

(d) Démontrer que Vn € N*| la fonction p,, : @ — 2" satisfait (H1) et (H2).

Démontrer que Vn € N*, on a: Vo,y € Ry, (z +y)" = 2™ + y".

3. Quelques propriétés
Soit f : Ry — R une fonction non constante qui satisfait (H1) et (H2).

(a) Montrer que f(0) = 0.

(b) Montrer que f(1) = 1.

(c) Montrer que Vn € N*, on a: Vo € Ry, f(a™) = (f(x))™

(d) Montrer que Vo € Ry tel que = # 0, on a f(z) #0et f(1) = ﬁ
)
)

e) Montrer que Vo € Ry, on a f(z) > 0.

(
(f) Montrer que f est croissante sur R..



Correction du Devoir d’entrainement n 1

Ezercice 1 On suppose par 'absurde qu’il existe m € N tel que vn? +1 =m. On a donc m > n.
On raisonne par équivalence :

Vii+l=men’+l=m*em?’-—n*=1 (m—-n)(m+n)=1
Onam—n>1et m+n >2cequiest absurde. On a montré, par 'absurde, que vn? +1 ¢ N.

Ezercice 2 On pose P, : u, = (—1)" + 2"2.

On a uy = 5 = 1 + 22 donc la propriété est vraie au rang 0. On a u; = 7 = —1 + 8 donc la
propriété est vraie au rang 1.

On suppose que pour un certain entier n, P, et P,,, montrons que P,,, est vraie. On sait que

Upyrz = Upy1 + 2uy,
= (=1)"t + 273 + 2(—1)" 4 2 x 2""2 par hypothéses de récurrence
= (=1)" 4+ 2.2""3 car (—1)"+ (=1)""1 =0

(_1)n+2 + 2n+4

La propriété est vraie au rang n + 2. Par le principe de récurrence double, on a montré que
Vn €N, u, = (—1)" + 2"

Ezxercice 3 On considére la fonction

f: R — R
x> cos(2x)sin’(r)

1. On a
. £(0)=0,
3
L4 f(%) = g;
o f(1) =0,
3
L f(%) = _éa
. f(5)=-1
2. (a) Soit z € R, on a

f(x+7) = cos(2m + 2z)sin®(7 + z)
= COSEQCIJ) (— sm( ))?

cos(2x) sin?(z)

On a donc bien f w-périodique.
(b) Soit = € R, alors

f(—z) = cos(—x)sin?(x)
= cos(z) (—sin(z))? car cos est paire et sin est impaire
(z) s

On a donc bien f paire.



3. La fonction f est dérivable sur R en tant que produit de deux fonctions dérivables sur R et
pour tout x € R, on a

f'(xz) = —2sin(2z) sin®*(x) + cos(2z)2 cos(z) sin(z) = sin(2z) (cos(2z) — 2sin*(z)).

. . . T
4. On a f m-périodique, on peut donc réduire son étude a I'intervalle [—5, 5} De plus, comme

elle est paire, on peut réduire son étud e a [O, %]
5. (a) Soit z € R. On a
cos(2z) = cos(x + ) = cos®(x) — sin*(x) = 1 — 2sin’(x) car cos® +sin® = 1,
(b) En utilisant la question précédente, on a
f'(x) = sin(2z) (1 — 4sin®*(z)) .

Pour tout x € [O, g}, on a 2z € [0, 7] donc sin(2z) > 0. On a donc

fl(x) >0 & 1—4sin®*(z) =0
. 9 1
& sin®(z) < 1
< 0 < sin(x) < = car pour tout = € I,sin(z) >0
s 0<rL % car sin est croissante sur [
0 T
I p— J—
6 2
f'(2) + 0 -
3
/ T
On a donc 0 -1

(c) On donne directement les équations des tangentes:

e [n 0, la tangente a pour équation y =0

T , . 3
e En & la tangente a pour équation y = 3
T , . 1 s
e En T la tangente a pour équation y = E(x — Z)
T 23 s
e Fn — la tangente a pour équation y = —— — —— <3c — —) .
3 g p q Y 3 5 3
e En g, la tangente a pour équation y = —1

6. (a) Une solution de I'équation tan(a) = —v/3 est —g.

7. (a) Soit § € R. On sait que cos(20) = cos?(#) — sin*(f) = 2cos?d — 1, on en déduit que
2 1
cos?(0) = %.
1 — cos(260)

De méme, on sait que cos?f = 1 — 2sin? § donc sin® ) 5



(b) Soit = € R, alors

f(z) = cos(2x)sin?(x)
1-— 2

= cos(2z) X y
1

=5 (cos(2z) — cos?(x))
1 dr) — 1

=3 (cos(Zx) - %)
1

=1 (2 cos(2x) — cos(4x) + 1)

(c) On a
x 1 [2
Ji flx) dz = Z/ 2cos(2x) — cos(4z) + 1dx
0 us

1], sin(4x) 2

- - o) — S
1 [sm( x) 1 + x} T3

Ezxercice /4 1. On fait un changement de variable en posant y = 7 — z. x varie de 0 & g donc y

variedegaOOnadx:—dyetx:g—y:

s
2

o -
W= [ cos(3 =)~ d) = [ si"(w) .
z 0
2. Soit n € N. Pour tout z €]0;1[, cosx €]0, 1] donc cos” z > cos™ !z, Vz €]0,

ensuite I'inégalité¢ entre 0 et 7, par croissance de l'intégrale, on obtient W),
suite (W, )nen est décroissante.

[. On intégre

Vo

W,11 donc la

3. Comme suggéré, on fait une intégration par parties en écrivant cos"™? z = cos"™ ! zcosz. On
pose u(z) = cos"(z) et v'(z) = cos(x). On a v/(xr) = —(n+ 1) sin(x) cos™(x) et v(z) = sin(x).
On a alors

Jus

s g 2
Wiio = [cos" M zsinz]@ — / sinz(—(n+1)sinz cos" x)dr = (n + 1) / (1 — cos® ) cos" zdx
h 0 0

-~

=0

d’oul
n—+1

n+2

Wiyio = (n+1) (W,, — W,42) ou encore Wy, 1o =

n
Ezercice 5 1. Solutions constantes

(a) D’aprés (H2), on a en particulier f(0 x 0) = f(0) x f(0), c’est-a-dire ¢ = % Or
c=tsc-=0cl-c)=0&(c=0oul—c=0) < (c=0o0uc=1).
Doncc=0ouc=1
De plus, d’aprés (H1), on f(040) > f(0) + f(0) c’est-a~dire ¢ > 2¢ donc 0 > ¢. On en
déduit que ¢ = 0.

(b) D’aprés la question précédente, s’il existe une fonction constante qui satisfait (H1) et
(H2), alors c’est la fonction nulle. Réciproquement, est-ce que la fonction nulle satisfait
(H1) et (H2) 7
On note fy : * — 0 la fonction nulle (définie sur Ry). Soient z,y € Ry. On a
fox+y) =02=0+0 = fo(z) + foly) et fo(zy) = 0 = 0* = fo(x)fo(y). Cela mon-
tre que fo satisfait (H1) et (H2).

On a montré que la fonction nulle est 'unique fonction constante qui satisfait (H1) et (H2).



2. Parmi les fonctions puissances

(a)

Pour tout n € N*, on note : HR(n) = [Vx € Ry, (1+ )" > 14 nz]. On va démontrer par
récurrence que pour tout n € N* I'assertion H R(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que HR(1) est vraie.

Soit € Ry. Ona(l1+a)' =14+2=1+1x2>1+1x 2. Donc lassertion HR(1) est
vraie.

Héredité : Montrons que Vn € N*, [HR(n) = HR(n + 1)].

Soit n € N*. On suppose que H R(n) est vraie c’est-a-dire que Vo € Ry, (14+2)" > 1 +nx.
On veut déduire que H R(n+1) est vraie ¢’est-a-dire que Vo € R, (1+2)" ™ > 14+ (n+1)z.
Soit z € Ry. On a (1 + z)"" = (14 2)" x (1 +x). Or, daprés HR(n), on a
(I4+x)" > 1+nret (1+x) >0donec (1+2)"x(1+2x) > (1+nz)(l+x). De
plus, (1+nz)(1+z) =14+x+nzx+nz? =14 (n+ 1)z +nz? > 1+ (n+ 1)z car nz? > 0.
Donc (14 x)"™ > 1+ (n+ 1)xz. On a déduit que HR(n + 1) est vraie,

Conclusion : d’apreés le théoréme de récurrence, pour tout n € N*| I'assertion HR(n) est
vraie, c’est-a~dire pour tout n € N*, on : Ve € R, (1 +2)" > 1 + na.

Soit n € N*. Soient x y € R, tels que 0 < y < z. Par hypothése, x > 0. On a donc
(x+y)" = (x(1+2))" = 2"(14+£)". D’aprés la question précédente, on a (1+%)" > 14+n2,
De plus, 2 > 0 donc 2™(1 + £)" > 2"(1 + n¥) = (x + nx"y) = 2" 4+ nz"'y. Par
hypothése, on a © > y > 0 donc 2" > ¢! puis 2" 1y > y Yy. Enfin, n > 1 donc
nz"ty > 1 x y" Ly c’est-a-dire nz" "'y > y". Donc (z +y)" > 2" + y™.

On a montré que Vn € N*, on a: Vo,y € R, telsque 0 <y <z, (z+y)" > 2" + y".

Soit n € N*. Soient x,y € R,.

* Si z <y, d’aprés la question précédente, on a (z +y)" > =™ + y".

*Siz=y,on (z+y)" = (2z)" =2"2". Or, 2" > 2 et 2™ > 0 donc 2"a™ > 22" = 2" +y".
Donc (z +y)" > =" + y".

x Si x > y alors y < x donc, d’aprés la question précédente, on a (y + x)" > y" + ="
c’est-a-dire (z +y)" > ™ + y".

On a montré que Vn € N*, on a: Vo,y € Ry, (z +y)" = 2™ + y"

Soit n € N*. On considére la fonction p, : © — z".

Soient z,y € R,.. D’aprés la question précédente, on a (z + y)" > a" + y" c’est-a-dire
pn(x +y) = po(x) + pa(y). On a montré que p, satisfait (H1).

Soient z,y € Ry. On ap,(zy) = (xy)" = 2"y" = pu(2)pn(y). On a montré que p,, satisfait
(H2).

On a montré que Vn € N*, la fonction p,, : © — ™ satisfait (H1) et (H2).

3. Quelques propriétés

(a)

D’aprés (H1), on a f(0 x 0) = £(0) x f(0) c’est-a-dire f(0) = f(0)%. De fagon analogue
au calcul mené a la question 2)a), on obtient que f(0) =0 ou f(0) = 1. De plus, d’aprés
(H2), on a f(040) = f(0) 4+ f(0) c’est-a-dire f(0) = 2f(0) donc 0 > f(0). On obtient
done f(0) =

D’aprés (H1), on a f(1 x 1) = f(1) x f(1) c’est-a-dire f(1) = f(1)% De fagon analogue
au calcul mené a la question 2)a), on obtient que f(1) =0 ou f(1) =

Montrons par 1'absurde que f(1) # 0. On suppose que f(1) = 0. Alors, Vo € Ry, on
a f(x) = f(Axz) = f(1)f(x) =0 x f(z) = 0. Donc f est la fonction nulle. Or, par
hypothése, f n’est pas une fonction constante donc f n’est pas la fonction nulle. C’est



une contradiction. Donc f(1) # 0 donc f(1) =

Pour tout n € N*, on note : P(n) = [Vx € Ry, f(2") = (f(z))"]. On va démontrer par
récurrence que pour tout n € N* I'assertion P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(1) est vraie.

Soit z € Ry. On a f(z') = f(z) = (f(x))'. Donc lassertion P(1) est vraie.

Hérédité : Montrons que Vn € N*, [P(n) = P(n + 1)].

Soit n € N*. On suppose que P(n) est vraie c’est-a-dire que Vo € Ry, f(z2") = (f(z))".
On veut déduire que P(n + 1) est vraie c’est-a-dire que Vo € Ry, f(z"™) = (f(z))"".
Soit z € R,. On a f(2") = f(z" x x) = f(z™) f(x) d’aprés (H2). Or, d’aprés P(n), o

a (&) = ((z))". Done (&™) = Fe")F(x) = (F()) Flx) = (F()"" On a déduit
que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : d’aprés le théoréme de récurrence, pour tout n € N*, Iassertion P(n) est
vraie, c’est-a~dire pour tout n € N*, on a : Vo € Ry, f(z") = (f(x))™.

Soit z € Ry tel que z # 0. On a 1 =z x = donc, d’aprés (H2), on a f(1) = f(z x 1) =
f(@)f(2). Or, d’aprés la question 3)b), on a f(1) = 1. Donc 1 = f(z)f(%). De plus,
1#0donc f(z) #0, f(3) #0et f(3) = 775

Soit z € Ry. On a x = \/z X \/x donc, d’aprés (H2), on a f(z) = f(V/x X x) =
f(V/x)f(vVx) = f(/T)* 2 0. On a montré que : Vo € R, on a f(z) > 0.

Soient x1,x2 € R. On suppose que x1 < 9. Alors g = (29 —x1) + 21 avec xo —x1 € Ry
et o1 € Ry. D'aprés (H1), on a f(xg) = f((z2 —x1) +x1) = f(xo — 1) + f(z1). D’aprés
la question précédente, on a f(zy — 1) = 0 donc f(xe —z1) + f(x1) = 0+ f(x1) = f(21).
Donc f(x2) = f(x1).

On a montré que f est croissante sur R,.



