Lycée du Parc
PCSI 842 Année 2023-2024
DS1

Devoir surveillé 1.
Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées. Les étapes des éventuels
calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat ou une question en le précisant
explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation de la copie seront prises en

compte dans l’évaluation.

Exercice 1.
Soient a,b € R. Démontrer que (Ve > 0,a —e < b) = (a < D).

Exercice 2.
Ou sont les erreurs dans les raisonnements suivants?

1. On souhaite démontrer que pour tout entier naturel n, 10™ + 1 est divisible par 9.
Ona:10" +1=10x10"+1=(9+1) x 10" +1=9 x 10" + 10" + 1
Donc, si 10™ + 1 est divisible par 9, il en est de méme de 10"*! 4 1, ce qui prouve le résultat annoncé.

2. On veut prouver que tout ensemble fini a tous ses éléments égaux.
la propriété est vraie pour n = 1 (cas d’un singleton c’est-a-dire d’un ensemble contenant un unique élément).

On suppose que tout ensemble possédant n éléments a tous ses éléments égaux. Soit F,; un ensemble n + 1

éléments :

En+1 = {.I’l,.’I,‘Q, ey ajn,.%‘nJrl}.
Avec l'ensemble de n éléments {x1,xs,..., 2z}, on a, par hypothése de récurrence : 1 =29 = -+ = zp,.
Avec Pensemble de n éléments {xa, 3, ..., Z,41}, On a, par hypothése de récurrence : zo = x3 =+ = Ty 11.
Donczy =29 =+ =2p41.

On a montré que pour tout n > 1, tout ensemble de n éléments a tous ses éléments égaux.

Exercice 3.

1. Résoudre dans R I'inéquation |z| < z2.

2. Résoudre dans R l'inéquation |2z + 1| < —3z + 4.

3. Aprés avoir précisé son domaine de définition, résoudre 1’équation vz — 2 = /2z + 3.

Exercice 4.
Soit (un)nen la suite définie par ug = 0, u3 = 0 et ug = 2 et pour tout n = 0, upt3 = 3upt2 — 3Up41 + up. Montrer
que pour tout n € N, u,, =n(n —1)

Exercice 5.
On pose la fonction suivante

1. (a) Reésoudre dans R I’équation cos(z + §) =

N[ =

(b) Résoudre dans [—, 7] I'inéquation cos(x + §) >
Indication: Faites un dessin !

2. (a) Déterminer le domaine de définition de f. On le notera D.

(b) Déterminer le signe de f sur D.
3. Justifier que la fonction f est dérivable sur D et calculer sa fonction dérivée.
4. Déduire des questions précédentes les variations de f sur [—m, 7).

5. (a) Sur lintervalle [—m, 7], en quels points le graphe de f présente-t-il des tangentes horizontales ?
(b) Déterminer I’équation cartésienne de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0.

(c) Déterminer I’équation cartésienne de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 7.



Exercice 6.

Pour n € N*, on considére la fonction f,, définie pour z > 1 par f,(z) = 2™ In(1 + z).
1. Etude des fonctions f,,.

X -
(a) Soit h,, la fonction définie pour > —1 par h,(z) = nln(1 + z) + P Etudier les variations de h,, et
x
son signe.
(b) Dresser, en distinguant plusieurs cas selon la valeur de n, le tableau de variations de f,, en précisant ses
limites en —1 et en +4o0.

2. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Montrer que f,, prend la valeur 1 en un unique point sur ]0, +oo[. On note «,, > 0 tel que f,(ay,) = 1.
(b) Montrer que pour tout n € N*, a,, > 1.
(c) Soit z > 1 fixé. Montrer que pour tout n € N*, f,11(x) > f,(z). En déduire que la suite (o, )nen est

strictement monotone puis convergente. On notera [ sa limite.

3. Détermination de [ = lim «,.
n—-+o0o

(a) Montrer que [ > 1.

1 1
—— < ()" < :
it S @) <

(c) En déduire, en raisonnant par 'absurde, que la limite de (., )nen lorsque n tend vers +oo vaut [ = 1.

(b) Démontrer que pour tout n € N*,

4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

1$n+1 1
Jp = dret I, = w(2) dx
i | @

(a) Encadrer J, et en déduire que lim J, = 0.
n—-+00

(b) En utilisant une intégration par partie, exprimer I,, en fonction de J,.

(c) En déduire que (Ip,)nen+ €t (nl,)nen+ admettent une limite finie lorsque n tend vers +oo et les déterminer.

Exercice 7.
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les applications de N dans N telles que:

VneN, f(n+1)> fo f(n). (1)

1. Montrer que f = Idy vérifie la relation (1).
On rappelle que la fonction Idy, appelée fonction identité, est définie par

Vn €N, f(n) =n.

2. Soit f une application de N dans N vérifiant la relation (1).
(a) Montrer que pour tout n € N, la propriété :
Pn : ”vp P 'f%f(p) 2 n’.

est vraie.

(b) En déduire que
Vn eN, f(n) = n.

(c) Montrer que:
VneN, f(n+1) > f(n).

(d) En déduire que f = Idy.

3. Conclure.



Correction du DS n 1

Exercice 1 On va montrer la contraposée. On suppose donc a > b, montrons qu’il existe € > 0 tel que a —e > b. On
pose € =a — b > 0, alors a — e = b donc on a montré que la contraposée était vraie. On a donc montré I'implication
(Ve>0,a—e<b) = (a<b).

L’implication & montrer peut se réécrire (Ve €]0,+oo[,a —e < b) = (a < b) et dans ce cas, il ne fait aucun doute
que la contraposée est (a > b) = (3¢ €]0, +o0[,a — e > b) et pas un éventuel € < 0.

Pensez & bien écrire ce que vous faites (raisonnement par contraposée) et ce que vous supposez (a>b)

Ezxercice 2 1. La propriété n’est pas initialisée (et elle est fausse pour n =0 et n = 1).

2. La preuve de I’hérédité n’est valide que si 'on suppose que les ensembles {x1,...,2,} et {z2,..., 2,41} ont un
élément en commun, ce qui n’est vrai que si n > 2. Or, on a initialisé avec n = 1 donc I'hérédité n’est pas
valable.

Ezercice 3 1. On peut écrire |z| = V22, on a alors

lz| < 2% < 2% < 2* par positivité des quantités
s0< 2?22 -1)
sl1<22ouz=0
szeR\|-1,1[ouz=0

L’ensemble des solutions est | — oo, —1] U [1, +00[U{0}.

On peut aussi procéder par disjonction de cas:
e Siz >0, alors |x| =z, on a donc
|x|§x2@x§x2¢>0§x(x71)@x210ux:0.
e Siz <0, alors |x| = —z, on a donc
lz| <2 e <2’ 0 0<s(z+)er+1<0e < —1.

On en déduit que les solutions sont | — oo, —1] U [1, +oo[U{0}.

Attention, plusieurs d’entre vous m’ont dit que =z < 22 était toujours vrai ce qui est, bien entendu faux Pour

étudier le signe de 22 — x ou 22 + z, inutile de calculer le discriminant car les racines sont évidentes.

1
2. Soit € R. On procéde par disjonction de cas. Si x > —5 ona
3 13
|2x+1|<—3m+4<:)2w+1<—3w+4<:)5x<3<:)x<gc)me 3|

. . 1
tandis que si x < —5 ona

r+1l<-3z+4< 22-1<-3z+4<2<5b

NP . . . 1 . . 1
et cette derniére inégalité est toujours vraie puisque x < —5 On en déduit que les solutions sont | —oo, —5 U

2[4t

4
On peut aussi élever au carré. Pour cela il faut prendre z < 3 pour que les deux membres soit positifs. On a
alors |27 + 1| < =3z +4 & 422 + 42+ 1 < 922 — 2472 + 16 & 0 < 522 — 287 + 15. On trouve un discriminant égal

3
4 484 = 4 x 121, dont une racine est 22. Il admet deux racines : 3 et 6. On peut alors affirmer que le polynoéme

. ", 3 4 . . .
est strictement positif sur | — oo, 5[ étant donné que ’on a supposé = < 3 et que la deuxiéme racine est bien
plus grande.

Beaucoup ont fait une disjonction de cas sur z et non pas (2x + 1).



3. Il est nécessaire d’avoir ¢ > 2 et x > —3 pour que les racines soient bien définies. Soit donc x > 2, on raisonne

par équivalence:

Vi—2=vV2z+3czr-2=2z+3<z=-5
La derniére égalité est fausse puisque 1’on a supposé x > 2 donc, par équivalence, I’équation n’a pas de solution.

Certains m’ont écrit des inégalités strictes pour le domaine de définition ce qui est faux, la racine carrée est bien
définie en 0.

Egxercice 4 On pose, pour tout n € N, P, : "u,, = n(n — 1)”. La propriété est vraie aux rangs 0,1,2. On suppose
que pour un certain entier n > 0, P,, P,,+1 et P,,42 sont vraies, montrons que P, 13 est vraie. On a

Un+3 = 3un+2 - 3un+1 + Up
=3(n+2)(n+1) —3(n+ 1)n+ n(n — 1) par hypothéses de récurrence
=6(n+1)+n(n-—1)

n?+5n+6

(n+2)(n+3)

La propriété est vraie au rang n + 3, elle est donc héréditaire. Par le principe de récurrence triple, on a montré que
Vn € Nyu, =n(n—1).
On pourrait aussi montrer ’hérédité ainsi : soit n > 2, on suppose que pour tout k € [0, n], Py est vraie, montrons
que P, 1 est vraie. Par définition de la suite (uy,)nen, on a
Upt+1 = Uy — 3Up—1 + Up—_2.

Remarque : pour que cela ait du sens, il faut bien supposer n > 2, ce qui est possible puisque ’on a initialisé jusqu’au
rang 2 inclus.
On a alors
Upt1 =3n(n—1)—=3(n—1)n+ (n—2)(n — 3) par hypothése de récurrence
=6n—6+n%—5n+6
=n(n+1)

La propriété est vraie au rang n + 1, elle est donc héréditaire. Par le principe de récurrence triple, on a montré que
Vn € Nyu, =n(n—1).

On peut aussi le rédiger a I'aide d’une récurrence forte, on voit alors que 1’on ne va pouvoir prouver I’hérédité que
si I’on suppose n > 2, ce qui n’est pas possible si on ne montre que ug ! Il faut donc initialiser aux rangs 0, 1,2 puis
supposer qu’il existe un entier n tel que Py est vraie pour tout k € [0,n], on montre alors, comme ci-dessus, que Py,
est vraie (& condition d’avoir supposé n > 2), on a donc, par le principe de récurrence forte :

Vn € N,u, =n(n—1).

1
Ezxercice 5 1. (a) On a cos (a: + I) =3 si et seulement si il existe k € Z tel que

6
x—i—%:g—&—kaou
T T
— = ——+2k
:c+6 3+ s

Onadoncx:%—&—%woux: —g+2k7r.
Il ne faut pas oublier de raisonner modulo 27

(b) On fait un dessin si nécessaire. Pour y € R, on a
1
cos(y) > 3 @EIk;EZ,—%+2k7r<y< §+2k7r

donc avecy:ac—&—%, ona—g—&—Zlm <r< %+2k7r. Or, z € [-7, 7] et %—27r< —rt<r<n< —%+27r
donc I'unique intervalle solution est pour k£ = 0, ainsi = € ] ,g’ % [

Attention, vous raisonnez avec y € [—m, 7] alors qu’on suppose x € [—m, 7], il faut donc s’assurer qu’'on
7r) \/§

n’oublie pas des solutions. Imaginons que ’on cherche & résoudre cos (x 4+ —-)]>—-—.0Ona

3 2
3
)>—§<:>Hk€Z,—z<x+z<%©3keZ,—g+2kﬂ<m<—%+2kﬂ

COs (a:—&—ﬁ 6 3

3



Pour k£ < 0, on a —% + 2km < —m donc pas de solution dans [—, 7]

T w
poc ] 7|
e Pour O,onaxe€e 5 6

11
e Pourk=1,onazc 31,—7T
276

e Pour k> 1,0n a fg + 2km > 7 donc pas de solution dans [—, 7].

T m 3 11w T m 3T
On voit donc que les solutions sont }—7,—7{U —, — || N[-m,7] = }—7,—7{U —,7|. Bref,
4 2" 6l | 2776 (=] 2° 76 2
ici tout allait bien, c’était plus simple mais il fallait quand méme s’assurer qu’on n’avait pas oublié de
solutions!

2. (a) Pour tout = € R, cosx # V/3 car v/3 > 1. Le domaine de définition de f est donc D = R.

(b) Pour tout € R, on a cos(z) > 1 donc — cos(z) + /3 > 0 et sin(x) > —1 donc sin(z) + 1 > 0. On a donc
f positive sur R.

Attention, certains ont cherché les points d’annulation de sin(x) 4 1, ce qui les a induit en erreur. Pensez
donc & perdre cette habitude de chercher les points d’annulation pour déterminer le signe.

3. La fonction f est un quotient de fonctions dérivables sur R, dont le dénominateur ne s’annule pas, elle est donc
dérivable sur R.

quotient de fonctionS dérivableS est insuffisant Pour tout = € R, on a

f'(x) =

V3 cos(z) —sin(z) — 1
(/3 — cos(z))?
4. La il faut regarder les premiéres questions qui vous mettent sur la voie. En effet, on remarque que

2cos(x + §)

P =75 —cosa)?

/' (x) est donc du signe de cos (m + E). On a donc le tableau de variations suivant:

_T il
x -7 5 5 T
f'(x) - z + z -
1 V3
f(z) V3+1 / \ 1
‘ T 0 V341
5. (a) Le graphe de f présente des tangentes horizontales en les points ou la dérivée s’annule donc en x = fg et
T
:I; - g.

V3-1 1

1
(b) On a f(0) = A1 et f/(0) = 3_1) = BT I’équation cartésienne de la tangente au graphe de f

au point d’abscisse 0 est donc

1
= (z+1).
V=t
1 , -3 -1 1 o »
(c) On a f(m) = 1 et f/(x) = 31 1) = VL I’équation cartésienne de la tangente au graphe de

f au point d’abscisse m est donc :
1

RVEES

Exercice 6 1. (a) Soit n € N*. La fonction h,, est dérivable sur son domaine de définition et pour tout x > —1,
on a

(1—z+mn)

n x+1)—z n(l+z)+1

T 1tz (A+2)?2  (I+a)?

hin ()



On en déduit que h,, est strictement croissante sur son domaine de définition. On a h,(0) = 0 donc hy,(z)
est du méme signe que z & savoir h,(z) > 0< = > 0.

Beaucoup d’erreurs pour déterminer le signe de h],. La plus grosse erreur étant de ne pas remarquer que

—1 — — est strictement inférieur & —1 donc que l'inégalité x > —1 — — est toujours vraie
n n

Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable sur son domaine de définition et pour tout z > —1, on a

n

fi(z) =nz" tIn(l + ) + ="t (n In(1+ ) + x) = 2" th,(x).

1+zx 1+

Une majorité écrasante n’a pas remarqué que la dérivée de f,, s’exprimait a 'aide de h,, (et donc que les
questions précédentes étaient 1a pour une bonne raison)
Sin —1 est pair, c’est-a-dire si n est impair, f; est du signe de h,, donc négative jusqu’a zéro puis positive.
Si n est pair, alors f/, est toujours positive.
On a lim f, =+oc dans les deux cas.

n—+00

Sinest pair lim f,(z) = —o0, si n est impair, lim f, =4ococar lim z" =(-1)" = —1.
n—+o00 n—+o00 n—-+00
On a donc, si n est pair
Y
T -1 +00
n(z) + %
+00
fn /
-00
et si n est impair
Y
z -1 0 +00
400 +00
0

2. Soit n un entier naturel non nul.

(a)

La fonction f, est continue. On a f,(0) =0 et f,(e — 1) = (e — 1)™ > 1 donc 'équation f,(z) =1 admet
une solution entre 0 et e — 1. Par ailleurs, f, étant strictement croissante, cette solution est unique. J’ai
accepté tout ce qui parlait de 1 compris dans les images (pour Iexistence d’un antécédent) et de stricte
monotonie pour 'unicité. Je n’ai pas pénalisé les phrases du type " par le TVI, il existe un unique" méme
si ¢ca m’a démangé, et je n’ai pas pénalisé non plus ’oubli de la continuité.

Soit n € N. On calcule f,(1) = In(2) < In(e) donc f,(1) < 1, on en déduit que f,(1) < fn(ayn) et comme
fn est strictement croissante, on a montré que pour tout n € N*, a,, > 1.

Soit x > 1 fixé et n € N. Alors z"*! > 2" et, comme In(1 + z) > 0, on a bien f,+1(x) > fu(z). On en
déduit, en appliquant cette inégalité & x = a1, que

fn(an+1) < 1.

Or 1= fp(an), on a donc fr(ani1) < fn(an). Par stricte croissance de fy,, on a a,11 < ay, donc (o )nen
est strictement décroissante. Par ailleurs, on a vu qu’elle était minorée par 1, elle est donc convergente.
Attention, on ne sait rien (encore) de la limite de la suite !!



3. (a) On a montré que pour tout n € N*, o, > 1 donc, en passant a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient
1>1.

1
(b) Soit n € N*. Par définition de o, on a o In(1 + o) = 1 donc o) = ——.
In(1 + )

Par ailleurs, on sait que 1 < a,, < oy puisque la suite (a,)nen+ est décroissante et minorée par 1. On en
1

déduit, par décroissance de la fonction x — ———, que
In(1 + z)
1 o 1 < 1
In(1+a;) In(l+a, In2)’
. 1 cl s .
puis, en remplacant ———— par o', ’encadrement souhaité & savoir :
In(1+ a,
1 n 1
—— < () <
it S @) S5
(c) On suppose par absurde que I > 1, alors lim « = lim erlnlem) — 4 oo car  lim In(a,) > 0 puisque
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

1
I’on a supposé [ > 1. On obtient une contradiction car on a montré a la question précédente, que a; < m
n
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

1 .’17”+1 1
Jn = / dz et I, = / fn(x)dz
ol 0

+x

(a) Pour tout = € [0,1], on a

n+1
T n+1

T )

0<
1+

. On en déduit, par le thm

1
donc, par croissance de l'intégrale, 0 < J,, < / 2"t dz, soit 0 < J,, < )
0 n

des gendarmes, que lim J, = 0.
n—+

(oo}

J’ai laissé cette question pour voir ce qu’il en ressortirait bien que n’ayons jamais vu ensemble ce type de

majoration.

xn—i—l
(b) On pose u(z) =In(1+ z) et v'(z) = 2™, on a u/(z) = Ttz et v(z) = moT On a donc
xn—&-l 1 1 1 xn+l
In = 1 1 - d )
[n—i—l ( +£)]0 n+1/0 1+2 v
donc
In(2) 1

n =

n+l n+1""
(c) En passant a la limite dans 1’égalité trouvée a la question précédente et en utilisant le fait que lirf Jn =0,
n—-+0oo

on obtient lim [, = 0. On sait que pour tout n € N*, on a
n—-4o0o

(n+ 1)L, =In(2) — Jp,

donc lim (n+ 1), =In(2).

n—-+oo

On remarque ensuite que nl,, = o T (n+1)I,, avec lim =1. On adonc lim nl, =In(2).
n

n—+ocon + 1 n—-4o0

Exercice 7 1. Soit f = Idy, alors pour tout n € Nyona f(n+1)=n+1et fo f(n)=f(f(n))=f(n)=n. On
a donc bien f(n+ 1) > fo f(n) donc f = Idy vérifie la relation (1).

2. Soit f une application de N dans N vérifiant la relation (1).

(a) Soit p > 1. On applique la relation (1), on obtient f(p) > fo f(p —1). Or, par hypothése, f est & valeurs
dans N donc fo f(p—1) =2 0. On en déduit que f(p) > 0 donc f(p) = 1. Ceci étant valable pour tout
p > 1, la propriété P; est vraie.



Supposons maintenant qu’il existe un entier n > 1 tel que, pour tout p > n, f(p) > n. Montrons que pour
tout p=n+1, f(p) =n+ 1.

Soit p 2n+1. Ona f(p) > fof(p—1). On sait que p — 1 > n donc, par hypothése de récurrence,
f(p—1) = n. On peut donc appliquer (encore!) 'hypothése de récurrence a 'entier f(p — 1). On obtient
f(flp=1)) = f(p—1) donc fo f(p—1) = n. Ainsi, on a f(p) > n donc f(p) > n+ 1. L’hypothése est
héréditaire. Par le principe de récurrence, on a montré que:

Vn € N,Vp € N f(p) > n.

(b) Soit n € N. On a montré que Vp € N f(p) > n. En particulier, on a f(n) > n. Ceci étant valable pour tout
entier n, on a montré

Vn €N, f(n) = n.

Beaucoup ont fait cette question en admettant la précédente, bon réflexe!

(c) Soit n € N, d’aprés la question précédente appliquée a 'entier f(n), on a

f(f(n)) = f(n).

De plus,on a f(n+1) > fo f(n) donc f(n+1) > f(n). Ceci étant valable pour tout entier n, on a montré

VneN, f(n+1) > f(n).

(d) On suppose, par l'absurde, qu'’il existe ng tel que f(ng) # ng. On a montré que l'on a f(ng) = ng, on a
donc f(ng) > ng. On a alors,

f o f(no) > f(no) puisque f est strictement croissante,

donc fo f(ng) = f(no) +1 et f(ng) = no+ 1 donc fo f(ng) = ng+ 2. Comme [ vérifie la relation (1), on
a f(ng+1)>mno+2. Onadonc fof(ng+1) > f(ng+2) par stricte croissance de f. Ceci contredit le fait
que f vérifie (1). On a donc montré, par I’absurde, que pour tout n € N, f(n) = n. On a donc f = Idy.

3. On a montré que si f vérifie (1), f est égale a 'identité. On a également montré que ’identité vérifiait bien
l'identité donc, par analyse synthése (a ’envers) on a montré que 'unique solution est l'identiteé.

La encore, plusieurs d’entre vous ont su aller cherche ce point en admettant ce qui précédait.



