Correction du TD n 4
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Correction 1 Pour tout n € N*, ona -1 < -1+ - < 1 - - < 1 donc
n

n
1 1

[_1 +—-,1- —} C] — 1,1[. On en déduit que
n

n
1 1
U [—1+—,1——} c]l—-1,1]
n n
neN*

lim 1——=

Pour linclusion réciproque, on se donne z €] —1,1[. Ona z < 1 et
n——4o0o n

1
1 donc il existe n; € N tel que x < 1 — — < 1. De méme, on a —1 < x et
n

lim
n—-+oo

1 1
—1+4+ — = —1 donc il existe ny € N tel que —1 < —1+ — < z. En prenant
n n

1 1 1 1
?’L—maX(TLl,ng),OnaCCE|:—1+—,1——:| donc z € | [—1+—,1——}
n n neN n n

On a montré ’égalité par double inclusion.
1
Soit maintenant n € N*, on a [—1,1] C ] —-1-—,1+- [ Ceci étant valable pour
n n
tout entier non nul n, on a

~1.1¢c )

neN*

1 1
Soit maintenant x € [ } —1——14- [ On a donc
neN* n n

1 1
VneN', —1—-—-—<z<1l+-—
n n

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient = € [—1,1].
On a montré I’égalité par double inclusion.

Correction 2 Montrons ’assertion par un raisonnement direct.

SiA=B,onaANB = AUB. On suppose maintenant que A et B sont tels
que ANB = AU B. Montrons que A = B. On le montre par double inclusion.
Soit z € A montrons qu’il est aussi dans B. Comme x € A alors z € AU B donc
x € ANB (car AUB = AN B). Ainsi z € B ce qui montre 'inclusion A C B.

Soit maintenant x € B, par le méme raisonnement on montre que x € A. Par
double inclusion, on a montré A = B.

Ensuite, comme demandé, nous le montrons par contraposée. On suppose A # B,
montrons que AN B # AU B.

Si A # B cela veut dire qu’il existe un élément « € A\ (AN B) ou alors un élément
x € B\ (AN B). Quitte a échanger les roles de A et B, nous supposons qu’il existe
€A\ (ANB). Alors z € AUB mais x ¢ ANB. Donc ANB # AU B.
Supposons maintenant A N B # A U B et montrons que A # B. On sait que
ANB C AUB donc ANB # AU B ¢l existe ¢ € (AU B)\ (AN B). On a alors
r€e€Aouzx € B.

e Sixz € A, alors z ¢ B puisque x ¢ AN B. On a donc A # B.
e Siz e B, alors x ¢ A puisque x ¢ AN B. On a donc A # B.

On a montré, par disjonction de cas, que A # B. On a donc montré ’équivalence
par contraposée.

Correction 3 On commence par le raisonnement direct. Si B = C, on a bien
AUB =AUC et ANB = ANC. Soient maintenant A, B, C tels que ANB = ANC
et AUB = AUC. Montrons que B = C. On le montre par double inclusion. Soit
x € Byalorsx € AUB. Or AUB=AUC doncz € Aoux e C. SizeC,cest
gagné. Sixz € A alorsz € BNA. Or ANB =ANC, on adonc z € C. Ainsi,
on a montré que pour tout z € B, on a « € C d’ott l'inclusion. L’autre inclusion se
montre en inversant les roles de B et C.

Montrons maintenant I’équivalence par contraposée. Supposons B # C montrons
que ANB#ANCou AUB # AUC. Comme B # C, il existe b€ B\ (BNC) ou
ceC\(BNQO). Sl existe be B\ (BNC),on ab¢ceton adeux cas possibles :

e be A: danscecasbe ANB mais b ¢ ANC puisque b ¢ C, ce qui montre que
ANC # AN B.

e b¢ A: dans cecas b€ AU B mais b ¢ AUC puisque b ¢ C ce qui montre que
AUC # AUB.

S’il existe c € C'\ (BN C), le raisonnement est identique.

Correction 4 On raisonne par équivalence :

re€FE\(AUB)=x¢ AUB
sr¢Aetx ¢ B
screFE\Aetz e E\B
sze(E\NA)N(E\B).



A nouveau, on raisonne par équivalence : On a donc linclusion iR C {z € C, |z + 1| = |z — 1|}.
Montrons 'inclusion réciproque. Soit z € C tel que |z + 1| = |z — 1]. On pose

reE\(ANB)&x¢ ANB z = a + ib avec a, b réels.

szr¢Aoux ¢ B On a
sreE\Aouz e E\B Vie+1)2+02=1/(a—1)2+0b2
s re(E\A)U(E\B). donc, en élevant au carré

a?+2a+14+b>=a*>—2a+1+b

Correction 5 On raisonne par équivalence:

|z 44| = |z — i ce qui impose a = 0. Ainsi, z = ib donc z € iR.

& |z +i]? = |z —i|? par positivité des quantités Par double inclusion, on a montré I’égalité des deux ensembles.
$si 2Z—iz+iz+1l=2z+iz—iz+1 On peut également raisonner de maniére géométrique en notant M, A et B les
2 (iz+1iz) =0 images de z, —1 et 1. On a alors

< 4Re(iz) =0

& Tm(z) = 0 car Re(iz) = —Tm(=) |z+1| =]z — 1| & AM = BM < M appartient a la médiatrice de |AB| < M appartient & O, <

NS R} Correction 7 On peut raisonner par équivalence. Soit z = 2+ iy € C avec (z,y) €
On a montré que : R2. Alors
ze{zeC,|z+1i =|z—i|} ©z€R, lz—1| =]z — i
o 2 _ . 2 eie ey,
les deux ensembles sont donc égaux. : |('Z _11|)2 + |22 7z|$2pjr(pcisri1)\;1te du module
On peut aussi raisonner géométriquement. On note M, A et B les images de z, @ e 9r— _9 vy = y
et —i. On a o g y_ 4

|z +i| = |z —i| & AM = BM < M appartient & la médiatrice de [AB| < M appartient & O, < z € R& Re(z) = Im(z)

On a montré qu’un complexe appartient au premier ensemble si et seulement s’il

On a donc I’égalité entre les deux ensembles.
appartient au deuxiéme, les deux ensembles sont donc égaux.

Cor’rectz'(;n 6 On peut raisonner par équivalence. Soit z = z + iy € C avec On peut aussi raisonner par double inclusion.
(z,y) € R*%. Alors : Soit donc z € {z € C,Re(z) = Im(z)}, alors z = a + ia. On a alors
2~ 1= |z +1] |z =1 =+(a—1)?+a?
< |z — 12 = |z + 1|2 par positivité du module
& @1+ = 1)+ «
) |z —i] =+/a? + (a —1)2
& 2z =2
& =0 donc |z —i| = |z — 1] et le premier ensemble est inclus dans le deuxiéme.
< zeiR Soit maintenant z € C tel que |z — 1| = |z — i|, montrons que z vérifie Re(z) =
Im(z).
On a bien I’équivalence entre z € iR et |z — 1| = |z + 1| donc les deux ensembles O(n)pose 2 = a+ ib avec a, b réels. On a
sont égaux.
On peut aussi raisonner par double inclusion. Si z € iR, alors z = ib, b € R donc |z =1l =+v(a—1)2+b2 et |z —i|=+/a2+ (b—1)2.
lz =1 =/(=1)2+b? On ¢éléve au carré, on obtient
V1402
=]z +1 a®—2a+1+b*=a>+b*—-2b+1,



d’on, aprés simplification, a = b. On a donc bien Re(z) = Zm(z) ce qui montre
Iinclusion réciproque. Les deux ensembles sont bien égaux.

On peut également raisonner de maniére géométrique en notant M, A et B les
images de z, 1 et 4. On a alors

|z —1| = |2 —i| & AM = BM < M appartient & la médiatrice de [AB] < M appar
Correction 8 1. On a
b f([_?’? 1]) = [179]7
o f([=2,1]) = [0,4],
o f([=3,-1JU[=2,1]) = f([-3,1]) = [0,9] = f([-3, —1) U f([-2,1]) et
o f([=3, 1N [=2,1])) = f([-2,-1]) = [1,4] = f([—37 —1)) N f([=2,1]).
2. Ona
o f1(]-002)) =R
e f71([1,+00) =] — 00, —1]U[1, 4o,
o et (00,2 N [1,4o0]) = £1([1,2)) = [~v2,—1]U[1, V3.
o [7H(]—00, 1JU[2, +ocf) = fTHR\]L,2]) =] — o0, —v2]U[-1,1]U[V2, +o0[=
R\ f7H(]1,20).
Correction 9 On a f~1([0,400]) = R, f71(] —00,-3]) = 0 et f~1([-2,4]) =

R
V2 V2

vl

Correction 10 Le plus simple est de tracer le tableau de variations de la fonction.

La fonction f est dérivable, on a [’ : x — _(:c22+1)2' On a donc :
T 0 1
1
f \ .
2
On a donc :
F0.1) = [5.1
) 27 .

T -3 0 1
1
ent & la droite L= Re(z) =Im(z) 3

De méme, on a :

On en déduit que :
1
F(-3.10 = | g5.1)-

Enfin, pour déterminer I'image réciproque, on se donne =z € R et on raisonne par
équivalence :

1 2<3e —V3<z< V3.

<l422<4e0<

(5]

X

i<f(x)§1(:}

On a donc ’égalité :

1
T —V3,V3].

Correction 11 1. Soit y € f(A N B), alors il existe z € AN B tel que f(x) = y.
Onaz e Adoncy= f(z) € f()
De méme, z € B donc y = f(z) € f(B) dou y € f(4) N f(B) ce qui montre

I’inclusion

f(AnB) C f(A)N
L’inclusion réciproque est fausse en général.
Contre-ezemple : f:R > R,z +— 22 et A = R%,B =R*.
J(A) = £(B) = R’ done f(A)N f(B) # f(AN B).

. Soit y € f(AU B), alors il existe © € AU B tel que y = f(z). Si z € A, alors
y=f(z) e f(A). Siz € B, alors y = f(z) € f(B). Onadoncy € f(A)U f(B)
d’ot 'inclusion

f(B).

OnaANB=0et

f(AUB) C f(A) U f(B).

Soit maintenant y € f(A) U f(B), alors soit y € f(A), soit y € f(B). Si
y € f(A), alors il existe z € A tel que y = f(z). Comme A C AU B, on a
x € AUB donc y € f(AU B). De méme, si y € f(B), alors il existe z € B tel
que y = f(x) et comme BC AUB,onaxz € AUBdoncy € f(AUB). On a
bien I'inclusion réciproque

f(A)Uf(B) C f(AUB)

d’ou I’égalité.



Correction 13 e Montrons que f est injective : Soit (z,y) € [1,+oo[? tel que
f(x) = f(y). Alors 22 — 1 =y? — 1 d’oit & = +y. Or, x et y sont positifs, on a
donc x = y et f est injective.

e Montrons que f est surjective : soit y € [0, +oo[. Montrons qu’il existe un réel
x € [1,+0o0[ tel que y = f(x) = 22 — 1 . On remarque que le réel z = \/y + 1
convient, on a donc bien f surjective.

On a montré que f est bijective.

Correction 15 Soit a € R, on cherche & résoudre 1’équation f(z) = a. On raisonne
par équivalence:

f($)=a<:>ln< x)=a<:>1—x:e“(l—i—x)(:)l—e“:x(l—l—e“).

1+«

a

1+ea

On a e # —1, donc x =

bijective.

L’équation a une unique solution donc f est

Correction 16 1. Soit (a,b) € R?, résolvons le systéme f(z,y) = (a,b):

. _3a+2b
x—2y :a(:) Ty =b—2a = T
2e+3y =b T =3a+2b y _b-2a
7

Pour tout (a,b) € R?, le systéme admet une unique solution dans R? donc f est
bijective.

2. On commence par remarquer que les éléments de A s’écrivent (z,1 — 2z) pour
x € R. Soit (a,b) € R%. On raisonne par équivalence :

(a,b) € f(A) = Az,y) € A, f(z,y) = (a,D)
& 3(z,1 —22) € R?, f(z,1 —22) = (a,b)
< Jr eR, (br —2,3 —4x) = (a,b)
Le systeme

S5r—2 = a

3—4x = b
est équivalent &

5¢c = a+2

4r = 3-0D

Il admet une solution si et seulement si 4(a + 2) = 5(3 — b) ce qui se réécrit
da+5b=1"1.

Par équivalence, on a montré :

f(A) = {(a,b) € R* 4a +5b=T}.

Soit (x,y) € R2. On raisonne par équivalence :

W EFIA) S fay) €A

(x —2y,2x+3y) € A

2z —2y)+ 2z +3y) =1
& de—y=1

Par équivalence, on a montré que :

f_l(A) = {(x>y) € R2,4LIJ —Yy= 1}

Correction 17 La fonction f n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent dans
N, elle est injective car f(n) = f(n') = n = n/. La fonction g est surjective car
pour tout « € N, x + 1 est un antécédent par g. En revanche, elle n’est pas injective
car g(0) = ¢g(1) = 0. Soit z € N*,ona fog(zx)=flz—-1)=(x—-1)+1==xet
fog(0)= f(0) =1 donc

=
=

x six#0
fog(:zc):{ 1 siz=0

Soit maintenant = € N, alors go f(z) = g(x+1) = (z+1) —1 = z donc go f = idy.
Remarque. On a go f =idy mais fog #idy et ni f ni g n'est bijective.

Correction 18 Soit x € Q alors f(z) = « donc fo f(z) = f(z) = z. Soit z ¢ Q
alors f(z) =1—x donc fo f(z) = f(1—2). Or 1 —x ¢ Q. En effet, si on suppose,
par ’absurde, que c’est le cas, alors 1 — (1 — z) € Q ce qui est une contradiction.
On a donc fo f(z) = f(1—2) =1— (1 —2) = z. Donc pour tout z € [0,1] on a
fof(z)==a. Etdonc fof=1id.

On en déduit que f est bijective et que f~! = f.

Correction 19 Soit (a,b) € Z2, résolvons le systéme f(n,m) = (a,b). On trouve

a+b a—
n = et m =

. Si a et b ne sont pas de méme parité, il n’existe pas de

solution dans Z donc f n’est pas surjective.

a+b a—>»
2 72

En revanche, si un antécédent existe (dans Z?2), il est unique, égal a (
donc f est injective.

Correction 21 On se donne un élément a € R et on cherche & résoudre I’équation
f(x) = a avec = # 2. On raisonne par équivalence:

f(x):a<:)3x+5

5 =as3x+5=a(r—-2)< (a—3)r =5+ 2a.
On voit, ici, que pour a = 3, I’équation n’a pas de solution. De plus, si a # 3,
5+ 2a

€T —

I’équation a une unique solution : z = On en déduit que f induit une

a—
bijection h de R\ {2} dans R\ {3} et 'expression de la bijection réciproque est
5+ 2z

= (z) = 3




Correction 22 1. L’équation f(z) = y est équivalente a 1’équation

yz? — 2z +y =0.

Si y # 0 et le discriminant et strictement négatif, (par exemple pour y = 2),
alors ’équation n’a pas de solution réelle donc f n’est pas surjective. Si le
discriminant est strictement positif, 1’équation a deux racines réelles distinctes
donc f n’est pas injective.

2. Si y = 0, 'unique solution est x = 0, si y # 0, cette équation d’ordre 2 en x
admet des solutions si et seulement si son discriminant A = 4 — 432 est positif
ou nul donc il y a des solutions si et seulement si y € [—1,1] \ {0}. Ainsi,
Péquation f(z) =y admet au moins une solution si et seulement si y € [—1,1],
nous venons de montrer que f(R) est exactement [—1,1].

3. Soit y € [—1,1] \ {0} alors les solutions possibles de I’équation g(x) = y sont :

1+4/1—92

T = ,
Y

pour y # 0 et 0 si y = 0. Montrons que la seule solution dans [—1,1] est

1—4/1—y? 1—y/1-y2 y _
—5— Ona —~ = € [-1,1].
1 || :
En effet, 0 < y/14+y%2 < 1d - < —=x<1 —L e [-1,1].
n effe Vity one o T puis Yo [ ]

Montrons que l'autre solution n’appartient pas a [—1,1]. Il faut éliminer le cas
ou y = +1 car les deux solutions sont alors égales. Si y €]0, 1], on a

T
%>1<:>\/1—y2>y—1

14+ +/1—y?
Y

et la deuxiéme inégalité est vraie donc > 1.

Siye€]—1,0[, ona
1+ 1—9y2
VTV e Tyt
Y
1+\/1—y2< )

Yy
On a montré que pour tout y € [—1,1], Péquation g(z) = y admettait une
unique solution dans [—1, 1] donc g est bijective.

et la deuxiéme inégalité est vraie donc

2247

4. On a f'(z) = 5355, donc f' est strictement positive sur | — 1,1[ et f
est strictement croissante sur [—1,1]. On en déduit que f est injective et
f([~1,1]) = [-1,1] donc la restriction de f, g : [-1,1] — [—1,1], est une
bijection.

Correction 28 Soit (a,b) € (R**), on étudie Péquation f(z,y) = (a,b). On a

donc
Ty =a 22 — ab r = Vab
_ x
f(xay) (a7b)<:> ;Zb @{xy:a y:\/g

On cherche (z,y) dans (R%)? donc (a,b) admet un unique antécédent dans (R%)?
qui est (\/@, \/g) L’application réciproque est donc f=!: (x,y) — <,/xy, \/?>
Y

Correction 24 Comme on demande I'application réciproque, on va chercher & ré-
soudre ’équation f(z,2’) = (a,b) pour un couple (a,b) € C? donné. On raisonne

par équivalence:
22+2 =a N
3z—2 =0 52’ = 3a — 2b Z,:3a—2b
5
On a montré que ’équation posséde une unique solution, ’application est donc bi-

b 3a—2b
jective. De plus, I'unique antécédent de (a,b) est (a—; , a 3 ) donc

a+b

— z =
Sz2=a+b o

F () o <z—|—z' 32—22’)'

5 7 5
Correction 25 1. Soit a € R. On étudie I’équation f(x) = a. On remarque
que |f(z)] < 1, Vz € R, il n’y a donc pas de solution si a n’appartient pas a

] = 1,1[. Soit maintenant a €] — 1,1[ et cherchons z € R tel que T+ 1] = a.
On remarque que x et a sont de méme signe.
e Sia > 0, on cherche une solution > 0 et f(z) =a < 1—3&6—90 =a& =
_a_
T—a-
e Sia < 0, on cherche une solution < 0 et f(z) =a < 1fx =a& =
Tha

e Sia=0,alors z=0.

On a montré que pour tout a €] — 1, 1[, ’équation f(z) = a admet une unique
solution, f induit donc une bijection de R sur | —1,1].



2. D’apreés le travail fait a la question précédente, si y €]—1, 1[, 'unique antécédent
Y

de y par f est ———.
1yl

Correction 26 1. Supposons g o f injective, et montrons que f est injective :
Soit (a,a’) € A% tel que f(a) = f(a’), montrons que a = a’. On applique g a
I’égalité, on obtient go f(a) = go f(a’). Or go f est injective donc a = a’. On
a montré que f est injective.

2. Supposons g o f surjective, et montrons que g est surjective : soit ¢ € C,
montrons qu’il admet un antécédent par g. Comme g o f est surjective il existe
a € Atel que go f(a) = c; posons b = f(a), alors g(b) = c¢. On a montré que
tout élément ¢ de C' admet un antécédent par g donc g est surjective.

Correction 27 On note k un antécédent de 0. On a alors f(k) = 0. Or, par
hypothése, f(k) > k donc 0 > k. Comme k est un entier naturel, on a k = 0.

Correction 28 On suppose h? bijective alors h? = h o h est injective et surjective
ce qui implique, d’apreés l’exercice 26, que h est injective et surjective donc bijective.

On suppose maintenant A" bijective alors h™ = hoh™ ! est surjective donc h lest
et h™ = h"~1 o h est injective donc h I'est. On en déduit que h est bijective.

Correction 29 1. On suppose qu’il existe a € R tel que h(a) = h(b). On a alors

(f(a), g(a)) = (f(),9(b))

donc f(a) = f(b) et g(a) = g(b). Par injectivité de f, on a a = b donc h est
injective.

Remarque. [linjectivité d’une seule des deux fonctions suffit.

2. Cest faux. En effet, étant donné (a,b) € R? on sait qu’il existe z € R tel
que f(z) = aet 2’ € R tel que g(a’) = b mais il n’y a aucune raison pour que
x = a’. Pour se convaincre, on peut considérer la fonction h: z — (x,z). On a
f =1id = g et les deux fonctions sont surjectives (et méme bijectives), pourtant
lélément (1,2) n’admet pas d’antécédent par h.

Correction 30 1. 1l suffit de considérer I'application qui & z associe le singleton
{z}. Elle est bien définie de E dans P(F) et {z} = {y} & = = y donc elle est
injective.

2. Si A € Im(f), alors, il existe a € E tel que f(a) = A. On a alors

e Sia € A, alors par définition de A, a ¢ f(a) = A ce qui est absurde.

e Sia¢ A, alors, par définition de A, a € f(a). Or f(a) = A, on obtient, &
nouveau, une contradiction.

Un tel élément a de E ne peut donc pas exister ce qui montre qu’une application
de E dans P(FE) ne peut pas étre surjective, il n’existe donc pas de bijection
entre E et P(E).

Correction 32 Soit B € P(Y), alors f (f~*(B)) C f(X) et Ve € f(f~1(B)), il
existe a € f71(B), f(a) = cet f(a) € B puisque a € f~*(B). On a donc ¢ € B ce
qui montre Vinclusion f (f~'(B)) C BN f(X).

Soit maintenant y € BN f(X), alors y € f(X) donc il existe z € X tel que f(x) = y.
Or, y € B donc f(x) € B ce qui est équivalent & z € f~1(B). On a donc y €
f(f7*(B)) ce qui montre I'autre inclusion.

Correction 33 On raisonne par équivalence :
f surjective < f(X)=Y
<VBCY,BNf(X)=18B
S VB CY, f(f~1(B)) = Bd’aprés I'exercice 32
On a donc bien I’équivalence souhaitée.



