Correction du TD n 6

Correction 1 On raisonne par équivalence. Soit z € C. Alors

e —1] = |z +1]

& |z —1]2 = |z + 1|2 par positivité du module
& (z-1)z-1=(z+1)z+1

& 2Z2—z—-Z+1=z22+2+7Z+1

& 2(242)=0

& 4Re(z) =0

& zeiR

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 2 On raisonne par équivalence. Soit z € C. Alors

o= 1] = s — i
|z — 1]? = |z — i|? par positivité du module
(z=1(z-1) =(z—-i)(z—1)
2Z2—z2—zZ+1=zz+1iz—1iz+1

—(2+%) =i(z —2)

—2Re(z) = i(2iZm(z)

Re(z) = Im(z)

teoee e

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 3 1. Soit z € C. On va raisonner par équivalence:

; 1 ; 1

h(z) eR @Z(ler ):Z(IZJF )

— 2 —

Si(z+1)(1-2)=—i(Z+1)(1 —2)

Sz—kP+1-z=-Z2+2>-1+=2
s2iz2=2e2¢€U.

z
—1

On a montré h(z) e R< 2z € U.

2. On va mettre h(z) sous forme algébrique.

i(z+1)

1—2
. V(1 — =
= Wen multipliant par 1 — %
—z
i(z—|zP+1-2
11—z
i(1— |2]? 4 2iZm(z)
1= =2
—2Zm(z) +i(1 — |2]?)
[1—z[? '

1— |2
On a Im(h(z)) = TR donc

Im(h(z)) >0< |z| < 1.

Correction 4 On raisonne par équivalence :
2i\" 2i ik
(” ,’) 1 & Tkelon-1f), i = e
z—t z—1
< Jkeon—1],z+2i=(z—i)e n
= ake[|0,n—1|],(1—e2i’f”)z:—i(2+e2i’f")

Si k=0,iln’y a pas de solution. On a donc k € [|1,n —1]] :

i(2+e2m)
2\ " B )
(” Z) 1 eWe[ln-1r=— 2

z—1 1-e

2ikm
i(2+¢%)
Les solutions sont donc les complexes de la forme —EE pour k variant de
en —

lan-—1.
Correction 5 On écrit :

e+ 2P +z—2P=C+2)z+2)+(z—-2)(z—2)
= (2+2)zZ+7Z)+(z-2)(z-7)
= |22+ 22422 + 2P+ |22 — 27— 27 + |2
= 2(lzP+ ZP).

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 6 1. 11 suffit de montrer que Vz € U,1 —az # 0. On suppose par
I’absurde qu’il existe z € U tel que 1 —a@z = 0. On a alors az = 1 d’ot, en
prenant le module, |@| = 1 ce qui est absurde. On a montré que f est bien
définie.



2. Soit z € U. On raisonne par équivalence :

If(Z) =1

=
=
54
54
54

La derniére égalité est vraie donc, par équivalence, la premiére 'est et f(z)

—a

=1

- z
1

|z —al = |1 —az|
(z—a)(z—a)=(1-az)(1—az)
2Z—az—az+aa=1—azZ—az+ aazz
(o + Jal? = 1+ |2lal?

1+ a*> =1+ |af?car 2| =1

e U.

3. Soit a € U. On raisonne par équivalence :
—a
fe)=as =
& (z — ) a(l —az)
& z1l+aa)=a+«
& z= ata car 1 +az # 0 d’aprés la premiére question
14+ aa
@
Par analogie avec la question précédente, on montre que — ’ =1 ce qui
ax
montre que 1’équation f(z) = o admet une solution dans U donc f|Y est bijec-
. e L P a—+z
tive. Sa bijection réciproque est définie par z T3
az

Correction 7

e + el =

On a donc :

1. D’aprés la factorisation par I'arc moitié, on a
i(p—q) —
N ) = 2cos <Z%

e 4 ¢l = 9 cog (%) ei(p;q).

i(pta) i(p—q) _
e 2 e 2 +e

) i(pt+q)
e 2 .

2. En prenant la partie réelle de ’égalité trouvée a la question précédente, on

obtient :

(p+q)

cosp + cos q = 2cos (%) cos (

En prenant la partie imaginaire, on obtient :

Correction 8

Analyse :On suppose que u = e

sinp + sinq = 2 cos (p;q) sin <(p—;Q)

).

0 gécrit = avec z = pe'®

ISR

a donc 0 = —2a[27] donc o = —g[w].

,on a alors u = e~

).

2ia

. On

Synthése :Etant donné v = e

i0/2
o—i0/2
a montré I'implication souhaitée par analyse/synthése.

® avec z = e~ /2. On

ISR

, on peut écrire u =

Correction 9 1. Les racines carrées de —2 sont =+iv/2.

. . . i in
2. Les racines carrées de i = e2 sont +ea .

On écrit 1+ i = v/2eT donc les racines carrées sont ++/2¢s .

1—iV3
o =

3.

On écrit ~5 donc les racines carrées sont +e = ¢ .

. Il n’y a pas de forme trigonométrique simple de 3 + 41, on cherche donc ses
racines carrées sous la forme a + ib avec (a,b) € R%. On a a® +b? = |3 + 4i| =
5,02 — b% = Re(3 + 4i) = 3 et 2ab = Im(3 + 4i) = 4 d’ott a = +2 et b = +1.
Comme ab > 0, les racines carrées de 3 + 4i sont £(2 + 4).

. Il n’y a pas de forme trigonométrique simple de —3 + 44, on cherche donc ses
racines carrées sous la forme a+ib avec (a,b) € R%. On a a®+0? = | -3 +4i| =
2 b2 = Re(—3 + 4i) = —3 et 2ab = Im(—3 + 4i) = 4 doit a = +1 et

b= £2. Comme ab > 0, les racines carrées de 1 + 27 sont +(1 + 23).

2ikm

Correction 10 Les racines 5-iémes de I'unité sont ™5 pour k variant de 0 a 4.

Correction 11 On commence par mettre 1 — ¢ sous forme exponentielle :

1—i=+2e 7.

LT

1\/_6_%-’_

Les racines 5-iémes de 1—i sont donc v/+/2e~
de 0 & 4.

* pour k variant

Correction 12 On écrit —2 + 2i sous forme exponentielle :

3im

—242i =227,
5 2\/5630 ig’,“r

Les racines 5-iémes de —2 + 2i sont donc = VRe%T+*5 pour k

variant de 0 & 4.

Correction 13 On remarque que z = 0 est solution. Si z # 0, ’égalité des modules
|2|5 = |2| impose |z| = 1. On a donc :

tee



2ik7 ik

=e¢"5, k€ [0,5]. On en déduit

On sait que les racines 6-iémes de 'unité sont ¢~ 6
que ’ensemble des solutions est :

{e““T”,ke [[0,5]]}u{0}.

Correction 14 Le discriminant vaut —3 donc les solutions sont %

Correction 15 Le discriminant vaut —12, les solutions sont #g'

Correction 16 On pose Z = 22, il faut alors résoudre 1’équation Z?+8Z +160 =0
dont le discriminant vaut (24i)? et les solutions sont —4 4 12i. On doit maintenant
chercher les racines carrées de ces deux solutions. On cherche les racines carrées de
—4 + 12i sous la forme a + ib avec (a,b) € R%. On a :

a2+ = 410
a?—-v = —4det |,
2ab = 12

Cela implique a = £v/2v10 -2 et b = £4/2v/10+ 2. Comme ab > 0, les racines

carrées de —4 + 12¢ sont

+ (\/2\/10 — 2+i\/2\/10+2> .
De la méme maniére, on trouve que les racines carrées de —4 — 127 sont

j:(\/Q\/E—2—i\/2\/E+2>.

On en déduit que les solutions de 1’équation sont

i(\/zx/ﬁ—zﬂ\/z\/l_ow) et i(\/Z\/l_O—Q—i\/Z\/l_O+2>.

1+20+1

Correction 17 Le discriminant vaut 1, les solutions sont soit ¢ et 14 1.
Correction 18 Le discriminant vaut —3 + 4i¢ dont une racine carrée est 1 + 2i
(d’apres I'exercice 9). Les solutions sont donc, aprés simplification, 1+ ¢ et 2 + 3i.

Correction 19 Le discriminant vaut —75 — 100¢ = —25(3 4 44). Pour en trouver
une racine carrée, nous allons chercher une racine carrée de 3+ 4:. D’aprés ’exercice
9, une racine carrée de 3 4 47 est 2 4 i. On a alors 5i(2 + i) = —5 + 107 une racine
carrée du discriminant. Les solutions sont donc, aprés simplification, —2i et 5 — 12i.

Correction 20 1. On a u+ v = —1 car la somme des racines 7iémes de 'unité
vaut 0 et u2 = u + 2v.

2. On en déduit que u vérifie u? +u + 2 = 0. On cherche les racines de cette

—1+£v7
équation, on trouve —\/_ Reste & encadrer la partie imaginaire de u pour
. .. 3 . 8T . 4r
savoir si elle est positive ou non. On a —— < sin - <O0et - < sin - <1
donc la somme des deux sinus est positive, on en déduit que
27 47 87 VT
sin — 4+ sin — +sin — = —
7 7 7 2
‘ 10
Correction 21 On pose z = eIt et on écrit sz = —1 puis, comme 2’ = z10—i,
k=1
on a
5
Z 2 cos %—ﬂ- =-1
11
k=1
On remarque enfin que cos 2r cos om coS ir coS i Lom _
ne d 1 1% - T T
—Cos —.
11"
On obtient

4
(k+1)m

_9 -1

,;_0 cos ,

puis le résultat souhaité en divisant par —2.

Correction 22 Notons M, P et P’ les points d’affixes respectives z, 1 et —1. On
raisonne par équivalence :

z—1
eR
z+1
& M, P, P’ sont alignés
< M appartient a 'axe des abscisses
& zeR

On peut aussi raisonner avec la conjugaison :

z—1

eR

z+1

z—1 z-1
<~ 24+1 z+1
S 2-DE+1)=z-1)(z+1)
S 2Z24+z—ZzZ—-1=Zz4+Z—2—1
& 2(z—%2)=0
& 4iZm(z) =0
& zeR



L’ensemble recherché est donc R.

Correction 23 Notons M, P et P’ les points d’affixes respectives z, i et 1. On
raisonne par équivalence :

zZ—1
eR
z—1
< M, P, P’ sont alignés
< M appartient & la droite (PP’)
< M appartient a la droite y = —z + 1

L’ensemble recherché est donc ’ensemble des complexes z dont I'image appartient a
la droite y = —x + 1.

Correction 24 On raisonne par équivalence :

|(1+ i)z — 2] =2
z— 12—_51 = +/2En divisant 1’égalité par |1 + | = v/2
& l-(ti)l=v2

On en déduit que ’ensemble des solutions est I’ensemble des affixes des points du
cercle de centre I'image de 1+ 4, de rayon /2.

=

Correction 25 On divise I’équation par |2i|, on obtient

R U .
z+ ——| = =, que 'on
2% g 4

141 1
peut réécrire |z + + = —. On en déduire que ’ensemble des solutions est
2 2
14
I’ensemble des affixes des points du cercle de centre 'image de — < —2H> et de
ayo L
rayon —.
Yo 3
Correction 26 On doit avoir |z| =| 1 |=[ 1 — 2 | on a donc |z| = 1. Posons
z = x + iy, on a alors |1 — z| = 1 ce qui implique (z — 1)?2 + y? = 1 et comme

?+y?=z=1onaz=1ey= j:@. Les complexes recherchés sont donc

s

2z+1
de P'unité sont e*1* = ¢*5" pour k variant de 0 & 3. On a donc :
4
2 1 2 1 ik
i =1 & s :eg,ke[[o,?)]]
z4+1 z4+1

@zz—(l‘efﬂ>, k € ]0,3]

2—e 2

4
Correction 27 1. On cherche a résoudre ( > = 1. Les racines quatriéme

=
8

En calculant explicitement ces valeurs pour k£ = 0,1,2 puis 3, on trouve zo = 0,

3 n ) 2 ot 3 1
z = — — —, 2o = — = 2 = —— — —,
T T 3T 5 05
2. On note My, ..., Mjs les points d’affixes zg, ..., 23. On a la figure suivante:

M, Mo

7
s

3. Si les quatre points sont cocycliques, le centre du cercle est sur la médiatrice
des deux points M; et M3 donc sur ’axe réel car leurs affixes sont conjuguées.
Le centre doit également étre sur la médiatrice de My et My c’est-a-dire sur la

1 1
droite y = -3 Cela implique que le rayon est 3" Pour montrer que les quatre

points appartiennent bien au cercle de centre (—31,0) et de rayon 3, il suffit

de vérifier que les modules des nombres complexes z; — (—%) =z + %, pour

i € [0,3] valent £. On calculedonc 20+ % =3, z1+1=—Ft + £, 23+ 5 = —3
et zy+1=—% — L. On vérifie facilement que |z + 1> = § pour tout i € [0, 3]

donc les points sont cocycliques et ils appartiennent au centre d’affixe —% et de
rayon 3.

On peut aussi remarquer, que le triangle MoM;M; est isocéle donc le centre
du cercle circonscrit au triangle appartient & la médiane de M7 M;5 qui est 'axe
réel puisque z; et 23 sont conjugués. On cherche un réel w tel que [0 — w| =
| — % + £ —wl[. On trouve w = —% donc le cercle circonscrit & MyM;Ms; est le
cercle (lie centre (—3,0) et de rayon 3. On vérifie ensuite que M, appartient &
ce cercle.



Remarque. il est également possible de résoudre le systéeme
2 3 1 3 1
|ZQ|:|*§*ZQ|:|*g+§*zﬂ|:|*g*§*m|
en cherchant zq sous la forme a + b, a,b réels. les deux premiéres égalités (au
carré) donnent a = —% On injecte la valeur de a dans Uégalité |zq|* = | — § +
g—zn| on trouve b = 0 donc zq = —% On a donc |— 3;—252| |—%—%—252|

et les quatre modules sont donc bien égaux.

z—0b

Correction 28 Comme a et b sont distincts, z # b. On a (Z — Z) el

e?km/n | € [0,n — 1]. Comme z — a # z — b, on exclut le cas k = 0.
On a alors :

F—a _ eQikﬂ'/n
z—0> _
& z—a=(z—b)eXkr/r
o Z(l _ eZikw/n) —qa— beZz’lwr/n
a— beZikﬂ'/n ok
& z= , k€ [1,n—1]car Vk € [1,n — 1] donc e?*7/m £ 1

1 — e2ikm/n

On remarque que les solutions correspondant & k = 1 et k = n— 1 sont conjuguées
et leurs affixes appartiennent donc a la droite verticale d’abscisses leur partie réelle
commune. Il suffit de montrer que toutes les racines de I’équation ont la méme partie

réelle.
On utilise la factorisation par I’arc moitié au dénominateur :

1 e2z'k7r/n — _eikﬂ'/n2i Sink—ﬂ
n )
donc
1 ; —ikﬂ'/n
1 — e2tkm/n = 2gin kT k7r :
On a
a— be2ik7r/n ie—ikﬂ/n( — be 2ik:7r/n) i(ae—ikﬂ'/n — be ikﬂ'/n)
1 — e2ikm/n 9in kx k7T - 2gin BT kﬂ'

Pour un nombre complexe Z, la partie réelle de iZ est égale a 'opposé de la partie
imaginaire de Z donc

a— be2ik7r /n ae
Re ( 1 — e2tkn/n =—Im
On en déduit que toutes les solutions ont méme partie réelle, elles sont donc les
affixes de points alignés, appartenant & une droite verticale.

asm—+bsm _a+b
28111% 2

—itkmw/n __ bez’lwr/n
2sin Ax
n

Correction 29 On raisonne par équivalence :

sin (5z) = sin (& + z)
= 5x:2§+x+2k;71-0u 5;p:7‘r—(2§+x)+2kﬂ', avec k € Z

& *ﬂ+kﬁou *W+ avec k € Z
Y73 TR W
s o=2 [ ous=Z[I]
T 6 L2 18 L3

L’ensemble des solutions est :

T km T km
{E‘F?,kEZ}U{l—Sﬁ‘?,

Correction 30 On raisonne par équivalence :

keZ}.

cos(2x) = cos (z— g)
& 2x::v—g+2kﬂou2x:—x+g+2k7r,aveckeZ

& ZZ?Z—%—FQ]CTFOUIIJZE—I——TF,Z%VGCkEZ

772_77}

& xz—g[%r]oung 3

L’ensemble des solutions est :

{—g+2lm,kez}u{g+2k§,

keZ}.

Correction 31 On a cos?(x) — sin®(z) = 0 < cos(z) =

équivalence :
cos(z) = (x;_
< cos(x) = cos (5 - x)
& :i(g—x)—i—Qk‘ﬂ'kEZ
T
& x= 7—% — z[27]car on ne peut avoir x = x — 5[2#]
& = Z[ 7

Pour la deuxiéme égalité, on a cos(xz) =

d’aprés ce qui précede, x = —%[7‘(’].

L’ensemble des solutions est donc {:l:% + km, k € Z}.

—sin(z) < cos(—x) = sin(—

+sin(z). On raisonne par

x) donc,



Correction 32 On raisonne par équivalence : L’ensemble des solutions est donc

4sin(z) cos(x) =1 T Gk 57 6km
& 2sin(22) =1 5t k€L U+ k€L,
< SIH(QZE)T ) Correction 36 On a la figure suivante:
& = E[27r] oux=m— —[27]
& o=idoun
TRt

Correction 33 On raisonne par équivalence :

++

cos?(z) + 3cos(2x) = 4 \/

2
M + 3cos(2z) =4

2
cos(Qx)
=0

[

:E—O[Tf‘

[N)

77]

ree e

L’ensemble des solutions est donc {km, k € Z}.

Correction 34 On raisonne par équivalence :
Six € [0,27], on a sin(z) > 0 < x € [0, 7], on en déduit donc que I’ensemble des

cos(2x) — 2sin®(z) = 0 solutions est |J [2kn. (2k 4 1)7].

kEZ
& 1-2sin?z —2sin’z =0
& sin?(z) = 1 Correction 37 On a la figure suivante:
1

< sin(z) = j:§

™
=1 =4—

v =+

L’ensemble des solutions est donc {j:% + km, k € Z}.

3T
) . . 4
Correction 35 On raisonne par équivalence : //

sin (290 - %) = cos (%)

ey

)
& cos 290—% =cos (%) car cos(a—g)zsin(a)
5 5
& 2x—%:§+2kﬂou2z—%:—§+2k7r,a,veckeZ
& 7T+6k7r 57T+6]m avec k € Z
rT=—-+—oux=—+—,av
2 5 14 7



@xe[ow]u 37
4 4

([2kﬂ', % + Qkﬂ'] U {%TW + 2k7, 2(k + 1)7T:| )

. . 5
Si z € [0,27], on a sin(x) < %

,Qw], on en déduit que

I’ensemble des solutions est | J
kEz

Correction 38 On a la figure suivante:

T 3T 1

Size |——= on a —3

2’ 7]’
déduit que I’ensemble des solutions est :

2
<sin(x)<3§@x€[—z Z]U{7T

In Im on en
6’3 376

6 3

U ({_EHW,ZHM} U {2%4—%#,%4—2/%]).

Correction 39 On commence par résoudre | cos(y)| >

V2
7.

3 T
7
377\\//_z
- 1
2 3r 3
Siy e [—g,g],ona|cos(y)| > \/T_ Sy € [—%,%]U {Iﬂ,zﬁ} donc pour y € R,
on a :
V2 s s 3 s
Z - - - —_— .
cos(y) > 5 Sy e U ({ 4—|—2k7T,4—|—2k7T}U|:4 + 2k, 1 —|—2k7r]>

On a donc :
2
|cos(3z —1)| > g

7T 71' 3 5w
([—Z + 2k, 2+ 2k U [Z +2km, 2T 2lmD

& Bz—-1)e U 1

kEZ

donc 'ensemble des solutions est :

U 1 o7 26r 1 m  2km) f1 7 2kr 1 bm  2km
Pt 3 12 373 12 3 3 4 373 12 3 ’

Correction 40 On a la figure suivante:



Ty
N

_r
6
3 11
Si z € [0,27], on a \/7— < cos(z) &z € [%, Tﬁ} donc ’ensemble des solutions
11
est |J T4 2km, il 2k:7r].
rez L6 6

.
N

w
|

Correction 41

2 7T:| |:7T 2m

) _
i _ - K < [ — R — ’
Six € [-m,7],ona 2\005(;10)\0(:)906 373 5 3}donclensemble

2

) .
des solutions est |J Iy 2k, —g + 2k7

T 2w
U —+2k:7r,—+2k;7r}
keZ 3 [ 3

Correction 42 On raisonne par équivalence :

4
tan (31‘—%) = tan (x—i—?ﬂ)
& Sx—%:x—i—%—i—kw, avec k € Z -

m
& z:7, avec k € Z

Comme tan est définie sur R\ {g + km, k € Z}, ensemble des solutions est

{km,k e Z}.

Correction 43 On a cos?(z) — sin®(z) = cos(2x) et 2sinxzcosz = sin(2z) donc
I’équation est équivalente & :

cos(2x) = sin(2z),

soit encore -
cos(2x) = cos (2x — 5) .

On ne peut avoir 2z = 2z — g + 2km, on en déduit que 2x = — (Zx — g) + 2k,
avec k € Z ce qui se réécrit :

g=1 + km, k € Z.
8
Correction 44 On a

Z cos(kz) = Z Re (e“”) =TRe <Z e“”) .
k=0 k=0

k=0
On reconnait une somme géométrique :

n
E ezkw _

k=0

e(n-i—l)iw —_1
etr — 1
On factorise par ’arc moitié pour déterminer sa partie réelle:

it . inz .
ntl)iz _ 1 e 2 2isin (L?H) e 3" gin (M)

el

el —1 e 2isin (%)

on a donc :

cos (%) si (("El)m)

n
sin (%)

Z cos(kzx) =
k=0



Correction 45 On écrit:
) 1 1
VEk € [|0,n|], cos®(kx) = 3 cos(2kz) + 3

d’otr : .
S cos?(kx) = Z 3 cos(2kz) + 3)
0

k=0 P
= %Z cos(2kx) + Z::

1 ( x)sin((n+1)z) n+1
T2 sin () + 2

en utilisant 'exercice 44 avec 2x dans le role de x.

l\DI»—A

Correction 46 On a :

S S () - (S () ).

k=0 k=0 0

On reconnait une somme géométrique,

i n+1
i e“” b . 1 - (Cosm)
cos ) 1 <=

k=0 " Cosz

On multiplie par cos"™!(z) au numérateur et au dénominateur:

i n+1
1- (cosw) cos"tl(z) — ellntl)e

1— <= ~ cos™(x) (cos(z) — ei®)
COSn+1 (LL') o ei(n—i—l)w

—isin(z) cos™(x)
icos™tl g — jei(ntla

. sin x cos™ x
On prend la partie réelle:

n eiw i Cosn-i-l i(n-l—l)w
R
‘ <kz_0 (cosx) > < sin(x cos"(:zc) >

sin ((n 4+ 1)z)

sin(z) cos™(z) (x)

donc
cos(kx) S.iIl ((n+1)x)
P cosk )  sin(z)cos™(x)




