Correction du TD n 8

[0,1]

Correction 1 On pose f : { - : x\/lR—x? . OnaA-= {f(l)m c
- n
2

1—-2x
N*1. Elle est dérivable de dérivée f'(x) = ————, son tableau de variations est
! ==
donc :
1
xz [0 — 1
2
1
2
f(@) / \
0 0
1 1 . .. L.
On al < — < =, donc, d’apreés le tableau de variations, la borne supérieure de

V2 T2
1
Pensemble est & chercher entre f(1) et f (§> On a f(1) = 0 donc le maximum de

3
notre ensemble est atteint pour n = 2 et vaut T

1
n— 21

T < 1 donc I'ensemble est majoré. Il
n

Correction 2 1. Soit n € N*. On a

1

. L .
ngrfoo i 1 donc il ne peut y

avoir de majorant plus petit et 1 est la borne supérieure de ’ensemble. Ce n’est

admet donc une borne supérieure. On a

. . . . 1
pas un maximum car il n’existe pas d’entier n € N* tel que n — — =n + —.
n n

1
T = 0 et cette valeur est atteinte pour n = 1, c’est

n—
Pour tout n € N*, on a

donc le minimum de ’ensemble.

2

1
x+ 5 + 1 > 0, I'inégalité est donc vérifiée

pour tout x € R donc ’ensemble est égal & R. Il n’admet ni borne supérieure,
ni borne inférieure.

2.%itzeR,onaz?+z+1=

3. L’ensemble n’est pas majoré puisqu’on peut prendre x aussi grand que possible.
Il est minoré par 1 donc il admet une borne inférieure. Ce n’est pas un minimum
car I'inégalité est stricte donc 1 ¢ {z € Q,z* > 1}.

4. L’ensemble est borné, il admet donc une borne supérieure et une borne in-
férieure. Pour tout € [0,1]NQ, on a 0 < = < 1 et 0 et 1 appartiennent a cet
ensemble donc min ([0,1] N Q) = 0 et max ([0,1]N Q) = 1.

5. L’ensemble est a nouveau borné mais cette fois-ci, la borne inférieure, égale & 0,
et la borne supérieure, égale & 1, n’appartiennent pas a ’ensemble, ce dernier
n’admet donc pas de minimum ni de maximum.

. 1
Correction 3 On pose u,, = (—1)" + —7 Ona—1< u, <2 donc A est un
n

ensemble borné. Pour n = 0, on a ug = 2 donc 2 est le maximum de A.
On remarque que, pour n =2p+1,ona lim wugpt1 = —1, cela montre qu’il ne
p—+oo

peut exister de minorant de A strictement supérieur & -1. On a donc
inf(A) = —1.

L’ensemble A n’admet pas de minimum car il n’existe pas d’entier n tel que (—1)" 4+

! =-1
n+1 ’

Correction 4 Soit t € [a,b], alors, d’aprés 'inégalité triangulaire, on a

[F (&) + 9@ < [FO] +[9(D)].

On sait que |f(t)| < sup |f(¢)] et |g(¢)| < sup |g(t)].- On a donc:
t€la,b] t€la,b]

|f(t) +g(t)] < sup |f(t)|+ sup |g(t)].
te[a,b] t€la,b]

Ceci étant valable pour tout ¢ € [a, ], on a donc :

sup |f(t) +g(t)] < sup [f(t)|+ sup [g(t)].
t€la,b t€la,b] t€la,b]

Remarque. L’égalité est fausse, on peut s’en convaincre en premant g = —f et f
non identiquement nulle.

Correction 5 1. Soit x € {\+a,a € A}, alors x = A + a avec a € R; on a donc
x < A+ sup(A).

Ceci étant vrai pour tout « € {\ +a,a € A}, on a

sup{A +a,a € A} < X+ sup(A).



Soit maintenant a € A, alors a+ A € {A +a,a € A} donc
a+A<sup{A+a,ae A}

soit encore
a<sup{A+a,aec A} — A

Ceci étant vrai pour tout a € A, on a :

sup(A4) <sup{A+a,a € A} — A,
d’ott sup(A) + A < sup{A+a,a € A}. Par double inégalité, on a montré
légalité.

. On suppose A > 0. Si A = 0, le résultat est vrai, on suppose donc A > 0. On
procéde, & nouveau, par double inégalité. Soit x € {Aa,a € A}, alors x = Aa
aveca € R. On a :

a < sup(A)

et A > 0 donc
x < Asup(A4).

Soit maintenant a € A, alors Aa € {A\a,a € A} donc
da <sup{Aa,a € A}.

Comme A > 0, on peut diviser I'inégalité par A et on obtient :

1
a < Xsup{)\a,(IEA}.

1
Ceci étant valable pour tout a € A, on a sup(4) < 3, Sup {A\a,a € A}. Par
double inégalité, on a montré 1’égalité.

. Si A <0, onasup{Aa,a€ A} = Ainf(A). En effet, si z € {Aa,a € A}, on a
x = Aa avec a € A donc a > inf(A). Comme A < 0, multiplier par A 'inégalité
donne

x < Ainf(A).

De méme, si a € A, alors Aa € {Aa,a € A} donc Aa < sup{Aa,a € A}. On

divise par A ce qui inverse 'inégalité et on obtient 3 Sup {Aa,a € A} < a. Ceci
étant valable pour tout ¢ € A, on a :

%sup {Aa,a € A} <inf(A).

Par double inégalité, on a montré ’égalité suivante :

sup {Aa,a € A} = Xinf(A).

Correction 6 1. On a: Va € A,a < sup B donc sup(B) est un majorant de A
et, par suite, sup A < sup B.

2. On a: Va € A,a > inf B donc inf A est un minorant de B d’ou inf(A) > inf B.

3. Soit x € AU B, alors soit x est dans A et x < sup A, soit x est dans B
et < sup B donc, dans les deux cas, x < max(sup 4,sup B). On en dé-
duit que max(sup A, sup B) est un majorant de A U B donc sup(4A U B) <
max(sup A, sup B).

Pour l'inégalité réciproque, on utilise la premiére implication: A C AU B donc
sup(4) < sup(AU B) et B C AU B donc sup(B) < sup(A U B). Ces deux
inégalités impliquent max(sup A, sup B) < sup(4 U B) d’ou I'égaliteé.

Correction 7 1. Soit x € A+ B, alors © = a+b avec (a,b) € Ax B. Comme a <
sup(A) et b < sup(B), on a donc a+b < sup(A)+sup(B). Ainsi, sup(A4)+sup(B)
est un majorant de A + B donc sup(A + B) < sup(A) + sup(B). Montrons
Pautre inégalité. Soit a € A. Alors il existe une suite (by,)neny de B qui tend
vers sup(B). Pour tout n € N, on a a+b, € A+ B donc a + b,, < sup(4 + B).
On a donc, pour tout n € N, a < sup(A + B) — b,. On fait tendre n vers +oo,
on obtient a < sup(A+ B) —sup(B) donc sup(A+ B) —sup(B) est un majorant
de A, on en déduit que sup(A4) < sup(A + B) — sup(B) ce qui montre lautre
inégalité.

2. Soit a € A, alors —a € —A donc —a > inf(—A) puis ¢ < —inf(—A) donc
—inf(—A) est un majorant de A. On en déduit que sup(4) < —inf(—A).
Montrons 'autre inégalité. Soit a € A, alors a < sup(A4) donc —sup(4) < —a.
Comme —a € —A, —sup(A) est un minorant de —A donc inf(—A) < —sup(A).
Par double inégalité, on a inf(—A) = —sup(A).

3. Soit b € B, alors inf(B) < b. Pour tout a € A, on a donc inf(B) +a < a+b.
Comme a+b € A+ B, on a inf(B)+a < sup(A+ B). Ainsi, sup(A+ B) —inf(B)
est un majorant de A, on a donc sup(A) < sup(A + B) — inf(B) d’ou l'inégalité
souhaitée.

Correction 8 Pour tout a € R, la fonction f, :  — 22 + ax — 1 est dérivable, de
dérivée x — 2x + a.

.oa R . C .
e Si —3 < 0 c’est-a-dire a > 0 alors f, est croissante, on a le tableau de variations

suivant :
z |0 1
af
fa /
-1 et sup |fu(z)| = max(1,a).

z€[0,1]



a
e Si —5 > 1, c’est-a-dire a < —2, f, est décroissante, on a le tableau de variations

suivant :
z |0 1
—1

AN

et sup [fa(2)| = |al
z€[0,1]

e Si —g € [0,1], c’est-a-dire a € [—2,0], elle atteint son maximum en 0 ou 1 et

.. a .. .
son minimum en —5 On a le tableau de variations suivant :

NS 2

r 1 Comme a < 0, le maximum de |f,]| est az + 1.

On a montré :
a —00

—2 0 1

sup | fal |al %4—1 1 a

Comme pour tout a € R,on a sup |fu(x)] > 1et sup |fo(x)] =1, on en déduit
z€l0,1] z€[0,1]

que inf sup |f.(x)| = 1.
aeRzEm” (2)]
Correction 9 11 suffit d’écrire
2] < < [a] +1,

ce qui implique
lz]+n<z+n<(lz]+n)+1

on a alors montré que Uentier |x]+n vérifie la caractérisation de la partie entiére de
x +n (comme l'unique entier N tel que N < z+n < N+1) donc |z]+n = |z+n].

Correction 10 Par définition de la partie entiére, on a x — 1 < |z] < x donc
-2z < —2|z|] <2-2zet 2z — 1< |2z] <2z. On en déduit que :

-1 < |2z] — 2|z < 2.

Comme |2z] — 2|z| est un entier, il ne peut étre égal qu’a 0 ou 1.

1
Correction 11 1. Poura=0b= 7 onaa+b=1donc |a+b] =1et |a] = |b] =0

d’ou I’égalité souhaitée.

1 2
2. Poura=b= 3’ onaa+b= 5 donc [a+b] =0et |a] = [b] =0 d’ou égalité

souhaitée.

3. Pour a = b =
souhaitée.

1
—,on aab = 3 donc |ab] = 0 et |a] = |b] = 0 d’ou Dégalité

4 3 6
4. Pour a = R et b= yrona ab = = donc |ab] =1 = |b] et |a] = 0 d’ou égalité
souhaitée.

1 1
5. Pour a = b= —g ona ab = g donc [ab] =0 et |a] = |b] = —1 d’ou égalité
souhaitée.

1
6. Pour a = - et n = 2, on a |a] = 0 donc n|a] = 0 alors que na = 1 donc

[na] = 1.
s s 1 5 1
7. On a déja traité lecas k =0,k =1et k = —1. Onprenda:E7b:k —|—§7
1
onaab:k—l—ﬁ donc |ab] =k et [a] =0.
Correction 12 On sait que :
2] <z < |z]+1
et
lyl <y<ly]+1
donc
lz] + ] <z +y <|z]+[y] +2 (1)

D’autre part, par définition de |z + y|, on a :
(2)

En combinant la premiére inégalité de (1) et la deuxiéme inégalité de (2), on obtient

lz+y] <z+y<|z+y]+1

lz] +lyl <z+y<|z+y]+1

et en combinant la deuxiéme inégalité de (1) et la premiére inégalité de (2), on
obtient
lz+yl <z+y<|z]+|yl+2



donc

lz|+ |yl < |lz+yl+1let |x+y] <|z]+ |y] +2

Comme ce sont des inégalités strictes entre entiers, on en déduit que :

lz] + ly] < [z +ylet [v+y] <|z]+ [y +1

et on a montré ’encadrement souhaité.

1
Correction 13 On sait que, Vo > 1, {—J =0, donc
x

1
Vo > 1, m{—JzO,
x

on en déduit que la limite en 400 est nulle.

Correction 14 On suppose, tout d’abord, = € [0,1[. On a alors |z] = 0. De plus,

o[ done |nz] € [0,n —1] et L2 ¢ 0,11 2l o o
n n

I’égalité souhaitée.

Supposons maintenant z € R. On écrit © = a + |z] avec a € [0,1]. On a alors

nx = na + n|z| puis [nx] = [na| + n|z] en utilisant ’exercice 9. On divise par n

et on applique la partie entiére :

nx € [0, On a donc

n na
eady — ey ey, . o
|nal D’aprés le cas traité ci-dessus,
= |=——=| + |« en appliquant P’exercice 9
n
ona | LTZ}J | =0 donc Ltn—nﬂj = |z]. On a bien I’égalité souhaitée.

Correction 15 On commence par trouver une inégalité entre /n+1 + /n et
V4n + 2 en raisonnant (par exemple) par équivalence:
\/n—i— I+Vn<Vin+2< n+1+2ynn+1)+n<
2y/nn+1)<2n+1
La derniére inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére l'est aussi.
croissance de la partie entiére, on en déduit que

[Vn+1+n| < [Van+2].

On remarque que v/4n + 2 n’est jamais entier. En effet, si m est entier, alors m? =
4r? ou 472 + 4r + 1 selon que m est pair ou non. On n’a donc jamais un carré de la
forme 4n + 2.

Pour conclure qu’il y a égalité, on suppose par ’absurde que

Vn+1+yn< |[Vin+2] <Vin+2.

4dn + 2

Par

On pose m = [v/4n + 2] et on raisonne par équivalence :

Vn+1l4++yn<m<in +2
n+1+2y/n(n+1)+n < m? < 4n + 2par positivité des deux membres

2n+1+4+2y/nn+1) <m? <4n+2

2y/nn+1)<m?—2n—-1<2n+1

4n(n +1) < (m? — 2n — 1) < 4n? + 4n + lpar positivité des deux membres
Ce dernier encadrement est absurde car (m? —2n — 1)? est un entier et il ne peut

étre strictement compris entre deux entiers consécutifs. On en déduit que

[VAn+2] < Vn+1++vn <Vin +2
|vV/n+ 1+ y/n] et par double inégalité, on a montré I’égalité.

teee

donc |v4n +2] <

Correction 16 On raisonne par équivalence :
[22] = [=]?
& |22 - [z]?=0
& |22 —|z)?]=0car [z]2€Z
& 22— |z)? €[0,1]
On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 17 On raisonne par double implication.
(ESiz € Z, x* € Z, alors |z] =z et [2*] = 2® donc 'égalité est vraie.
(=)On suppose maintenant |2?| = |x]?. Par définition de la partie entiére, on a :

w2 —1< |2?) <2?
et
r—1<|z|]<x
Comme z est négatif, en élevant au carré la derniére inégalité, on obtient :
22 < |z)? < (z— 1)~
r|2?] = |z)? < 22, on a

inégalité. Ceci montre que z°, et donc x, est entier.
Si x est positif, 'implication < reste vraie. En revanche, on a I'égalité |22 | =

|z2] = 22 par double

]2

par hypothése et comme |z2]
2

3
pour z = g avec z ¢ N.

Correction 18 Pour tout entier k tel que j2 < k < (j + 1)? c’est-a-dire pour
ke [j2(j+1)%—1],on a |Vk| = j. On peut réécrire la somme en groupant les
termes identiques :

n%-1 n

Z@—Z D, W=

J=1 j2<k<(j+1)2 J

1

>, i

1 j2<k<(i+1)?



Ilya(j+1)%— 352 =2j+1 entiers entre j2 et (j+1)2 — 1. La somme est donc égale

a:

n?-1
Z |VE|
k=1
n—1
= J(2j+1)
j=1
n(n 1)3(2n —1  nln— 1)en utilisant la formule de la somme des carrés
n(n —1)(4n + 1)
6

Correction 19 On procede par disjonction de cas.

Si n+m = 2p, alors VJ

2 2

la somme vaut n.

Sin+m =2p+1, alors VA_

2 2

la somme vaut, & nouveau, n.

Correction 20 On procéde par disjonction de cas:

x
valent 1 lorsque k est tel que

n
partie entiére, on a x < |x] 4+ 1 donc —x >
et, comme k est un entier, on obtient I'inégalité large suivante :

z+k

Siz € [0,n[, on a

> 1 c’est-a-dire k£ >

on a :

il V +k
k=0

On a bien ’égalité souhaitée.

Si z € R, alors il existe m € Z et a € [0,n[ tel que z = mn + a. On a alors :

mJ \‘n—m—FlJ {2n—2p—|—1J
=pet | ———— | =|——| =n—pdonc

mJ \‘n—m—FlJ {2n—2pJ

€ [0,2[ donc les termes de la somme valent 0 ou 1. Ils

n — z. Par définition de la

—|z| — 1. Cela implique k > n — [z| —1
k>n—|z]. Ainsi,

=

n—1 $+kJ n—
N

nm—|—a—|—kJ

=
k=0
n—1
e
n
k=0
St
= m+ car m € Z
k=0
n—1 \‘a‘i‘ kJ
=nm+
k=
=nm+ La "aprés les cas traités ci-dessus car a € [0, n|
Or, |z| = [nm +a] = nm + |a]| car nm € Z, on a donc bien I’égalité souhaitée

(ouf ).

. k
Correction 21 Pour x € [0,1], on pose k = |[nxz|. Onak € [0,n—1] et x = a+ -

1 ] |+ k
avec a € [0,—[. Pour tout j € [0,n — 1], on a Lx—i—lj =|a+ LJ donc
n n n
J,_J 0 sij+k<n
Lac—’—nj_{l sij+k>=n
n—1 n—k—1 . n—1 ]
On ad = ==k il kt
na oncz T+ J Z |z + J+ Z Lx+nJ car il y a k termes

7=0 7=0 \q,—/ J=N—k N— —
=0 =

entre n — k et n — 1. Comme k = |nz], on a le résultat pour z € [0,1].

On se rameéne au cas précédent pour le cas général : Soit x € R, alors x = a+ | x|
avec a € [0,1[. On a donc :

ot A .
jz::() {x—F%J _32 {a+LxJ+%J

‘ 1 <L:z:J+ {CH%D car |z]| € Z

n—1 .
J
A+ |o+7)
=nl|x| + [na|d’apres le cas traité précédemment
Comme n|z| € Z, on applique encore ’exercice 9 pour écrire

nlz] + [na] =

et comme n|z] +na =n(a+ [z]) = nx, on a bien le résultat pour = € R.

<
Il
o

[n|z] + na|



