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Fonctions usuelles

Introduction: Soit f : I → f(I) une fonction continue est strictement monotone alors f est une
bijection. Soit b ∈ f(I). On suppose que f est dérivable en f−1(b).

� Si f ′ (f−1(b)) 6= 0 alors f−1 est dérivable en b et sa dérivée vaut(
f−1
)′
(b) =

1

f ′ ◦ f−1(b)
.

� Si f ′ (f−1(b)) = 0, alors f−1 n'est pas dérivable en b mais le graphe de f−1 admet une
tangente verticale en le point d'abscisse b.

Conclusion: Si f est dérivable en tout point de I et f ′ ne s'annule pas, alors f−1 est dérivable

en tout point de f(I) et ∀x ∈ f(I), (f−1)′ (x) = 1

f ′ ◦ f−1(x)
.

I Relations de comparaison entre fonctions

1 Équivalence

Dé�nition 1. Soit a un réel ou a égal ±∞. On dit que f est équivalente à g lorsque x tend vers

a et on note f(x) ∼x→a g(x) si
f(x)

g(x)
admet une limite lorsque x tend vers a égale à 1.

Remarque: En réalité, ce n'est pas la vraie dé�nition (qui s'écrit avec des ε et que nous verrons
après le chapitre sur les limites) mais en pratique, cela reviendra à ça.

Exemples 1.

1. x2 + 3x− 7 ∼x→+∞ x2.

2. x2 + 3x− 7 ∼x→0 −7

3. (x2 + x)ex ∼x→+∞ x2ex.

4. (x2 + x)ex ∼x→0 xe
x

5. (x2 + x)ex ∼x→1 2e

Remarque : f ∼ g ⇔ g ∼ f . On dit que f et g sont équivalentes.

Proposition 1.

Si lim
x→a

f(x) = l avec l ∈ R?, alors f(x) ∼x→a l

Exemple 2. cos(x) ∼x→0 1.
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4! On ne peut jamais être équivalent à 0 !!!!

Proposition 2.

Si f(x) ∼x→a g(x) et que f et g admettent une limite en a, alors lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x).

Exemples 3.

1. x2 + 3x− 4 et x2 en +∞.

2. x2 + x cos(x) et xex en 0.

3. x cos(x) et (x+ 1) cos(x).

4! La réciproque est fausse !

Exemple 4. Les fonctions f : x 7→ x2 et g : x 7→ x ont la même limite en 0 et +∞ mais ne sont
équivalentes ni en 0 ni en +∞.

Proposition 3.

Si f est dérivable en a et f ′(a) 6= 0, alors

f(x)− f(a)
x− a

∼x→a f ′(a)

ou encore
f(x)− f(a) ∼x→a (x− a)f ′(a).

Exemples 5.

1. sin(x) ∼x→0 x.

2. ex − 1 ∼x→0 x

3. ln(1 + x) ∼x→0 x.

4.
√
1 + x− 1 ∼x→0

x

2
.

5. tan(x) ∼x→0 x.

6.
1

1 + x
− 1 ∼x→0 −x

4! La somme dans les équivalents n'est pas pertinente!

Exemple 6. ex ∼x→0 1 + x est vraie mais ex ∼x→0 1− x aussi ( et ex ∼x→0 1 +
17x

2
− x2 aussi).

Proposition 4.

Si f1 ∼x→a g1 et f2 ∼x→a g2 alors f1f2 ∼x→a g1g2 et
f1
f2
∼x→a

g1
g2

(sous réserve que cela ait

du sens).

Exemples 7.

1. Si f(x) ∼x→a g(x), a-t-on f 2(x) ∼x→a g2(x)?
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2. Montrer que
√

1 + sin(x)− 1 ∼x→0
x

2
.

4! Si f(x) ∼x→a g(x), on ne sait rien de la relation entre h ◦ f(x) et h ◦ g(x)

Exemples 8.

1. x ∼x→+∞ x+ 1 mais ex et ex+1 ne sont pas équivalents car
ex+1

ex
= e

2. x ∼x→+∞ x+1 et ln(x+1) ∼x→+∞ ln(x) car ln(x+1) = ln(x)+ln

(
1 +

1

x

)
donc

ln(1 + x)

ln(x)
→

1

Question: Si f1 ∼x→a g1 et f2 ∼x→a g2 a-t-on f1(x) + f2(x) ∼x→a g1(x) + g2(x)? Peut-on trouver
un équivalent de sin(2x)− tan(x)?

2 Domination

Dé�nition 2. On dit que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a (ou que f(x) est un

"petit o" de g(x)) si lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0. On note f(x) = ox→a(g(x)).

C'est équivalent de dire que f(x) = g(x)ε(x) avec lim
x→a

ε(x) = 0.

Remarque: Là encore, ce n'est pas tout à fait la vraie dé�nition mais elle su�t pour le
moment.

Exemples 9.

1. x2 + x3 = ox→0(x).

2. ex
2 − 1 = ox→0(x).

Proposition 5.

Pour tout λ ∈ R?, on a o (λx) = ox→a(x)

Proposition 6 (opérations en 0).

� ox→0 (x) + ox→0(x) = ox→0(x)

� ox→0 (x)− ox→0(x) = ox→0(x)

� ox→0 (x) + ox→0(x
2) = ox→0(x)

�

ox→0(x
2)

x
= ox→0(x).

� x.o(x) = o(x2).

� o(x)2 = o(x2).

Remarque:
ox→0(x)

x2
est une forme indéterminée.

4! On a ox→0(x
2) = ox→0(x) mais ox→0(x) 6= ox→0(x

2).
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3 Développement limité

Notations: Si f(x)− g(x) = ox→a(h(x)), on écrit f(x) = g(x) + ox→0 (h(x)).

Exemples 10.

1. ex = 1 + x+ ox→0(x)

2. sin(x) = x+ o(x).

Proposition 7.

On a f(x) ∼x→a g(x)⇔ f(x)− g(x) = ox→a (g(x))⇔ f(x) = g(x) + ox→a (g(x)) .

Exemple 11. On sait que ln(1 + x) ∼x→0 x donc ln(1 + x) = x+ ox→0(x).

Proposition 8 (DL1 de f en a). Si f est dérivable en a, alors

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + ox→a(x− a).

Exemple 12. On a le DL1 cos(x) = 1+ox→0(x) bien que nous n'ayons pas d'équivalent de cos(x)−1
en 0.

Remarque: On admet, pour le moment, que l'on peut obtenir un DL d'ordre supérieur à 1
(on va se contenter de 2 pour l'instant) à l'aide de dérivées successives pour les fonctions usuelles.

DL2 usuels en 0:

� sin(x) = x+ o(x2).

� cos(x) = 1− x2

2
+ o(x2).

� tan(x) = x+ o(x2).

� ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x)

�

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ o(x2).

�

1

1 + x
= 1− x+ x2 + o(x2).

� ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2).

Remarque: l'intérêt des développements limités par rapport aux équivalents est que l'on peut
les additionner ! En e�et, on sait exactement ce que vaut l'addition de deux ”o( )”.

Exemples 13.

1. lim
x→0

sin(2x)− tan(x)

x
?

2. lim
x→0

sin(x2)

ln(1 + 2x)− sin(x)
?

3. lim
x→0

√
1 + sin(x)− ex2

tan(x/2)− ln(1 + x)
?

4. DL1 en 0 de ln(2 + x)?

5. lim
x→0

cos(x)− ex2

sin(x2)
?
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II Fonctions exponentielles, logarithmes et puissances

1 Le logarithme népérien

Dé�nition 3. On dé�nit la fonction ln : R?+ → R comme l'unique fonction y dérivable de R?+ dans
R véri�ant y(1) = 0

∀x ∈ R?+, y′(x) =
1

x

Proposition 9.

La fonction f :

{
R
? −→ R

x 7−→ ln |x| est dérivable, de dérivée : R? −→ R, x 7−→ 1

x

Corollaire 10.

Soit un intervalle I de R sur R, un point a de I et une fonction u : I → R
?, dérivable en a.

Alors la fonction :

{
I −→ R

x 7−→ ln |u(x)| est dérivable en a, de nombre dérivée
u′(a)

u(a)
.

Exemple 14. Sur quel intervalle la fonction x 7→ ln(
√
x+1) est-elle dérivable? Préciser sa dérivée.

On admet ln(1 + x) = x− x2

2
+ ox→0(x

2)

Proposition 11 (équation fonctionnelle du ln).

∀(a, b) ∈
(
R
?
+

)2
, ln(ab) = ln(a) + ln(b)

Question: Si f est dérivable telle que ∀(x, y) ∈
(
R
?
+

)2
, f(xy) = f(x) + f(y), que dire de f?

On a f(1) = 0 et, si on dérive par rapport à x en �xant y, on obtient yf ′(xy) = f ′(x). On en

déduit que f ′(y) =
f ′(1)

y
donc f(y) = f ′(1) ln(y) + c et, comme f(1) = 0, f est un multiple de ln.

Réciproquement, si f = λ ln, f véri�e bien l'équation.

Corollaire 12.

� ∀(x, y) ∈
(
R
?
+

)2
, ln

(
x

y

)
= ln(x)− ln(y).

� ∀(k, x) ∈ Z× R?+, ln(xk) = k ln(x).

On en déduit les limites aux bornes de son domaine de dé�nition:

Proposition 13.

On a lim
x→+∞

ln(x) = +∞ et lim
x→0

ln(x) = −∞.

On a le graphe suivant :
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x

y

•
1

Proposition 14.

La fonction ln est une bijection.

Notations: On note e l'unique antécédent de 1 par ln. On retient qu'il vaut environ 2, 72.

2 L'exponentielle

Dé�nition 4. Pour tout réel x, on note exp(x) l'unique antécédent de x par ln. On dé�nit ainsi
une fonction, appelée fonction exponentielle, de R dans R.

Remarque: La fonction exp|R?+ est la bijection réciproque de ln.

Proposition 15.

� ∀x ∈ R, exp(x) > 0.

� ∀x ∈ R?+, exp(ln(x)) = x.

� ∀x ∈ R, ln(exp(x)) = x.

Proposition 16 (équation fonctionnelle de l'exponentielle).

� ∀(x, y) ∈ R2, exp(x+y) = exp(x)exp(y).

� ∀(x, y) ∈ R2, exp(x− y) = exp(x)

exp(y)
.

� ∀k ∈ Z, x ∈ R, exp(kx) = (exp(x))k.

Proposition 17.

La fonction exp est dérivable, de dérivée elle-même.
Elle est strictement croissante et lim

x→−∞
exp(x) = 0, lim

x→+∞
exp(x) = +∞.

On a exp(x) = 1 + x+
x2

2!
+ ox→0(x

2)

On a le graphe suivant :
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x

y

•
1

ln

exp

3 Puissances réelles

• Pour rappel, si x est réel alors on dé�nit xn pour tout entier naturel n par

xn = x× x× · · · × x︸ ︷︷ ︸
nfois

.

En particulier x0 est un produit vide et vaut donc l'élément neutre pour la multiplication, à
savoir 1

• Si en outre x est non nul on dispose alors de son "inverse" x−1 ce qui permet de dé�nir pour
tout entier naturel n,

x−n =
(
x−1
)n
.

On a ainsi dé�ni xn pour tout entier relatif n.

• Plaçons-nous dans le cas particulier où x est un réel strictement positif. Sur R∗+, on dispose
de la fonction ln, ce qui permet d'écrire :

∀n ∈ Z, xn = (exp(ln(x)))n = exp (n ln(x)) .

On s'aperçoit que cette dernière expression exp (n ln(x)) a du sens y compris si n n'est pas
entier. Cela incite à étendre la dé�nition, en posant pour tout α ∈ R :

xα = exp (α ln(x)) .

Dé�nition 5. [Puissances quelconques] Soit x un réel strictement positif et α un réel quel-
conque. On pose :

xα = exp(α ln(x)).

Remarque Rigoureusement parlant, c'est à ce moment-là, après avoir donné cette dé�nition,
que l'on peut utiliser la notation et plutôt que exp(t), pour un réel t. Pour cela, on pose le réel :

e =̂ exp(1)
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et on constate alors pour tout t ∈ R :

et = exp(t ln(e)) = exp(t)

La dé�nition de xα peut alors être écrite de la façon suivante (celle que l'on écrit en pratique) :�
�

�
�∀(x, α) ∈ R?+ × R, xα = eα ln(x)

Proposition 18 (Règles de calcul). Soit x, y ∈ R∗+ et α, β ∈ R. On a

1. ∀(x, α) ∈ R?+ × R, xα > 0.

2. x−α = 1
xα
,

3. ln (xα) = α ln(x),

4. (xy)α = xαyα et
(
x
y

)α
= xα

yα
,

5. xα+β = xαxβ,

6. (xα)β = xαβ.

7. ∀α ∈ R, 1α = 1.

Remarque: En particulier, pour tout réel x > 0, le nombre x
1
2 est positif, et véri�e quand on

le met au carré : (
x

1
2

)2
= x

2
2 = x1 = x

donc x
1
2 est l'unique nombre positif qui, mis au carré, donne x. Autrement dit : x

1
2 =
√
x .

Plus généralement, pour tout n ∈ N∗ :(
x

1
n

)n
= x

n
n = x1 = x

donc x
1
n est l'unique antécédent positif de x par t 7→ tn, d'où x

1
n = n
√
x .

Dans ce paragraphe, on note fα :

{
R
?
+ −→ R

?
+

x 7−→ xα

Par propriété des puissances, on a fα ◦ fβ = fαβ. On a donc

Proposition 19.

Pour tout α 6= 0, fα réalise une bijection de R∗+ dans lui-même, et sa bijection réciproque est
f 1
α
.

Preuve :On a fα ◦ f1/α = f1 = id = f1/α ◦ fα donc f−1α = f1/α
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Proposition 20.

Par composition de fonctions dérivables, fα l'est et

∀x > 0 , f ′α(x) = αxα−1

qui est du signe de α de sorte que si :

� α = 0, fα est constante,

� α < 0, fα est strictement décroissante, de limite +∞ en 0 et de limite nulle en +∞.

� α > 0, fα est strictement croissante, de limite 0 en 0 et de limite +∞ en +∞.

Exemples 15.

1. Dérivée de x 7→ (sin(x))x sur ]0, π[.

2. Dérivée de x 7→ (x2 + 1)
2x−3

sur R.

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + ox→0(x

2)

Proposition 21.

Soit (α, β) ∈ R2 avec α > β, alors

� ∀x ∈]0, 1[, fα(x) > fβ(x). � ∀x ∈]1,+∞[, fα(x) < fβ(x).

1

1

f1
fα, α > 1

f 1
α

1

1

f1

fα, α < 0

f 1
α

f−1

4 Croissances comparées

Proposition 22.

On a lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 et lim

x→0
x ln(x) = 0.
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Corollaire 23.

Soit (α, β) ∈ R2, b ∈ R?+, on a :

� Si β > 0 alors lim
x→+∞

(ln(x))α

xβ
= 0 et lim

x→0+
xβ |ln(x)|α = 0.

� Si b > 1 alors lim
x→+∞

bx

xα
= +∞ et lim

x→−∞
bx |x|α = 0.

En particulier, lim
x→+∞

ex

xα
= +∞ et lim

x→−∞
ex. |x|α = 0.

Exemple 16. On a ex + ln(x) ∼+∞ ex, x2 + ln(x) ∼+∞ x2, ex + x17 ∼+∞ ex.

5 Logarithme en base a

Dé�nition 6. Soit a un réel strictement positif di�érent de 1. La fonction logarithme en base a,
notée loga est la fonction dé�nie sur R∗+ par la relation

loga(x) =
ln(x)

ln(a)

Remarque fondamentale : ainsi dé�nie, cette fonction loga véri�e le fait que pour tout réel
strictement positif x et tout réel y, on a l'équivalence

ay = x⇐⇒ y = loga(x)

En e�et ay = ey. ln a, donc il su�t d'écrire :

ay = x ⇔ ey. ln a = x

⇔ y. ln a = lnx ⇔ y = ln(x)
ln(a)

OK

Autrement dit, tout comme ln qui est la fonction réciproque de y 7→ ey, la fonction loga est la
fonction réciproque de la fonction y 7→ ay. ln peut être alors vue comme étant la fonction loga-
rithme en base e.

Exemple remarquable : la fonction logarithme en base 10 est notée logiquement log10 et est
dé�nie pour x > 0 par

log10(x) =
ln(x)

ln(10)

Il s'agit de la fonction réciproque de y 7→ 10y, de sorte que pour tout y ∈ R on a log10(10
y) = y, et

pour tout x > 0 on a 10log10(x) = x.
Cette fonction est utilisée dans d'autres sciences, comme la SI (diagramme de Bode) ou la chimie,
où par exemple le pH d'une solution est dé�ni par la relation

pH = − log10
(
[H+]

)
En informatique, vous avez peut-être croisé le logarithme en base 2, qui donne par exemple le

nombre de chi�res dans l'écriture binaire d'un entier naturel n. En e�et, n possède c chi�res dans
cette écriture si et seulement si 2c−1 6 n < 2c ce qui équivaut encore par stricte croissance de log2
à

c− 1 6 log2(n) < c

et donc c = blog2(n) + 1c.
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III Fonctions circulaires et réciproques

1 sin, arcsin

Rappel: La fonction sin est strictement croissante sur
[
−π
2
,
π

2

]
et décroissante sur

[
π

2
,
3π

2

]
,

impaire et 2π-périodique. Son image vaut [−1, 1] et sa dérivée cos.

sin(x) = x− x3

3!
+ ox→0(x

4)

x

y

La restriction de sin à
[
−π
2
,
π

2

]
est continue, strictement croissante et sin

([
−π
2
,
π

2

])
= [−1, 1].

On a donc sin |[−1,1][
−
π

2
,
π

2

] bijective.

On a donc

∀x ∈ [−1, 1], sin(arcsin(x)) = x et ∀x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
, arcsin(sin(x)) = x

Connaissant quelques valeurs remarquables de la fonction sin, on en déduit quelques valeurs de la
fonction arcsin :

θ −π
2
−π

3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

π
2

sin(θ) −1 −
√
3
2
−
√
2
2
−1

2
0 1

2

√
2
2

√
3
2

1

et donc
x −1 −

√
3
2
−
√
2
2
−1

2
0 1

2

√
2
2

√
3
2

1
arcsin(x) −π

2
−π

3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

π
2

Exemple 17. Que vaut arcsin(sin(x)) si x ∈ [0, π]?

Proposition 24.

� La fonction arcsin est impaire, strictement croissante et continue.

� Elle est dérivable en tout point de ]− 1, 1[ et

∀x ∈]− 1, 1[, arcsin′(x) =
1√

1− x2

� Elle n'est dérivable ni en 1 ni en −1 mais son graphe admet en ces points des tangentes
verticales

' On a arcsin(x) > 0 pour tout x > 0.
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−1

1 sin

arcsin

1−1−π
2

π
2

−π
2

π
2

2 cos/arccos

Rappel: La fonction cos est strictement décroissante sur [0, π] et croissante sur [−π, 0], paire et
2π-périodique. Son image vaut [−1, 1] et sa dérivée − sin.

cos(x) = 1− x2

2!
+ ox→0(x

3)

x

y

La restriction de cos à [0, π] est continue, strictement décroissante et cos([0, π]) = [−1, 1]. On

a donc cos |[−1,1][0,π] bijective.

Dé�nition 7. Pour tout y ∈ [−1, 1], on note arccos(y) l'unique antécédent dans [0, π] de y par
cos. On dé�nit ainsi une fonction :

arccos :

{
[−1, 1] −→ R

x 7−→ arccos(x)
,

qui véri�e Im(arccos) = [0, π].

Remarque: La fonction arccos |[0,π] est la bijection réciproque de cos |[−1,1][0,π] .

On a donc

∀x ∈ [−1, 1], cos(arccos(x)) = x et ∀x ∈ [0, π], arccos(cos(x)) = x

Connaissant quelques valeurs remarquables de la fonction cos, on en déduit quelques valeurs de la
fonction arccos :

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

cos(θ) 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1
2
−
√
2
2
−
√
3
2
−1
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et donc
x 1

√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1
2
−
√
2
2
−
√
3
2
−1

arccos(x) 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

Proposition 25.

� La fonction arccos est strictement décroissante et continue.

� Elle est dérivable en tout point de ]− 1, 1[ et

∀x ∈]− 1, 1[, arccos′(x) = − 1√
1− x2

� Elle n'est dérivable ni en 1 ni en −1 mais son graphe admet en ces points des tangentes
verticales

cos

arccos

0

π

−1

π
2 π

1−1

π
2

Proposition 26.

Pour tout x ∈ [−1, 1], arccos(x) + arcsin(x) =
π

2
.

3 tan, arctan

Dé�nition 8. On dé�nit la fonction

tan :


R \
{π
2
+ kπ, k ∈ Z

}
−→ R

x 7−→ sin(x)

cos(x)

tan(x) = x+
x3

3
+ ox→0(x

4)
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•(cos(θ), sin(θ))

(1, tan(θ))•

Proposition 27.

� La fonction tan est strictement croissante, π-périodique et impaire.

� Elle est dérivable sur son domaine de dé�nition et

∀x ∈ R \
{π
2
+ kπ, k ∈ Z

}
, tan′(x) = 1 + tan2(x) =

1

cos2(x)

� On a lim
x→π

2

tan(x) = +∞ et lim
x→−π

2

tan(x) = −∞.

' On a arctan(x) > 0 pour tout x > 0.

−π
2

π
2

3π
2

tan

Dé�nition 9. Pour tout x ∈ R, on note arctan(x) l'unique antécédent dans
]
−π
2
,
π

2

[
de tan. On

dé�nit ainsi une fonction

arctan :

{
R −→ R

x 7−→ arctan(x)
,

avec Im(arctan) =
]
−π
2
,
π

2

[
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Remarque la fonction arctan |

]
−
π

2
,
π

2

[
est la bijection réciproque de tan |]

−
π

2
,
π

2

[. On a donc

∀x ∈ R, tan arctan(x) = x et ∀x ∈
]
−π
2
,
π

2

[
, arctan(tan(x)) = x

Connaissant quelques valeurs remarquables de la fonction tan, on en déduit quelques valeurs
de la fonction arctan :

θ −π
3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

tan(θ) −
√
3 −1 − 1√

3
0 1√

3
1
√
3

et donc
x −

√
3 −1 − 1√

3
0 1√

3
1
√
3

arctan(x) −π
3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

Proposition 28.

� La fonction arctan est impaire, strictement croissante et continue.

� Elle est dérivable sur R et pour tout x ∈ R, arctan′(x) = 1

1 + x2
.

−π
2

π
2

−π
2

π
2

tan

arctan

Proposition 29.

∀x ∈ R?, arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=


π

2
si x > 0

−π
2
si x < 0

IV Fonctions hyperboliques

Dé�nition 10. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, notée respectivement ch
et sh, sont les parties paire et impaire de la fonction exponentielle. Elles sont donc dé�nies sur R
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par les relations :

ch(x) =
ex + e−x

2
et sh(x) =

ex − e−x

2

Théorème 30. � ch est paire, sh est impaire.

� ∀x ∈ R, ex = ch(x) + sh(x) et e−x = ch(x)− sh(x).

� Les fonctions ch et sh sont dérivables et ch′ = sh, sh′ = ch.

On a

ch(x) = 1 +
x2

2!
+ ox→0(x

3) et sh(x) = x+
x3

3!
+ ox→0(x

4)

Proposition 31 (relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique).

∀x ∈ R, ch2(x)− sh2(x) = 1.

exp
2

ch

1

sh

V Exponentielle complexe

Dé�nition 11. Soit f : I → C une fonction. On appelle partie réelle et partie imaginaire de f les
fonctions :

Re(f) :
{
I −→ R

x 7−→ Re (f(x)) et Im(f) :

{
I −→ R

x 7−→ Im (f(x))
.

Exemple 18. f :

{
R −→ C

x 7−→ 2x+ 3ix2
.

Dé�nition 12. Soit f : I → C. Si Re(f) et Im(f) sont dérivables sur I, alors on dit que f est
dérivable sur I et on pose

∀a ∈ I, f ′(a) = Re(f)′(a) + iIm(f)′(a).

On dé�nit ainsi une fonction appelée dérivée de f .
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Dé�nition 13. Pour tout z = x + iy, avec (x, y) ∈ R
2, on pose ez = exeiy c'est-à-dire ez =

ex (cos(y) + i sin(y)).

Proposition 32.

Soit u : I → C une fonction dérivable en a, alors la fonction f :

{
I −→ C

x 7−→ eu(x)
est

dérivable en a, de dérivée f ′(a) = u′(a)eu(a).

Corollaire 33.

Soit α ∈ C, alors x 7→ eαx se dérive en x 7→ αeαx.

Exemple 19. Déterminer

∫ π
2

0

ex cos(x) dx.
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