Lycée du Parc 842.

Primitives et ED

1 Primitives
1.1 Notation intégrale

.
On sait que toute fonction continue f admet une primitive et que x — / f(t) dt est 'unique primitive de f s’annulant en a.
a
xr
Parfois, on veut juste travailler avec UNE primitive et ne pas s’encombrer d’une constante. La notation / f(t)dt (sans
borne en bas) désigne une primitive de f (de variable ).

Ezemples 1.

L / " cos(t) dt = sin(x)

2. /r(1+t)dt: %(1—1—1‘)2

Cette notation a un gros inconvénient: elle peut désigner deux fonctions qui ne sont égales qu’a constante prés. Par
x

1
exemple, on a aussi / (1+t)dt=t+ 53:2.

1.2 Calcul de primitives

On a vu qu’il y a différents moyens de calculer une intégrale: IPP, changement de variable. On va, bien stir, utiliser ces
méthodes pour les calculs de primitives. On procédera comme pour une intégrale mais en modifiant seulement sur la borne
supérieure.

Ezemples 2.
1. Calcul de/ tet dt.

2. Calcul de / L dt.
1-+et

1.3 primitive de fractions rationnelles

2 Equations différentielles d’ordre 1

2.1 Deéfinition et structure de I’ensemble des solutions

Définition 1. Soit @ : I — Ket f : I — K deux fonctions continues. On considére 'EDL d’ordre 1 (E) et 1’équation
homogeéne associée (Eg) :
v +alt)y=f (E)
v +at)y=0 (Emr)
Une fonction y : I — K est dite solution de (E) si elle est de classe C! sur I et vérifie :

Vel y'(t) +at)yt) =f

Remarque. L’ensemble des solutions est donc un ensemble de fonctions !!



Théoréme 1 (Principe de superposition). Si une fonction y; est une solution de léquation y' + a(t)y = f1(t) et y2
est solution de y' + a(t)y = f2(t), ou f1 et fo sont deux fonctions continues, alors pour tout couple (A1, \2) € K2, la
fonction (A\y1 + Aaya) est solution de l’équation y' + a(t)y = A1 f1(t) + Ao fa(¢).

Conséquence : Siyp est une solution particuliére de (E), alors pour toute autre solution y de (E), la fonction yg = y—yp
est solution de I’équation différentielle avec second membre f(t) — f(t) = 0, c’est-a-dire solution de (Ep). On a donc

Y=Yy +yp

2.2 Résolution de I’équation homogeéne

Théoréme 2.
Notons A : I — K une primitive de a. Les solutions de (Ep) sont les fonctions de la forme :

yg : t e Ce A0 ot C est une constante de K

Ezemples 3.
1.y +y=0.
2.y +ty=0.

1

2.3 Recherche d’une solution particuliére

Méthode 1.
On se place dans le cas ¢y’ + ay = f(t), o a € K* est constant.

e si f est constante, chercher yp constante.
e si f est polynomiale, chercher yp polynomiale, de méme degré.
o sif:t e onack, alors :

— si a # —a chercher yp de la forme \e®t, avec A € K ;
— si o = —a chercher yp de la forme \te®! ;

e si a est réel et f(t) = sin(wt) ou cos(wt), chercher yp de la forme \ cos(wt) + usin(wt) avec (\, u) € R

Ezemples 4.
1. Trowver une solution particuliére de y' + y = e2*.

2. Trouver une solution particuliére de y' + 1y = e %.
3. Trouver une solution particuliére de y' +y = 2e~* + 3e”.

4. Trouver une solution particuliére de y' — y = cos(z).

Théoréme 3 (variation de la constante). Si A est une primitive de a sur I, alors une solution particuliére de (F)
est la fonction :
yp : t = C(t) e AW ot la fonction C est une primitive de f.e?

Remarque. e~ 2®) est solution de (EHr), son expression a donc déja été simplifiée en déterminant les solutions de I’équation
homogéne.

Ezxemples 5.
1. Trouver une solution particuliére de y' + y = cos(z)e®.

1
2. Trouver une solution particuliére de y' + —y = 3.
x

1
3. Trowver une solution particuliére de y' + V= In(t).



2.4 Résolution de 1’équation compléte

Théoréme 4.
Les fonctions I — K solutions de I’équation (F) sont les fonctions de la forme

Y=y +yp

ol yy est une solution de I’équation homogeéne (Eg) et yp est une solution particuliére de (E).

Ezemple 6. Résoudre les équations du paragraphe précédent.
On peut aussi passer aux complexes pour résoudre une équation réelle.

Exemple 7. Résoudre y' —y = cos(x) en résolvant I’équation y' —y = e'*.

3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

3.1 Définition et structure de ’ensemble des solutions

Définition 2. Soit f : I — K une fonction continue sur I et (a,b) € K2 On considére 'EDL d’ordre 2 & coefficients
constants (E) et I’équation homogeéne associée (Ey) :

Y +ay +by = f(t) (E)

y' +ay +by=0 (Ew)

Théoréme 5 (Principe de superposition). Si une fonction y; est une solution de ’équation y" +ay +by = f1(t) et yo
est solution de y" + ay’ + by = fa(t), ou f1 et fo sont deux fonctions continues, alors pour tout couple (A1, \2) € K2,
la fonction (Ay1 + Aaya) est solution de l’équation y’ + ay’ + by = A1 f1(t) + A2 fa(?).

Conséquence : Siyp est une solution particuliére de (E), alors pour toute autre solution y de (E), la fonction yg = y—yp
est solution de I’équation différentielle avec second membre f(t) — f(t) = 0, ¢’est-a-dire solution de (Eg). On a donc

Y=Yy +yp

3.2 Résolution de I’équation homogéne

Définition 3. On appelle équation caractéristique associée a " +ay’+by = 0 (c’est-a-dire (Eg)) ’équation polynomiale

‘r2+ar+b=0‘ notée (E.)

Théoréme 6 (Solutions de (Ex) & valeurs complexes). Soit (a,b) € C2. On note A le discriminant de (E..).

e Si A #0, on note vy et ry les deuzx racines complezes de (E.) et les solutions de (Ep) sont les fonctions de la
forme :
yg : t — Cre™ 4+ Che™? ot (Cy,Cs) € C?

e Si A =0, on note ro la racine double et les solutions de (Ex) sont :

yg 1t — (C1 ol Czt)erot ol (Cl,CQ) € CQ




Théoréme 7 (solutions de (Ej) a valeurs réelles). On suppose ici que (a,b) € R2. Soit A le discriminant de (E.)
(forcément réel, lui aussi).

e St A >0, on note r1 et o les deux racines réelles de (E.) et les solutions de (Ep) sont de la forme :
yg : t — Cre™ 4+ Che™? ot (C1,Cs) € R?
e Si A =0, on note o la racine réelle double et les solutions de (Eg)sont :

yg -t — (Cl —&—C’gt)emt ot (01,02) e R?

e Si A <0, alors les deuz racines de (E.) sont complexes conjuguées, notées r +iw et r —iw, ot (r,w) € R?. Les
solutions de (Eg)sont alors les fonctions de la forme :

yg : t — (Cycos(wt) + Cysin(wt)) e™ ot (C1,Cy) € R?

Ezemples 8.
1. Résoudre y” — 2y +y =10

2. Résoudre vy’ — 3y’ + 2y = 0.

3. Donner les solutions réelles et complexes de vy’ +1y' +y = 0.

3.3 Recherche d’une solution particuliére

Méthode 2.

e si f est une fonction constante, chercher yp constante.

e si f est polynomiale, identifier le terme dominant pour déterminer le degré d’une solution polynomiale puis chercher
une telle solution.

e si f(t) = P(t)e* o a € K et P(t) un polynome, alors :

— si a n’est pas une racine de (EC), chercher yp(t) = Q(t)e*, avec A € K , avec Q de méme degré que P.
— si « est une racine simple de (EC), chercher yp(t) = Q(t)te®t, avec A € K, avec Q de méme degré que P.

— si a est une racine double de (EC), chercher yp(t) = Q(t)t2e®!, avec \ € K, avec @) de méme degré que P.

e si les coefficients a et b sont réels et f(t) = sin(2t) ou cos(§2t), chercher yp(t) = Acos(2t) + psin(Qt) avec (A, u) € R2.
Pour aller plus vite, on peut aussi trouver une solution particuliére complexe de 3 + ay’ + by = €?* puis en prendre
la partie réelle (si c’est cos(Qt)) ou la partie imaginaire (si c’est sin(Qt)).

Ezemples 9.

1. Trowver une solution particuliére de v’ — 3y’ + 2y = ze?®
2. Trouver une solution particuliére de 7 — 3y’ + 2y = we?®,

3. Trouwver une solution particuliére de y” — 2y’ +y = e*



4 Reésolution de I’équation compléte

Théoréme 8.
Les fonctions I — K solutions de I’équation (E) sont les fonctions de la forme

Y=y +yp

ou yy est une solution de I’équation homogeéne (Eg) et yp est une solution particuliére de (E).

Ezemple 10. Résoudre les équations données dans le paragraphe précédent.

Théoréme 9.
Soit (a,b) € K2 et f : I — K une fonction continue. Soit tq € I.
Alors pour tout couple (yo, vo) € K2, il existe une unique fonction y de classe C? sur I qui satisfait le probléme
de Cauchy :
Y’ +ay' +by = f(t)
y(to) = yo
y'(to) = vo

J

Interprétation physique : en mécanique du point, I’équation du mouvement ne suffit pas a déterminer la trajectoire de
Dobjet. Typiquement, on la détermine en utilisant les conditions initiales : position initiale (yo) et vitesse initiale (vg).



