Lycée du Parc 842.

Complément sur les systémes linéaires

Définition 1. Deux systémes sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble solution.
Un systéme est dit compatible si ’ensemble des solutions est non vide.

On a dit qu’un systéme est échelonné ou triangulaire s’il est de la forme

( anri+ ... = bl
A2, Ly + ... :b2
arjrxjr .. = br
0 = br+1
\ 0 =b,

avec 1 < g9 < ... < Jp.

Ezemples 1.
( T+ 21’2 + 31’3 + 4[)34 + 5[E5 = bl
—XI3 + 4ZE4 + 2I5 = bg . .
1. 9ra + 2ws — by est échelonné
\ 4%4 = b4
r1+ 2x9 + 3x3 +4xs + D5 = by
—T3 + 41'4 + 2%5 = b2
2. 2wy 4+ 2x5 = by est aussi échelonné
4[E4 = b4
\ = bs
(5(71—%24‘3]344—41’5 :b1
3. Ty — T4 =b est échelonné.
81’5 = 63
L 0 =by
(wl—x3+3x5 _bl
4. T2 T3 =0 n’est pas échelonné
—Z2 = b3
L T3+ Ty = b4
(I1+21’2—$3+ZL’5 —b1
4ZE4 = bg . P
. 0 —b, est échelonné.
L 0 =by



Rigoureusement:

o Les coefficients a;1, agj,, - . ., ar;, sont non nuls, ils sont appelés pivots.
e Les lignes dont le membre de gauche est nul sont en derniére position.

e Sur les lignes dont le membre de gauche n’est pas nul (c’est-a-dire celles qui ont des incon-
nues), les indices ji, ..., j, des premiers coefficients non nuls sont strictement croissants.

Vocabulaire:
e On a dit que les premiers coefficients & gauche (non nuls) sont appelés pivots.

e Le nombre 7 de lignes dont le membre de gauche est non nul (cad celle qui ont des inconnues)
est appelé rang du systéme.

e les x avec k # j; sont appelés variables libres: elles pourront prendre n’importe quelle valeur.

e Les derniéres lignes, celles dont le membre de gauche est nul, sont appelées condition de
compatibilité: elles donnent des conditions pour que le systéme admette des solutions (=
soit compatible).

Proposition 1.
Un systéme a p inconnues et n équations, de rang r vérifie :

r < min(n, p).

En effet, on a nécessairement r < n (nombre de lignes non nulles est inférieur ou égal au nombre
de lignes total) et r < p car on perd au minimum une inconnue & chaque ligne donc on ne peut
avoir r > p).

Systéme homogéne:

On considére un systéme homogéne (donc les membres de droites sont nuls) a p inconnues et
n équations, de rang r

Proposition 2.

e Le systéme est toujours compatible, il admet toujours la solution nulle.
e Sir = p, le systéme admet une unique solution: la solution nulle.

e Sir < p, 'ensemble des solutions est paramétrée par p — r variables libres.

Remarque. Le nombre d’équations importe peu: s’il y en a un trop grand nombre, il y aura des
répétitions dans les équations et on les enlévera.

Ezxemples 2.

1. On cherche a résoudre le systéeme

r+2y—=z =0
2v4+4y —22 =0



On remarque que la deuzieme ligne vaut deuz fois la premiere ligne. On a donc
{ r+2y—z =0
En faisait Ly < Loy — 2L4.

Le systeme est échelonné, il est de rang 1. On peut, par exemple, choisir z et y comme
variables libres et l’ensemble des solutions est

{(_2y + z,Y, Z)? (ya Z) € RQ} .
On peut également choisir x et y comme variables libres, [’ensemble des solutions s’écrit alors
{(z.y,2+2y-), (2,y) € R?}.

2. On cherche & résoudre
rT+y—=z =0
r—2y+z =0
r+4y—32z =0

On fait Ly < Lo — Ly et Ly < L3 — Ly, on obtient

rT+y—=z =0
—3Jy+22=0
3y — 2z =0
PULS
1
T :gz
Y :§z

L’ensemble des solutions est donc (avec z comme variable libre):

1 2
{(gz,gz,z) , 2 € ]R}.
1l est plus simple d’écrire simplement :

{(2,22,32),z € R}

Systéme quelconque:
On consideére un systéme avec n équations, p inconnues et de rang r.

Théoréme 3.

e Le systeme admet des solutions si (et seulement si) les conditions de compatibilité sont
vérifiées.

e Sir =n, il n'y a pas de conditions de compatibilité, le systéme a donc toujours des
solutions.

e Sir <p,ilyap—r variables libres.

e Si r = p, il n’y a aucune variable libre. S’il y a une solution (= si les conditions de
compatibilité sont vérifiées), elle est unique.

e Sir=mn=p: ily atoujours une unique solution.




Exemples 3.

1. On cherche a résoudre le systéeme

T+2y—=z =a
20 +4y — 2z =b

On remarque que le membre de gauche de la deuriéeme ligne vaut deux fois celur de la premiére
ligne. On a donc

r+2y—z =a
0 =b—2a

En faisait Lo < Lo — 2L4.

Le systéme est échelonné, il est de rang 1. 1l y a une condition de compatibilité: b = 2a.
Si elle n’est pas vérifiée, le systéme n’a pas de solution. Si elle est vérifiée, le systéme a
des solutions. On peut, par exemple, choisir z et y comme variables libres et [’ensemble des
solutions est

{(a— 20+ 2,y,2), (y,2) € RQ},

On peut également choisir x et y comme variables libres, [’ensemble des solutions s’écrit alors

{(a:,y,sc+2y—a),(x,y) € ]RQ}.

Evidemment, les deuz ensembles sont égaut, ils sont juste paramétrés différemment. On peut

ausst choisir x et z comme variables libres mais on aura alors des fractions (5)

2. On considere le systéeme :
r+2y+z =a
20 —y+2z =0
r—3y+z =c

On fait Ly < Lo — 2L, et Ly < Ly — Ly

r+2y+z =a

—by =b—2a

—by =c—a
pULS

r+2y+z =a

—Hy =b—2a

0 =b—a—c

Sib=a+c, il y a des solutions:

S:{(a—z+2(b;2a),—b_52a,z),zER}

Il y a une variable libre (ici, on a choisi z).




3. On cherche & résoudre
r+2y+z =a
20 —y+2z =b
r+2y+2z =c

On fO/ZLL L2<—L2—2L1 et Lg(—Ld—Ll
r+2y+z =a

—Hy =b—2a
z =c—a

1l y a une unique solution que l’on peut expliciter:

6 +26 b—2a
5a 7 c, 7 ,C—a

4. On cherche a résoudre
r+2y+z =a
2 —y+2z =0
r+2y+2z =c
x — 3y =d

On fait les mémes opérations et Ly < Ly — L3 — Lo, on obtient

rT+2y+z =a

—by =b—2a
z =c—a
0 =d—c—b

Il y a une condition de compatibilité : d = c+b. Si elle est vérifiée, il y a une unique solution.



