Lycée du Parc 842.

Calcul matriciel et systémes linéaires

1 Notion de matrice et vocabulaire

1.1 Définitions

Définition 1. : Soit n et p deux entiers naturels non nuls. Une matrice est un tableau rectangulaire
formé de n lignes et de p colonnes de nombres. Sa taille est n x p.

Remarque: On dit aussi "matrice n X p" pour une matrice de taille n x p. Il ne faut pas effectuer
la multiplication.

Eremple 1. A = <1 2 3)

4 5 6

Définition 2.
e Une matrice ligne ou encore vecteur ligne est une matrice formée d’une seule ligne.

e Une matrice colonne ou encore vecteur colonne est une matrice formée d’une seule colonne.
e Une matrice carrée de taille n est une matrice formée de n lignes et de n colonnes, n € N*.

Notations: On note M,,,(K) 'ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K.
On note M, (K) I’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.

Ezremples 2.
1. Matrice ligne : L= (1 2 3 4 5 6) € M;4(R).

2. Matrice colonne : C' = € M1 (R).

O UL W N~

L1 22 33 4,4
55 6,6 7,7 88
9,9 10,10 11,11 12,12
13,13 14,14 15,15 16,16

3. Matrices d’ordre 4 : M = € My(R).



1.2 Ecriture générale d’une matrice.

Une matrice de taille n x p avec n,p € N* peut s’écrire sous la forme ci-dessous :

11 Az ... Qip

91 Q29 ... Qa3
A= p

Qp1 Ap2 ... Qpp

Les nombres a;; avec 1 <7 < net 1 < j < ps’appellent les coefficients de la matrice. On note

alors A = (a;j)1<i<n. Le coefficient a;; est le coefficient placé a la iéme ligne et & la jéme colonne.
I<j<p

On dit qu’il est le coefficient d’indice (4, 7).

Ezxemples 3.

1. Ecrire A = (i + j) € My(R),
2. Ecrire A = (i) € Msy(R).

Définition 3. On dira que deux matrices sont égales si elles sont de méme taille et ont les mémes
coefficients aux mémes places.

1.3 Matrices particuliéres

La matrice identité de taille n, notée I,,, est la matrice carrée de taille n contenant uniquement
des 1 sur la diagonale et des 0 ailleurs.

Ezemple 4. I, = ((1] (1))

La matrice nulle de taille n, notée 0,, est la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients
sont nuls, 0,, désigne la matrice nulle de taille n x p. On la note aussi parfois (0).

Définition 4. Soit (n,p) deux entiers fixés. On appelle matrice élémentaire et on note E;; la
matrice de taille n X p dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1.

Remarque. On ne précise pas la taille de la matrice E;; pour éviter d’alourdir la notation, elle

sera donnée par le contexte.

2  Opérations sur les matrices

2.1 Addition et multiplication par un réel

Définition 5. Si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices de méme taille n x p, leur somme
A + B est une matrice de méme taille n x p définie par A+ B = (¢;;) ou V(i,7) € [1,n] x [1,p],
Cij = aij + bU

A On ne peut additionner que des matrices de méme taille.



Proposition 1.
Soit A, B, C trois matrices de méme taille.

e Commutativité : ona A+ B =B + A.

e Associativité : ona A+ (B+C)=(A+B)+C.

Définition 6. Soit une matrice A = (a;;) € M,,(K) et A € K. La matrice AA est la matrice de
an(K) définie par AN = (bZJ) ou \V/(Z,]) S [[1, n]] X [[1,[)]]7 bij = /\aij.



Remarque: Les régles de priorité sont les mémes qu’avec les réels :

e Pour tous réels k, k', pour toute matrice A :

k(K A) = (k')A et (k+K)A=kA+ KA

e Pour tout réel k, pour toutes matrices A et B de méme taille: k(A + B) = kA + kB.
Définition 7. La matrice (—1)A, notée —A, est appelée la matrice opposée de la matrice A.

Remarque On peut définir la différence de deux matrices A et B de méme taille : A — B =
A+ (-1)B.
Ona A— A= —A+ A— la matrice nulle de méme taille que A.

Proposition 2.

e Pour toute matrice A € M,,, A+ 0,, = 0,, + A = A, ou 0,,, désigne la matrice nulle
de taille n x p.

e Pour toute matrice A € M,,,, 0A = 0,,.

Proposition 3.
Toute matrice M de M,,(K) s’écrit, de maniére unique, comme combinaison linéaire de

matrices élémentaires. Plus précisément, si M = (m;;)1<i<n, alors
1<y<p

1<i<n
1<j<p

1 2 3
Ezxemple 5.A—<4 5 6)

2.2 Multiplication de deux matrices
2.2.1 Définition

Définition 8. Soit n un entier naturel non nul. Soit A = (a;;) une matrice ligne 1 xn et B = (b;1)
une matrice colonne n x 1. Alors A X B = ay1 X by1 + a1a X bay + ... + a1, X byy, ¢'est-a-dire le
produit scalaire des vecteurs A et B.

Définition 9. Soit A une matrice de taille n x p et B une matrice de taille p x q. Le produit A x B
ou encore AB est la matrice de taille n x g dont le coefficient situé a la ligne i et a la colonne j
est le produit de la ligne i de A et de la colonne 5 de B au sens de la définition donnée pour la
multiplication d’une matrice ligne et d’une matrice colonne pour 1 <i<net 1< j<q

Le produit AB de deux matrices A et B n’existe pas si le nombre de
A colonnes de A n’est pas égal au nombre de lignes de B.

p
Formule :AB = (cij)1<i<n avec cij = Y airby;.
1<i<q k=1
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Exemples 6.

1. A= (i+j)i<i<n, B= (zj)}i;iz, calculer AB.

1<j<p

2. A= (i)icicn et B = (2) 15520 caleuler AB.
J

1<j<p

Proposition 4.
Soit (A, B,C) € M, x My, x M, alors (A x B) x C' = A x (B x C). On note ABC ce
produit. C’est un élément de M,,,..

Propriétés (admises)
Soit A, A" deux matrice de taille m x n, B et C' des matrices de taille n x p. Alors :

e Distributivité : Ax (B+C)=AxB+AxCet (A+A)xB=AxB+ A xB).
e Produit par un réel : pour tout A € R, (AA) x B= A x (AB) = A\(AB).

e Soit [, la matrice identité d’ordre n et [,, la matrice identité d’ordre m. Alors [, Xx A =
AxI,=A.

e Soit 0, la matrice nulle de taille pxm et 0, la matrice nulle de taille nxp, alors 0,,, XA = 0,,
et A X Opp = Opyp

f Certaines propriétés trés usuelles de la multiplication des nombres (réels ou complexes) ne

s’étendent pas a la multiplication des matrices.

Ezxemples 7.

1 2
1. A=1-11 etB:(
2 1

1 -1 1 2
2. A= (0 O) et B = (1 2), calculer AB.

1 11

9 9 2). Calculer AB et BA.

1 -1 31 5 —3
3.A—(0 O)’B_(Z 0) etC’—<4 _4).Mont7‘erAB—AC.
Remarque. 1. Les produits AB et BA, lorqu’ils existent, ne sont, en général, pas égaus.

2. St AB = AC, on ne peut pas "simplifier”.

Définition 10. Soit A et B deux matrices non nulles telles que le produit AB existe et soit égal
4 la matrice nulle. On dit alors que A et B sont des diviseurs de zéro.



2.2.2 Produit d’une matrice et d’un vecteur colonne

Proposition 5.
Soit A € M,,(K) et X € M,;(K) un vecteur colonne. Alors AX est une combinaison linéaire
des colonnes de A.

X1

p
En effet, si on note Cy,...,C, les colonnes de A et X = [ ¥2 | alors AX = Z x;C.
fxp =1
1 2 3 Qq
Eremple 8. A= 14 5 6| et X =|ay
7 89 Qs

2.2.3 Produit avec une matrice élémentaire

Proposition 6.
Soit E;; € M,(K) et Ey € My, (K), alors

O sinon

Eq € Myy(K) sij=k
EijEkl:{ : q() i

Autrement dit E;; By = 0, E;.

\. J

On rappelle que le symbole de Kronecker est défini par
1 sii=y
by = { L

0 sinon

3
6 |, calculer AEy3 et E9o3A ou les matrices élémentaires sont carrées
9

co Ut DN

1
Question: Soit A= |4
7

de taille 3.

Théoréme 7.
Soit A € M, (K), alors

o AL;; = B ou B est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j-éme qui
est égale a la i-éme colonne de A

o F,;A = C ou C est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la i-éme ligne qui
est égale a la j-éme ligne de A.




Proposition 8.
Les trois opérations élémentaires suivantes :

e Multiplier une ligne par un scalaire non nul
e Permuter deux lignes

e Ajouter & une ligne une combinaison linéaire d’autres lignes

s’obtiennent donc en faisant un produit a gauche par une matrice bien choisie.

Remarque. Et les mémes opérations élémentaires sur les colonnes s’obtiennent en faisant un
produit a droite !

2.3 Transposée d’une matrice

Définition 11. Soit M = (my;)i1<i<n € M,,(K), on appelle transposée et on note M ' la matrice
1<

de M, dont le coefficient d’indice (i, j) vaut m; ;. Autrement dit, les lignes de M correspondent
aux colonnes de M et vice-versa.

1 2 3 1 2 3
Exemple 9. Calculer la transposée de A = ,B=14 5 6
4 5 6 78 9

Proposition 9.

e Soit A, B deux matrices de méme taille, alors pour tout scalaire A, on a

(M +B)T = AT + BT

e Soit A€ M,, et B € MM,

pa>

alors (AB)" = BTAT

Remarque. On a BT € M,, et A" € M, donc le produit BT A" est bien défini.

Ezxemples 10.

1. X € M)y(R) et Y € M1 (R), calculer XY et XY'T.

2. Soit D une matrice diagonale, que vaut D' ?

3 Matrices carrées

3.1 Trace d’une matrice carrée

Définition 12. Dans une matrice carrée de taille n , les coefficients a1, as, ..., a,, forment la
diagonale principale de la matrice.

Définition 13. Soit M = (m;;)1<ij<n € M, (K). On appelle trace de M et on note Tr(M) le réel

E m;;. 11 correspond a la somme des termes diagonaux.
i=1



Proposition 10.
Soit (A, B) € M,(K) et A € K, alors Tr(AA + B) = A\Tr(A) + Tr(B).

3.2 Matrices diagonales et triangulaires

Définition 14.

e Une matrice de taille n est dite diagonale si tous les coefficients en dehors de la diagonale
sont nuls c’est-a-dire a;; = 0 Vi # j.

e Une matrice de taille n est dite triangulaire supérieure si tous les coefficients en dessous de
la diagonale sont nuls c’est-a-dire a;; = 0, Vi > j.

e Une matrice de taille n est dite triangulaire inférieure si tous les coefficients au dessus de la
diagonale sont nuls c’est-a-dire a;; = 0 si Vi < j.

e Une matrice carrée est dite strictement triangulaire si elle est triangulaire et tous les éléments
de sa diagonale sont nuls c¢’est-a-dire a;; = 0 Vi > j OU q;; = 0,Vi < j.

Remarque: une matrice diagonale est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure.

Proposition 11.

e Le produit de deux matrices diagonales de méme taille est une matrice diagonale de
méme taille obtenue en faisant le produit deux o deux des coefficients diagonauz.

e Le produit de deur matrices carrées triangulaires supérieures (respectivement in-
férieures) de méme taille est une matrice triangulaire supérieure (respectivement in-
férieure) de méme taille. De plus, les termes diagonaux du produit sont obtenus en
faisant le produit deux & deux des termes diagonauz.

3.3 Matrices (anti)symétriques

Définition 15. On dit qu'une matrice carrée est symétrique si A = A'.
On dit qu’une matrice carrée est antisymétrique si A = —A".

Remarque. Une matrice antisymétrique a tous ses coefficients diagonauz nuls.

3.4 Puissances de matrices

Définition 16. Si A est une matrice carrée d’ordre n, on note A2 = A x A et plus généralement
AR = Ax Ax ... x Aleproduit des k matrices toutes égales a A. Pour k = 0, on note Ak =1,

o
£ fois

Proposition 12.
Soit D une matrice diagonale de taille n d’éléments diagonaux dyydss, . . ., d,,. Pour tout
entier p > 1, la matrice DP est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont

4 14 D
&y by, . dP




Proposition 13.

e Les puissances d'une matrice triangulaire sont triangulaires de méme forme.

e Les puissances d’une matrice strictement triangulaire d’ordre n sont nulles a partir de
I’exposant n.

Définition 17. Une matrice dont une puissance est nulle est appelée une matrice nilpotente.

Remarque. A chaque puissance successive d’une matrice triangulaire stricte, la diagonale de 0
progresse.

3.5 Binome de Newton

Proposition 14 (binome de Newton). Soit A et B deux matrices de méme taille telles que
AB = BA, alors pour tout entier m :

(A+B)™ = ki:o (TZ) AEBmk,

\. J

Il est impératif que A et B commutent, il faut donc préciser que c’est le cas avant d’appliquer
Newton.




Exemple 11. Soit M =

S O N
S NN O

1

1

2

1. Ecrire M sous la forme D+T , ot D est une matrice diagonale et T une matrice strictement
triangulaire supérieure.

2. Calculer T?, et exprimer M? en fonction de T.

3. Montrer que pour tout m € N*, M™ = 2"Is +m x 2™ 1 x T .

Remarque. Un multiple de 'identité commute avec toutes les matrices. Une matrice A commute

avec toute matrice de la forme Z apA*.
k=0
3.6 Matrices inversibles

Définition 18. Soit A une matrice carrée de taille n, n € N*. On dit que A est inversible s’il
existe une matrice carrée B de taille n, telle que A x B = B x A = I,,. La matrice B est alors
unique, on la note A~! et elle est appelée la matrice inverse de A.

Remarque. On ne peut parler de la matrice A™' que si l'on sait que A est inversible.

On note G L, (K) est on appelle groupe linéaire d’ordre n ’ensemble des matrices inversibles de
taille n.

Proposition 15.

e [, est inversible, d’inverse elle-méme.
e Si A est inversible, alors A™! est aussi inversible et (A1) = A.

e Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, d’inverse B~*A~%.

Remarque. Nous verrons plus tard dans 'année qu’en réalité, il suffit d’avoir AB = I,, ou BA =
I, pour affirmer que A est inversible d’inverse B.

e D

Proposition 16. . . . ) _ )
e Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux

sont non nuls.

e Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls.

Propriété

Soit A une matrice carrée d’ordre 2. A = (CCL Z

ad — bc # 0. Le réel ad — be est appelé déterminant de la matrice A, noté det(A). Si ad — be # 0,

1 d —b
-1 _
alors A _ad—bc(—c a)'

). La matrice A est inversible si et seulement si

10



4  Systémes linéaires

4.1 Définitions

On considére un systéme linéaire & n équations et n inconnues 1, ..., .
a1121 + a2 + ...+ a1, = Y1
211 + Q929 + ...+ Gopx, = Y2
p1T1 + Ap2To + ...+ QppTyn = Yn
€
T2
On dit que le systéme admet une solution s’il existe X = | . | tel que les n équations soient
Tn
satisfaites.

Définition 19. On dit que le systéme est homogeéne si tous les y; sont nuls. Un systéme homogéne
admet toujours une solution: la solution nulle.

Définition 20. Deux systémes sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble solution.
Un systéme est dit compatible si ’ensemble des solutions est non vide.

Définition 21. Il existe trois opérations dites "élémentaires" :
e Permuter deux lignes du systéme, on note L; <+ L;
e Ajouter a une ligne L; un multiple d’une autre ligne, on note L; <— L; + aL;.

e Multiplier une ligne par un scalaire non nul, on note L; < al;.

Proposition 17.
Modifier un systéme linéaire par une succession d’opérations élémentaires ne changent pas
I’ensemble des solutions.

Définition 22. On a dit qu’un systéme est échelonné ou triangulaire s’il est de la forme

( a1+ ... = b1
255X 4, + ... = bQ
Ay, T, = br
0 = b7'+1
\ 0 =b,

avec 1 < g9 < ... < Jp.

Ezxemples 12.

11



T+ 21'2 -+ 3.1'3 + 4‘1'4 + 5%5 = b1
—T3 + 41’4 + 21‘5 = bg

2ZE4 + 2ZE5 = bg

4ZE4 = b4

est échelonné

1+ 2x9 + 3x3 + 44 + D25 =by
—x3 + 44 + 225 = by

2x4 + 2x5 = bs est aussi échelonné
4%4 = b4
— b5
$1—$2+3$4+4$5 :bl
Ty — T4 =b est échelonné.
81’5 = b3
0 =04
5(71—£E3+3I5 :bl
=b
T2+ T3 2 pest pas échelonné.
—Z2 = b3
T3 + Ts = b4
5L'1—|—2332—£E3+.T5 :b1
4 =
xé _ Zi est échelonné.
0 =by

12



Rigoureusement:

o Les coefficients a;1, agj,, - . ., arj, sont non nuls, ils sont appelés pivots.
e Les lignes dont le membre de gauche est nul sont en derniére position.

e Sur les lignes dont le membre de gauche n’est pas nul (c’est-a-dire celles qui ont des incon-
nues), les indices ji, ..., j, des premiers coefficients non nuls sont strictement croissants.

Vocabulaire:
e On a dit que les premiers coefficients & gauche (non nuls) sont appelés pivots.

e Le nombre r de lignes dont le membre de gauche est non nul (cad celle qui ont des inconnues)
est appelé rang du systéme.

e les z; avec k # j; sont appelés variables libres: elles pourront prendre n’importe quelle valeur.

e Les derniéres lignes, celles dont le membre de gauche est nul, sont appelées condition de
compatibilité: elles donnent des conditions pour que le systéme admette des solutions (=
soit compatible).

e Sir =mn=p, on dit que le systéme est de Cramer.

Proposition 18.
Un systéme a p inconnues et n équations, de rang r vérifie :

r < min(n,p).

En effet, on a nécessairement r < n (nombre de lignes non nulles est inférieur ou égal au nombre
de lignes total) et r < p car on perd au minimum une inconnue a chaque ligne donc on ne peut
avoir r > p).

4.2 Systéme homogéne

Proposition 19.
Soit S un systéme homogéne. Alors :

e [a somme de deux solutions de S est encore une solution de S.

e En multipliant une solution par un scalaire, on obtient une autre solution de S.

On dit que 'ensemble des solutions est stable par somme et par multiplication scalaire.

L1 Y1
T2 Y2 , N

Onpose X = | . |, Y = . [et A= (a;)i<ij<n , On peut alors écrire le systéme sous la
Tn Yn

forme matricielle :AX =Y.

Remarque. Les propriétés du produit matriciel permettent de vérifier que l’ensemble des solutions
d’un systeme homogéne est stable par somme et multiplication scalaire.
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On considére un systéme homogéne (donc les membres de droites sont nuls) a p inconnues et
n équations, de rang r

Proposition 20.

e Le systéme est toujours compatible, il admet toujours la solution nulle.
e Sir = p, le systéme admet une unique solution: la solution nulle.

e Sir < p, 'ensemble des solutions est paramétrée par p — r variables libres.

Remarque. Le nombre d’équations importe peu: s’il y en a un trop grand nombre, il y aura des
répétitions dans les équations et on les enlévera.

Ezxemples 13.

1. On cherche a résoudre le systéeme

T+ 2y —=z =0
2v+4y —22 =0

On remarque que la deuzieme ligne vaut deuz fois la premiére ligne. On a donc
{ r+2y—z =0

En faisait Ly < Lo — 2L4.

Le systeme est échelonné, il est de rang 1. On peut, par exemple, choisir z et y comme
variables libres et [’ensemble des solutions est

{(_Qy + z, Y, Z)a (y7 Z) < RQ} :
On peut également choisir x et y comme variables libres, l'ensemble des solutions s’écrit alors

{(x,y,x +2y—), (z,y) € RQ} )

2. On cherche & résoudre
rty—=z =0

r—2y+z =0
r+4y -3z =0

On fait Ly < Lo — Ly et Ly < L3 — Ly, on obtient

rty—=z =0
—3y+22=0
3y — 2z =0
pULS
1
Xz :gZ
Yy :§z



L’ensemble des solutions est donc (avec z comme variable libre):

1 2
{(§Z’§Z’Z> ,ZER}.

1l est plus simple d’écrire simplement :
{(2,22,3z2),z € R}

4.3 Systéme quelconque

Proposition 21.
Soit S un systéme et Sy le systéme homogéne associé. Si X est une solution de S et X, une
solution de Sy, alors X + X est une solution de S.

On considére un systéme avec n équations, p inconnues et de rang r.

Théoréme 22.

e Le systéeme admet des solutions si (et seulement si) les conditions de compatibilité sont
vérifiées.

e Sir =n, il n’y a pas de conditions de compatibilité, le systéme a donc toujours des
solutions.

e Sir <p,ilyap—r variables libres.

e Si r = p, il n’y a aucune variable libre. S’il y a une solution (= si les conditions de
compatibilité sont vérifiées), elle est unique.

e Sir=mn=p: ily a toujours une unique solution.

Ezxemples 14.

1. On cherche a résoudre le systéeme

x+2y—=z =a
20 4+4y—22z =0

On remarque que le membre de gauche de la deuziéeme ligne vaut deux fois celur de la premiére
ligne. On a donc
r+2y—z =a
{ 0 =b—2a

En faisait Lo < Lo — 2L4.
Le systeme est échelonné, il est de rang 1. Il y a une condition de compatibilité: b = 2a.
Si elle n’est pas vérifiée, le systéme n’a pas de solution. Si elle est vérifiée, le systeme a

des solutions. On peut, par exemple, choisir z et y comme variables libres et [’ensemble des
solutions est

{(a—2y+2y,2),(y,2) e R*}.
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On peut également choisir x et y comme variables libres, l'ensemble des solutions s’écrit alors
{(z.y,2 +2y —a), (z,y) e R?}.
Evidemment, les deuz ensembles sont égauz, ils sont juste paramétrés différemment. On peut

aussi choisir x et z comme variables libres mais on aura alors des fractions (5)

. On consideére le systéeme :
r+2y+z =a
2r —y+2z =0
r—3y+z =c
On fazt LQ < L2 — 2L1 et L3 < L3 — Ll.'

rT+2y+z =a

-5y =b—2a

—by =c—a
pULS

rT+2yt+z =a

—Hy =b—2a

0 =b—a—c

Sib=a+c, il y a des solutions:

Sz{(a—z+2(b;2a),—b_52a,z),ZER}

Il y a une variable libre (ici, on a choisi z).

. On cherche & résoudre
r+2y+z =a
20 —y+2z =b
r+2y+2z =c
Onfazt Lo+ Lo— 2L et L3<—L3—L1.'
r+2y+z =a
-5y =b—2a
z =c—ua

Il y a une unique solution que l’on peut expliciter:

6 +2b b—2a
—a+=b—c,— c—a
) ) ’ 5 7

. On cherche a résoudre
r+2y+z =a
2 —y+2z =0
r+2y+2z =c
x— 3y =d
On fait les mémes opérations et Ly < Ly — L3 — Lo, on obtient

rT+2y+z =a

—by =b—2a
z =c—a
0 =d—c—b

1l y a une condition de compatibilité : d = c+b. Si elle est vérifiée, il y a une unique solution.

16



4.4 Pivot de Gauss

Il existe un algorithme permettant la résolution d’un systéme linéaire : le pivot de Gauss. L’idée
est de rendre le systéme triangulaire par des opérations élémentaires successives, puis de le résoudre
par substitution. En pratique, il est rarement judicieux de 'appliquer car il rallonge souvent les
calculs.

idée: On commence par placer un coefficient non nul & gauche sur la premiére ligne. Il va nous
servir & enlever tous les coefficients de la premiére colonne pour les lignes d’indice supérieur a 2.
Concrétement, si les coefficients de la premiére colonne sont aqq, ..., a1, alors on fait, pour ¢ > 1,

Qi1
an i . N
On se retrouve avec des zéros en dessous de aq; sur la premiére colonne. On passe donc a la
deuxiéme colonne:

Ly (de lintérét d’avoir a;; non nul!).

e Si tous les coefficients sont nuls, on passe a la troisiéme.

e Sinon, quitte a permuter deux lignes, on s’assure que le coefficient d’indice (2,2) soit non
nul. Ce sera notre pivot qui va nous permettre d’éliminer tous les coefficients en dessous.

4.5 Systéme et matrice

Proposition 23.
Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et seulement si le systéme associé AX =Y
admet une unique solution.

Définition 23. Si A est inversible, le systéme linéaire est alors appelé systéme de Cramer.

Remarque. Lorsque ['on a un systéme de Cramer, I'unique solution est donnée par X = A1 x Y.
En résolvant le systéme, on détermine donc la matrice inverse.

Méthode : Comment déterminer 'inverse d’une matrice.
1. Résoudre AX =Y.

2. On travaille sur la matrice 2n x n : (A|l,). Par opérations élémentaires, on cherche a avoir
I, sur la gauche, on a alors (I,|A™1).
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