Correction du TD n 14

Correction 1 La maniére la plus élégante est de considérer la fonction polyndmiale
f associée & P. Elle est de classe C* et son développement limité en 0 est :

nofk)
flx) = ];J ! k!(O) z* + o(z™).

n
Or, f(z) = Zakxk, Par unicité du développement limité, on peut identifier les
k=0

F®1(0)
k!

coefficients et on obtient = ag, autrement dit P*)(0) = klay.

Il est également possible d’écrire

PU(X) = Zn: ap(X*)O)

k=0
n

k! 4 )
= Zak—,X’“*Jcar (X*)9) =0 pour j > k
= (k=7

Le terme constant de PU)(X) correspond au terme de la somme pour k = j et on
retrouve 1’égalité souhaitée.

Correction 2 On raisonne par analyse/synthése.
Analyse: On suppose qu'’il existe P tel que V& € [0,n], P**)(1) = k. On remarque
que P ne peut étre de degré strictement inférieur & n puisqu’on aurait alors P(") = 0.

On pose Q(X) = P(X + 1) et on note Q = Zaka. On a Vk € N,Q"(0) =
k=0
P®*)(1). On a donc :
Q™M(0) = k.

D’apreés I'exercice 1, on sait que
vk € [0,n], Q™) (0) = Elay,

on a donc @
Vk € [0,n], klar = k,

d’ou

1
ag = 0 et Vk € IIl,TL]], ap = m
o Xk " (X — 1)k
Ainsi, Q(X) = G et P(X)=Q(X -1)=)_ e
k=1 k=1
X - ~ (X - 1)
Synthése: Réciproquement, on pose P(X) = Z W Alors pour tout k €
DYHLAESE : Ji—1)!
Jj=1
[0, 7],
X SR (X =1
S U-RG-D = G-k
on a donc .
ky1y - % _
PY(1) o=

On a montré l'existence d’un tel polynéme. De plus, la phase d’analyse montre
que ce polynome est unique.

Correction 3 1. Onaln(l+xz) =2 — ; + %3 +o(z?) et cos(z) =1 — :c_; +o(z?)
donc 5 X X
In(1+z)cos(z) =z — = + % - % + o(z?)
:czz 3 5
=r-5 - + o(z?)
2. 0na

4 3
donc sin(2z) = 2z — % + o(2?). Ici, on peut appliquer la formule du DL en 0
de sinus a 2z car 2x — 0. Notez que o(8z%) = o(x®) donc on écrit simplement
o(x?).
3. Attention, 2z+1 — 1 quand & — 0, on ne peut donc pas remplacer x par 2z + 1
dans le DL en 0 de exponentielle ! On écrit

xe2w+l 2w,

= re.e

puis on utilise le DL de e*:
22
" =1l4a+ o +o(a?),

donc
e* =1+ 2z + 22% 4 o(2?).



(on fait un DL al’ordre 2 car, en multipliant par z, on obtiendra un DL & l'ordre
3).
On a donc:
re?™ = ex + 2ex? 4 2ex® + o(2?).
. On va diviser par z2, il nous faut donc un DL & I'ordre 5 de 1 — cos(x).
On a

2 ot 5
cos(x):l—?JrEJro(x )
(car le terme en 2° est nul) donc
2 4
1— cos(z) = ‘% — -+ o(a®),
puis
1—cos(z) 1 2? 3
= 2 q o)
. L 1 — cos(x) 1 . .
On sait que la limite de > est 3 donc le premier terme du DL est juste

!

1
. On va multiplier le DL de z — e et celui de . Comme on veut un DL &
x

lordre 3, on fait un DL & l'ordre 3 des deux fonctions :

T $2 ‘TB 3
e :1+x+?+§+o(:ﬂ),
et 1
H—le—x+x2—x3+0(x3).
On a donc
@ 2 3 3
¢ :1—x+x2—x3+x—x2+x3+x——$—+$—0(:1c3)
142z 2 2 3!
P
= — 4+ —+o(x
2 3

. On va intégrer le DL de z — 5- Comme on veut un DL a lordre 3, il suffit

1+
d’intégrer un DL & l'ordre 2 de z — ——.
14 2
On écrit )
_ 2 2
T =1-—2z°+o(z*),
en intégrant, on obtient :
3 3

arctan(z) = arctan(0) + z — % +o(z?) =z — % + o(z?).

Correction 4 Lafonction tan est de classe C*°, elle admet donc un DL & tout ordre.
On sait que tan(z) ~ z donc tan(x) = x + o(z). En élevant au carré, on obtient
tan?(z) = 22 + o(x?) donc 1 + tan?(z) = 1 + 22 + o(2?). Comme tan’ = 1 + tan?,
on a le DL de tan’ que l'on peut intégrer. On obtient, puisque tan(0) = 0, tan(z) =

3
x+ % + o(z?). Pour obtenir un DL d’ordre plus grand, on recommence :

tan?(z) = 2 + 3 + o(zh),

2 4 3 2 5
d’ott tan/(z) = 1+ 22 + % +o(z*) et, en intégrant, tan(r) = z + % + % +o(x%).
On recommence une derniére fois :

6 24 426 2 4 17 6

tan®(r) = 2% + % + % + 1—1,;,) + o(z%) = 2? % + 4:; + o(x%).
2z 1725
dot 1 + tan?(z) = 1 + 22 + % 4§ + o(z%) et, en intégrant
1 2 17

tanr = x + g&EB + 1—5905 + %gﬂ +o (;v7)

Correction 5 La fonction est de classe C*° donc elle admet un développement
limité en 0 & tout ordre. On sait que () v donc () = x4+ o(x). On en déduit que
1-2(x) = 1—2%+0(2?). On ale développement limité de /() puisque ' (z) = 1—2(z),
on peut en déduire que

z3 x>

(:1:):(O)+x—§+o(x3):x—§—|—o(x3).

En partant d’un DL & l'ordre 1, on a obtenu un DL & 'ordre 3. On recommence :

2/ 9 2z 4 9 9 274 4 . P
(3) (z) = 2 — ==+ o(z*) donc 1 —%(z) = 1 — z® + =~ + o(x*) puis, en intégrant :

3 3
3 22° 5
(x)—:l:fg—l—l—s—ko(x ).
Comme est impair, les termes d’ordre pair de son DL sont nuls donc on a :
x3 225 6
(z) = —E—FE—FO(CE )

Correction 6 On pose x = 1+ h, ona h — 0et 23 = 1+ 3h+ 3h%2 + h3. On
commence par chercher un DL3 en 0 de y — arctan(l + y). On va, pour cela,
calculer un DL2 de sa dérivée. On écrit :

1 1 1 1 v, 2)
=3 =sz\l-y=-—F+y" +o
I+ (1+y)? 214y4+ 2 2< vy Y ely)
I vy vy 2
5~ 5t Tow)



On intégre et on obtient :
arctan(y + 1) = arctan(1) + g y_2 + i +o(y®)
2 4 12
Enfin, on pose y = 3h + 3h? + h3, on obtient
77 2, p3 3 3 h? 3
arctan ((1+h)?) = 1 5(3h+3h + h3) — (9h +18h%) + —— + o(R?)
—E+%_ﬁ_3_h3+0(h3) -
4 2 4 4

Il suffit maintenant de remplacer h par x — 1 pour avoir le DL souhaité :

N 3x—1) 3@x-1)?% 3x-1)3

3By _ T _ —
arctan(z”) = 1 5 1 1

Correction 7 On a arctan(z) =
arctan(x) = x + o(z?). On en déduit que arctan(z3) = 2% + o(x%);

3 2 .3
Correction 8 On asin(r) =z — r +o(z*) et In(l+z) =2 ——

donc :

sin(In(z + 1)) =

et

3 1 3\ 2 1 3\ 3 1
In(sin(z) 4+ 1) :(x—%>—§< —‘%) +§ x—%) ——(x——
3 1 3 3 4
R A
z? 2 at A
—ZE—?—FE E—FO(CE )4
On a donc sin(In(1 + z)) — In(sin(z) + 1) = f— +o(z*) d’ou
$4

sin(ln(1 + z)) — In(sin(z) + 1) ~

+o((xz —1)%).

x + o(x) et, comme arctan est impaire, on a

2 .3
Correction 9 Ona\/l—x_l—f—x—__+o(

5 3 6 3) d’otr :

donc :

) cos (12 (1 — 7)) = cos <7r (}L - h2>> = cos (§ —7h?).

On développe le cosinus, on obtient :

On fait ensuite un DL de cos et sin. On a :

1

cos (h?) =1 — 3 (7rh2)2 =1+o0(h?),

1+ $+$—2+—+0( ) - L (2T T g
C2\2 8 1 8\2 8 16
_1+ +x2+x3_1 x? xx?
16 32 8\ 4 2 8
1 3
+— (f) +o(z?)
16 \2
—1+E+x—2+3—x3+0(x3)
a 32128
2 .3
Correction 10 On écrit In(1 + ) =z — 5t o(z?) puis :
1 2 3 2
cosln(l4+z)=1—=(x— i o(z®) ) + o(z?),
2 2 3
car o(In(1 + z)?) = o(2®). On a donc :
1 2 2 3
cos(In(1+x)) =1— = (2? - 22,2 1 o(z®) ) =1- i o(x?)
2 2 2 2
2
On utilise maintenant le DL de [ x avec X = 5 37 + o(x?), on obtient
1 2 3 3
S T
cosIn(1 + ) * 2 + o)
. 1 . 1 )
Correction 11 On pose v = 3 + h, on a hm1 h = 0. De plus, z(1 —x) = i~ h
]



et

sin (wh?) = (wh?) + o(h?),

d’ou :

1 2 27h?
cos T (Z - h2> = \/7— + \/_;Th + o(R?).

En revenant a la variable x, on obtient :

cos(rz(1 — z)) = §+@ <x—%>2+o<x—1>3.

Correction 12 On écrit :

x? _ x? _ x? _ 1
2 = 3 7= 1 = 2
sh™ () (x + ‘% + o(:c3)> 2+ % +o(z*) 1+ % + o(z?)
2
=1- % +o(z?)

2
Un DL3 en 0 de f est 1 — % + o(z?).

Correction 13 On écrit :

cos(x)® = exp (xIncos(z))

I
2
ie)

I
5
T

I
g
kel
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iﬂ/‘\
|H
[\v]
+
2
8
w
S~—
N——

|
—_
I

3
Un DL4 en 0 de f est 1 — % + o(z?).

Correction 14 On écrit :

1++v1+4sinx
3

1+4(x — %) + o(z3)

_|_

2 3
1+4x—%+0(m3)

-
e = =

203\ 1 203\ 1
dr -2 ) o2 (4 -2
<$ 3> 8($ 3>+16

2—|—2x7%72x2—|—4x3+0(x3)

)
+
N
&

|
N
8

[
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+

I
)

Correction 15 La dérivée de In(cosz) vaut —tanz dont le DL & ordre 6 est :

23

25

tan(z) = 2 + — + =— + o(x").

On intégre et on obtient : In(cosx)

3

1
= ——(L‘2

2

15

1

——a* - —af 4o

(a9).



2 4 6

On peut aussi poser X = —%4—% — %+0($6). On a alors :
2 4 6
In(cosz) = ln(l—%+% %4—0(356))
2zt a2
_ (=, r T 6
= (2—1—4' 6!+o(x))
1 /2?2 2+ 2 2
- §<z 1 a“@*))
1 /2% 2t 2° °
+ 5(? 1‘5“@6))
:1:2+:1:4 :1:6+(6) 1 [/z* 2b z8
= —4————40=°)—=z|——— | —=—
2 41 6! 2\ 4 ! 24
1 1
= _§x2_ﬁx4_4_5x6+0(x6)
. 3 20
Correction 16 Onatanx:x+?+ﬁ+o(:z:5) et tanz — 0 donc :
3 2 5
sin(tanz) = o+ — + — +o(z?)
3 15 3
1 3 22 5
Y + 3 +1—5+O($)
1 3 22 5 °
+ 51 +?+1—5+O(;E)
225 1 3 9 3 1 . 5
= $+§+E6<x + 3z §>+ax + o(x”)
1 1
= :1:+6:1:3—E$5+0(:135)
Correction 17 On a
2 3 2
(In(1+2z))* = <:1: - % + % + 0(3:3))

4 2 3
:z2—|—x——2z.——|—2z$——|—o(z4)
=x2—x3+%$4+0(3:4)

Correction 18 On a
exp(sin )
3 1 3 2 3 3
= 1+<z—%+0($3)>+§(x—%+o(x3)) +§<$—%+o(x3))
\, ! o) ! ! !
_ T 3y, ¥ T 3
= e gttt g o)

1
= 1+x+§x2+o(x3)

Correction 19 On sait que sin(x) v donc sin®(z) s d’oft sin®

cosz — 1

Correction 20 On a — 0 donc

In(1+cosz) = In(2+4 (cosz—1))

$=$6—|—0(336).

—1
= ln2+ln<l+%>
2 4
- 1n2+1n(1—%+ﬁ+o(x4)>
2 o 1 22 24\ 2
= In2 - Sl e 4
" +< 4+24'> 2( 4+2.4!) +ola?)
N
= Im2-=2 4+ = _ = 4
n 42+21'4! 32—|—0(x)
= ln2f%7%x4+o(z4)

Correction 21 On acosz =1— % +o(z?) et :
1 1

1+sinx

e
1—|—:12—E—|—0(3:3)

1-— x—z—g + z—x—g 2— x_$_3 ’
6 6 6
23

= 1—x+g+x2—x3+o(:ﬂ3)

)
= 1—x+x2—6x3—|—0($3).

On en déduit que :

2
% <1—%—|—0(x3)) (1—x—|—x2——x3—|—0(z3)>
2 3
:1—x—|—%—%—|—0(x3)
[172 [173
Correction 22 Ona\/1+:z::1+§ §+E+o(:z:3)et
1 1 1 1 1 2
= = = = - 1———|—0:1:3>
l+che 2+ 4o(23) 21+ 2 +o(23) 2( 7t
—l—x—2+o(gc3)
28
On a donc :
vVi+zx r z? 23 3 1 22 3 1 =z
v - T2 st o)) (g g o)) =3t



. , . 2 2
Correction 23 On écrit €37 =e3e® . On a 22 — 0 donc :

3.4

4

2

Correction 24 On a cos(z) — 1 = —% + o(x?) et sin®(z) = 2® + o(2%). On en
déduit que :

@) = —””2—2 +o(z?) _

x2 + o(a3)

_1§—|—+ooa(cg)6) B _% +o(z).

1
On en déduit que f admet une limite finie en 0 égale a 5 elle est donc prolongeable

1
par continuité en 0 en posant f(0) = —3 De plus, la fonction prolongée est continue
et admet un DL1 en 0, on peut donc affirmer qu’elle est dérivable.

Correction 25 On pose ch(z) = e” 4+ e~® On calcule son taux d’accroissement en

0:
[(@) ~ [(0) _ ch(a) ~1

z—0 2

)

2
X
et comme ch(z)—1 ~ —sonen déduit que le taux d’accroissement admet une limite

1
finie en 0, égale & 3 donc f est bien dérivable.

Correction 26 La fonction f est la composée de cos, dérivable sur R et de la

fonction racine carrée, dérivable sur R”, elle est donc dérivable sur R . Etudions sa

dérivabilité en 0. On a
cosy/x —1

(Vz)2 _ 1

~ — = ——

T T 2’

donc le taux d’accroissement en 0 admet une limite finie ce qui montre que f est

dérivable en 0 de dérivée —%.

Correction 27 On calcule son taux d’accroissement en 0 :

f(x) = f(0) _ ch(z) -1

z—0 2

)

2
et comme ch(xz)—1 ~ 5 onen déduit que le taux d’accroissement admet une limite

1
finie en 0, égale & 3 donc f est bien dérivable.

— V1 — a2 1 1
M = —6+0(;v2) =% + o(z). On

en déduit que f admet une limite finie en 0 donc elle est prolongeable par continuité

Correction 28 On écrit f(z) =

1
en posant f(0) = —=. Le prolongement continu de f admet un DL d’ordre 1 en 0,

il est donc dérivable en 0 et f/(0) = 0 car le coeflicient devant z est nul.

Correction 29 La difficulté de cet exercice est de déterminer & quel ordre on doit
faire le DL.

1. On divise par z2, il faut donc avoir au moins un DL d’ordre 2 au numérateur
pour éviter de tomber sur une forme indéterminée.

2 2
On écrit In(1 + ) =z — % + o(2?) donc In(1 + ) — 2z = —% + o(z?) d’ou
In(1 — 1 1
n(—i—_f)m =3 + o(1), ce qui montre que la limite recherchée est ~3

X

2. Onae® —1=x+o(x) donc z(e® — 1) = 2% + o(z?).
2
On a aussi (z — 1) <1+x+x—+0(x2)) +l=z2+22-1-2+1+o0(2?) =

2
z? + o(z?).
On a donc
(x—1)e"+1  2?+o(z®)  1+4o0(1)
(e —1)  z2+o0(22) 1+4o0(1)

donc la limite recherchée est 1.

Attention, en faisant un DL1 de exponentielle au numérateur, cela ne marche
pas! Eneffet, on (z—1)(14+z+o0(7)) = x—1+22 —2+o0(x)+0(2?) = —1+o0(z).
On ne pourra alors pas conclure quant & la limite !

3. Comme on divise par x2, on cherche & faire un DL2 du numérateur. On a
X CC2 2
\/1+x:1—|—§—§—|—0(3§ )s

donc
2

\/1+2£L‘=1+$—%+0($2).

2
1
Ainsi,ona v1+2r—1—2z = —% + o(x?) donc la limite recherchée est —3

4. On écrit

10



22
. e””=1+:z:+?+o(x2)et

e sin(z) = x + o(x?) (car le terme en z? est nul).
22
-+ o(z?) et la limite cherchée est —1.

On a donc e* — 1 — sin(z)

. On met au méme dénominateur:
1

T

1
sin(z)

_ sin(z) —x

xsin(x)

On sait que le dénominateur est équivalent & 2 (car sin(x) ~ z) donc on va faire
un DL 2 du numérateur. Pour cela, il suffit d’écrire sin(z) = = + o(x?), donc
sin(z)—x = o(x?) et au numérateur, sin(z) = r+o(z) donc x sin(z) = z2+o0(z?).
En divisant par 22 le numérateur et le dénominateur, on trouve que la limite
vaut 0.

. On réduit au méme dénominateur :

—sin?(z) + 22 cos(z)

22 sin?(z)

Comme le dénominateur est équivalent & z*, il faut faire un DL & l'ordre 4

du numérateur pour éviter d’avoir une forme indéterminée. On a sin(z)
3

x — % + o(z?®) donc

3 4

sin®(z) = 2% — Q.x.% +o(zt) = 2% - % + o(z)
2
et cos(z) =1 — — + o(2?) donc
4
z% cos(z) = 22 — — + o(x?).
On a donc
4 4 4
—sin’(x) 4 22 cos(z) = % - % +o(z?) = —% + o(zh).

On a sin?(z) = 22 4 o(2?) donc 22 sin*(x) = 2* 4 o(x*), ainsi, on a :

—2 +o(z!)
x* + o(z*)

—sin®(z) + 22 cos(z)

22 sin’(z)

4

En divisant numérateur et dénominateur par z*, on trouve que la limite vaut

G

11

Correction 30 On a:

1 1 1
T+ )2 2 2 1
(1+2z) x 1424
S U 1 2
_ 2
_?<1—;—F+F+0(P>>cm;+;—>0
12 1
—Z Bt Z
Omadone: b wiw _ e _ehdiro()
1 1 12 1
—1+?+O F — 1+F_F+O ;
2 1
—F‘FO F

a1 2
—e@t+)? est —.

On en déduit qu’un équivalent en +oo de 37 3
T

1

1 1 1
—2—%4’0 F et e2n

Correction 81 On a

1 1
+o0 <@> donc :

8
1 1 1 1
brp e =—gatols)
1

1
n n) ~n2n

/ 1 1
1+ﬁ—62n2
1
In{l1+ ——=
n(+n%%)

Correction 32 On a cos(x)—1 — 0 donc sin(cos(z)—1) > cos(z)—1 et cos(x)—1 I~

2 2172

T4 .
—— d’ou sin(cos(z) — 1) TR 2

On sait, de plus, que v1+ 22 —1 ¥ % On en déduit que :

1
=14+

1
+ 2n?

1
1 —_— =
+ n? 2n

donc :

On a également In (1 +

1
dnyn’

~
0

lim sin(cos(z) — 1)

—1.
=0 /1422 -1



. 2432 -1
Correction 33 On écrit L
22 4+x4+1

FEE
exXp (xln (m)) On a:

_|_

22 +3z—1
2+z+1

)m — o (o1 ) -

donc : s
1+ —= 3 1 1 2 1
— = 2 (1+>)(1l-=+o(=)])=1+=40(~].
1—|—5—|—p x T T
On en déduit que :
1+3 -5 2 1 2 1
(12) 2o ()22
1—1—5—1—? T T T x
. 1+%_1L2 o s . 1+%_w_12 N
puis xln<1+%+w%> = 2+ o(1). Ainsi, wl}rilooxln<1+%+w_12> = 2 d’ou
. _ 2
Correction 34 On écrit :
3 3 3
sin(x) — tan(z) = — % - (x + %) +o(z?) = —% + o(z?),
2 2 2 3 2 3
\/1—&-23@—1:36—% %—l—o(wg):x—%—i———i—o(xg),
ot 2 3
ln(l—l—x):;v—x——i—x——i—o(xg).
2 3
On a donc :

3

V1i+2x—1—In(l+2z) = %—i—o(x?’).

3

3
On en déduit que sin(z) — tan(x) ry et vV14+2x—1—In(1+2z) ¥ % d’ou :

sin(z) — tan(z) B

Vit2r—In(l+z)—10

i —t
et, par suite, lim sin(x) — tan(z) _
z—

0VI+2z—In(1+z)—1

Correction 35 On écrit :

Vb 42—z =2 31—1—1—1 =z 1—|—i+o 1 -1 :14_0 1 .
x 3z 2 3
On en déduit que :
lim V23 +z2—2==
T—r+00
Correction 36 On écrit :
tan?(z) — In(1 + 2?2
o) 1n2(@) — (1 + 2?)

tan?(z) In(1 + 22)

Le dénominateur est équivalent & x4, il faut donc faire un DL d’ordre 4 du numérateur
pour lever ’indétermination.

On écrit :
x3 2 z?
tan?(z) — In(1 +22) = (:10 + 3 + 0(964)) - <x2 - —+ 0(;64))
2 4 4
—a2+ 22 T fo(at)
3 2
_ 7_‘1:4 + O(CL‘4)
G
On en déduit que tan?(x) — In(1 + 2?) ~ 7—964 donc f(z) ~ T d’ou lim f(z) = T
0 6 06 z—0 6
z? z?
Correction 37 On a v1+ a2 —1 ¥ 7 et cos(z) — 1 ¥ g On en déduit que
Vi+az?2 -1
————— ~ -1, donc:
cos(z) —1 o
V42?2 —-1
im ——— = —1.
=0 cos(x) — 1
Correction 38 On a :
1 1 1 ) z? 1 ) z?
2 In(l+22) 22 In(1 + 22) z? o2 x? + ofz)
1 1 1 2
== |1- 5 =—<1—<1+—+0(ac2)>>
x x
1—— 4 o(x?)
E

12



1

(&

On a donc lim 5
xT—r xr

1
In(1 + x2?)

1
5"

>:

Correction 39 La fonction arcsin est de classe C* sur | — 1, 1], elle admet donc un
DL en 0 & tout ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait

! G ! 1+$2+(2)t integrant
e ——— — 1 ~ —, donc —— = — 4 o(x?) et, en intégrant :
q l—l_xz 0 27 (1_x2 2 b g
23
arcsin(z) = ¢ 4+ — + 0(963).

6

De méme, la fonction arctan est de classe C*° sur R, elle admet donc un DL en 0
a tout ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait que
1 x>
=1— 22+ o(2?) donc arctan(z) =  — — + o(z?). On écrit :

;E—l—%gfx—i—%g—i—o(;ﬁ)
x+%—x+§+o(m3)
_ 5 o)

2 4 o(x?)
=14o0(1).

tan(x) — sin(z)
arcsin(z) — arctan(z)

On en déduit que :
tan(z) — sin(x)

im -

z—0 arcsin(z) — arctan(x)
Correction 40 On écrit sin?(z) ¥ z*, déterminons un équivalent du numeérateur.
On écrit :

ch(sin(:z))B— ch(x)

= ch (gc - % + o(;v3)> — ch(z)
1 3 3 > 3 3 * 2 2t 4
= 1—|—§(£B—F+O($)> —|—$(CE F—i—o(m)) —1—?—14—0(!@)
- 1/ 4 rt 4 xt 2 2t 4
= 5 T olz?).
4
On en déduit que ch(sin(z)) — ch(x) s d’ou :
ch(sin(z)) —ch(z) 1
sin® () o 6

ce qui implique iiillo(sin(x))_Al(ch(sin(x)) —ch(z)) = —é.

13

Correction 41 On écrit (cos(z))

exp (é ln(cos(x))) . On sait que cos(z)

1 — %2 + o(z3) donc In(cos(z)) = In(1-— %24-0(333)) = _x_; + o(a?) puis
iln (cos(z)) = —g + o(z?). Ainsi,
1 T 9 z T2 2
exp (E ln(cos(x))> = exp (—5 + o(x )) =1- 5 + 3 (5) +o(z?)
:1—§+§+o(x2)
(cos(x))* — VI -z =— +o(z?)

Pour le dénominateur, on écrit :

(1+sin(z))* =exp <% In(1 + Sin(x)i)
= exp (5 In(1 +$3— E; 0(§3))>
O ),
— exp (1—g+%+o(x2)
= (exp <—g z %2 + O(xz))>
—e<1—g—l—%+%(g> —|—0(:z:2)>

Comme on a :

1
_z _z
el=2 =ec.e 2—6(1

=+
2

2

On en déduit que :

(1+sin(z))* — e~ = % + o(x?)
Ainsi,
1/x z?
(cos(x)) e T—a T
1 z ew? Y
(1+sin(z))* —el=2 0 55
1/z /_1 —
donc lim (cos(z)) ; f = 3
©=0 (] 4 gin(z))* —el~ 8 2€



Correction 42 On écrit :

<1+l> = exp xln(l—i—l))
x x

(1 1 1
explxz|——=— + —
T

202 3x3

1

= 1— — 4+ ——
P 2x+3x2+0

1
:e.exp<—2 —i—@—i—o

puis :

d’ou :

1 T
On en déduit que lim 2 (1 + —) —ex?y]1—
r——+0o0o xX

1
Correction 43 On pose h = e On a:

donc :

et

A . - _ (sin(h)\ " 1
On en déduit, par composition des limites, que }llln}) ) = e~ 6. Comme
—
1 2
. EE 1 xT
lim <M> = lim (m sin (—)) , on a la limite souhaitée.
h—0 h =400 x
IE3 .IB ZEB

Correction 44 On a sin(z) — tan(z) = x — T gt o(x3) = -5+ o(x®)
On a également :

. 23

esinz em—?—i—o(m?’)
1 2 1 3
=1+($—%>+§($—%) +E(x—z—;) + o(z3)
2
= 1+x+%+o(x3)
et
L
etanm ew-i— 3 +O( )
23 1 2\° 1 23\ °
= 1 — —_— —_— _— JE— .
+<:v+ 3>+2<x+ 3> +6<x+ 3)
2
:1+x+%+%+0(x3)
On en déduit que es™(*) — gtan(z) — -7 + o(x3). Le quotient est équivalent & 1,
c’est par conséquent sa limite.
Correction 45 On a :
22 23 2
e’ —cosT — T :1+x+—+g—1+?—x+o(x3)
=22+ 0(3032).

On en déduit que la limite est 1.

Correction 46 La fonction arcsin est de classe C* sur | — 1, 1], elle admet donc un
DL en 0 & tout ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait
! 1~ ! 1+$2+(2)t intégrant
ue —— — 1~ —, donc — = — + o(x?) et, en intégrant :
d V1—1? 0 2’ 1— 2 2 ’ &
23
arcsin(z) = x + o + o(z?).
3
Le numérateur est donc équivalent a 3 et le dénominateur est équivalent & x

1
donc la limite vaut —=.



Correction 47 On pose r = 1+ h avec h qui tend vers 0. On écrit :

exp ((1—|—h ln1—|—h)) (1+h)

= h+—+oh2)>—1—h
h2\ >
=1+ ) <h+?> —1—h+o(h?)
2 2
=1+ +h—+h——1—h+o(h2)
= h? o(h)

=(x—1)2+o0((z—1))7°.

On a donc &” —x (x —1)2

On écrit ensuite :

h? h?
l—z+In(x) =-h+In(l+h)=—-h+h- el + o(h?) = —?-FO(hQ)
(z —1)? 2 .
= o (-1
L (z —1)? . . .
On en déduit que 1 — z + In(x) YT En faisant le quotient, on obtient
¥ -z ¥ —x
———— ~ —2donc lim ———— = 2.
1—z+In(z) 1 one mlﬁmll—:v—i—ln(x)
2t 2
Correction 48 On a tan(x) = a (3)1 donc
1 —tan® 3

(3)In (tan(%))

1 — tan?

tan(z) In (tan (g)) 2tan

2

Quand z tend vers 0, le dénominateur tend vers 1 et le numérateur tend vers 0 par le
théoréme de croissances comparées. En passant & '’exponentielle, on en déduit que :

lim
x—0

T\ tanx
¢ —) =1.
(anz

15

Correction 49 On a :

(1+3)

1
exp ( zln <1+ —))
x

1 1 1 1
=e |- ——+ — —
*P r 222 323 2
= 1—
= exp 2 3 ) + o0

L1,
=ecexp|——+—
- exXp 2¢  3x2 ©

DY RS NS I DA S T N
¢ 2¢  3x2 2 2¢  3x2 © 2
1 1 1 1 + 1
=e|ll—-—+-—4+—+0| =
2¢  3x2  8z2 2
1 1 n 11 n 1
=e|l—-— ol —=11.
2¢ 2422 2
On en déduit que :
14 1\° e 11le 1
c x 9z 2472 ‘\ 22 )
On écrit :
11 e 1le 1 11(e>+11 1 11+ 1
—In|— — ol —= =—In —In(1-— )
T 20 2422 2 2z 122 T
11 1 11 lo théors .
Ona—-In(1- T2 +o0 . Fodia e et, par le théoréme de croissances com-

parées, = 0 donc la limite est également nulle. En passant a

lim 1 In (i>
x 2x

—+4o00
I’exponentielle, on obtient que la limite recherchée est 1.

e

k=

k k

Correction 50 On écrit T

+o(z"), donc

(=)

1
14 x6

(_1)kx6k 4 O((EGN),

M=

k=0
puis
kgSk+3 4 o(gON+3),

N
=Y

k=0



On voit que le développement limité n’a pas de terme en x™ si n n’est pas de la forme
6k + 3. Cela signifie que le coefficient devant z™ est alors nul. Or, ce coefficient

F(0)
!

n!
f0(0) = 0. De plus, si n = 6k + 3, le coefficient devant 2™ vaut (—1)* (d’aprés le

vaut donc, par unicité du DL, si n n’est pas congru & 3 modulo 6, on a

(o
DL trouvé ci-dessus). Or ce coefficient vaut aussi / n'( ) (par unicité du DL) donc
(o '
! '( ) = (=1)* puis f((0) = n!(-1)*.
n:

2
. . T — 3 11 .
Correction 51 On écrit f(z) = L 2cosx ==+ ﬁﬁ + o(z?). 1l est alors clair

que f est continue en 0 et, comme elle admet un DL & ’ordre 1 en 0, elle est dérivable
en 0. On peut, de plus, affirmer que f/(0) = 0 car le coefficient devant z est nul.

2

Correction 52 On a cos(r) — 1 = —% + o(2?) et sin®(z) = 22 + o(x3). On en
déduit que :
4 o(z®) —%+4o(2) 1
_ 2 — _ 2 ——
fla) = 2 +o(x3)  14+o(x) 2 +olz).

1
On en déduit que f admet une limite finie en 0 égale a —3 elle est donc prolongeable

1
par continuité en 0 en posant f(0) = —3 De plus, la fonction prolongée est continue
et admet un DL1 en 0, on peut donc affirmer qu’elle est dérivable.

In(1 — si 1
= In(1+2) —sinz =52 + o(x). 1l est alors clair

Correction 53 On écrit f(x)

que f est continue en 0 et, comme elle admet un DL & l’ordre 1 en 0, elle est dérivable
1

en 0. On peut, de plus, affirmer que f/'(0) = —gen identifiant le coefficient devant

T.

Correction 54 La fonction f est de classe C*° donc elle admet un DL & tout ordre

en 0. On détermine un DL de f a’ordre 2 en 0. On sait que In(1+4 k) ~ h lorsque h

tend vers 0 donc In(cos(z)) = In (1 + (cos(x) — 1)) ~ cos(x) — 1, car cos(z) —1 — 0.
2 2

Par ailleurs, on a cos(xz) =1 — % +o(x?) donc cos(z) — 1 ~ —%. On en déduit que
z? x?

In(cos(x)) ~ -5 donc In(cos(z)) = -3 + o(z?).

On utilise maintenant 1'unicité des coefficients du DL, on a

f(@) = £0) + Oz + LD 02 1 (a2,

2
/7 (0)
2

1
donc, en identifiant les coefficients, on a f/(0) = 0 et =-3 donc f7(0) = —1.

Correction 55 On pose v = 1+ h avec h qui tend vers 0. On a alors :

In(l+2) =mn2+h)=In(2)+1n (1 + g) =In(2) + g - % (g) + o(h?)
h k2 1) (x—1)?

_ non 2 (z—-1) 12
=1n(2) + 5~ g + o(h?)In(2) + 5 S +o((z—1)%)
2 : 32z : A (LL’ — 1)
On en déduit que I'équation de la tangente & f en x = 1 est y = In(2) + —
-1 —1)? —1)2
On a f(x) — <ln(2) + @—2)> Y —% et x —% est négative donc,
(z—1)

au voisinage de 1, on a f(z) < In(2) + 5 ce qui montre que la tangente est

au-dessus de la courbe.

$2

1. On a e® — e™® = 2z 4 o(x) donc f(x) ~z—0 o

lir% f(x) =0 donc f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.
T—

Correction 56 On a

2. On a fait un DL a l'ordre 3 du dénominateur. On a :

23
e —e " =22 — 3 + o(z?).
On en déduit que :
z? 1 x
f(LL') = 3 = 5 -2 .
2z — ?+0(:z:3) 1-— €+0(333)

2

On pose X = 5t (23). Comme X — 0, on a :

2 3

flx) = %x (1 + % +0($3)> = g + % +o(z?).

3. D’aprés ce qui précéde, on a f(z) = g + o(x) donc f est dérivable en 0 et

1
"0) = =.
70 =5
: r  a? T . z? .
4. On sait que f(z)— 5~ 18 donc f(x)— 3 est du signe de — au voisinage de 0.

La tangente est donc en dessous puis au-dessus du graphe. On dit que f admet
un point d’inflexion en 0.

Correction 57 On écrit :

16



2
ecos(m) — 61_%+0(12) _ 6.6—%+0(12) —e (1 o % + 0(172)) 2. On pose r = 1+ Y,y — 0. On a donc :
2 1
—e 2 1)1 = (14— )In(1
= o), @b = (1457 ) mi+y
2 _ .3 3 T 3
On en déduit que I’équation de la tangente & f en x = 0 est la droite d’équation N (1 + (1 —yty Yt toly ))) (y 2 + 3 +oly )>
— 2 _ A . , . - 13
Yy e.exAzu voisinage de 0, on a z — f(z) — e du méme signe que son équivalent (qui — 2y — 2 + €y3 +o(y?).
est _T) donc la tangente est au-dessus de la courbe.
d’ou :
Correction 58 On pose x =2+ h avec h qui tend vers 0. On écrit : 1 13 1 1 1
exp ((1 + —) In(1 + y)) = 14+2y—2y°+— ¢ += (4y* — 8y®)+=8y’+o(y®) = 1+2y—y°
) 1+y 6 2 6 2
1 L1 1 L h B
_ = — - = — _—— — O
T 24+ h 21+% 2 2 4 On en déduit que :
1 h R?
== ——+ — +o(h? 1
3t f@) =142 1) - 22— 1 + of(z — ).
1 z-2 (z—2) Fo(( 2))2 2
= - — xr —
2 4 8 ¢ 1 )
1 2-9 3.0na f(z)—(1+2(xz—1)) ~ —5(55 —1)3 et > —§(x —1)3 change de signe
On en déduit que 'équation de la tangente & fen z =2 est y = 3 1 Comme au voisinage de 1. Le graphe de f admet un point d’inflexion en 1.
1 -2 —2)2 1 -2
f(x)<§x4 > 3 (@ 3 ) , au voisinage de 2, 0naf(:c)>§—x donc la 2 43 ., ,
C. tion 61 1. Onac' =1+t+—+—+—+o(t*) et —= = (1+¢*)" /2 =
courbe est au-dessus de la tangente. orrection nae 2 3! 4! oft’) e V142 ( )
2t
. 1 — =+ — +o(t*). On en déduit que
Correction 59 On écrit : 2 8
t 3 44
1 11 1 1 1 T w2 et 4
3 + sin(x) 31_"_51113(1) 31+2+o(z2) 3 ( 3+ 3 + o(z?) 14+ ¢2 3 6
1z 2? 9
:————|——7—|—0(x) ot
39 2 2. Notons F' une primitive de ¢t » ——, alors
) V1+t2
On en déduit que I’équation de la tangente & f en x = 0 est y = 3~ g On a, de 2 g B
1 =z x? 1 =z Flz) =+ & — = + 2= +o(z°),
plus, f(z)— | = — = | ~ = donc, au voisinage de 0, on a f(z) > = — = et la courbe 2 1230
3 9/ 027 39
est au-dessus de la tangente. donc .
h(z) = F(z) — F(—x) =2z + 4 o(z®).
Correction 60 1. On a lin% f(x) =0 donc f est continue en 0. On forme le taux 15
Tr—r
— f(0 R : 0 terait i édaction du t :
d’accroissement en 0, on a f@) = (0) = 1(@) = 2!/ ce qui tend, & nouveau, ernarque: i accepieratt ausst ine tedachiol du type
T — x
vers 0 en 0 donc f est dérivable en 0 (et f/(0) = 0. Sur R%, f est dérivable par Y A o VB S s’ x° 5
les théorémes usuels. h(z) = _11—5+§+0(t )dt =t + 2 12 + 30 +o(t) . 2I+E+O(I )-

17



Correction 62 On écrit

/1 e—zt 4 — e—wt y 1 1 1 /1 te—zt "
o L+t2 T 1+2], zJo 1+t2)2 7
or
1 —xt 1 —x
te ot 1—e 1
o (1+1¢2) 0 T T
On a donc
1 —xt
t 1
lim C __a=0(-),
z—4o0 [ (1 + t2)2 €T
d’ou
1 —axt —z
e 1 e 1 1 1
—dt = — — — - ==4+0|—
/Ol—l—t2 r 2z = <x) s <x)’
- 1 1 . i
car =o|l—|= O e par croissances comparées.
x

1. On remarque tout d’abord que (u,) est bien définie car pour
Vin—1+(n—1)22>

Correction 63

tout £ >0, z +n% >0 et ug > 0. On écrit ensuite u, =

n—1donc lim wu,

400 par le thm de minoration.
n—-+4o0o

2. On le montre par récurrence sur n, linitialisation étant claire. On suppose
Uy, <, alors Upi1 = Vup, +n2 < Vn+n?2 < Vn2+2n+1 =n+ 1. La
propriété est donc héréditaire, par le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout n.

3. On a déjan—1 < u, < ndonc u, ~ n. On écrit u, = n+ o(n), on a donc

Up =\ Up—1+ (n—1)2

=y/n—-1+4(n—1)2+o(n)

/R —n o)
=n 1—%—1—0(%)
+{i-Feall)

1
l——+o (
1 .
On a donc u,, =n — 3 + 0(1). On recommence avec ce nouveau développement

2n n

18

:n\/l_l_LH(L)
n  2n? n?
2\n 2n? 8 2 n?
1 3 1
) 0(5)

Correction 64 1. Pour tout n € N*, on pose f, : z — z" + x — 1. La fonction
est strictement croissante sur Ry et f,(0) = —1, f,(1) = 1. On en déduit, par
le TVI, que f, s’annule entre 0 et 1. Comme elle est strictement croissante, ce
point d’annulation est unique.

. Pour tout n € N*, z,, €]0,1[ donc 2" < 27. On a donc f,11(x,) < fulzn).
Or fu(x,) =0 = frur1(zpy1). On en déduit, comme f,; est croissante, que
ZTn < Zp41 donc la suite (x,)nen est bien croissante. On a déja montré a la
question précédente qu’elle était majorée par 1.

. D’aprés le thm de limite monotone, la suite converge vers un réel ¢ < 1. Si on
suppose, par 'absurde, que ¢ # 1, alors 2" = ¢""(®2) — 0 d’ott 27 + z,, — £.
Or, z! + x, = 1, on obtient une contradiction. On a donc bien z, — 1.

.Onaz’=1-u=, donc nln(z,) = In(1 — x,,). En posant y, = 1—z,, on a
yn — 0 donc In(1 — y,) ~ —y,. Comme nln(l — y,) = In(y,) on en déduit
In(yn)

n
On écrit ny, ~ —In(y,), on a donc ny, = —In(y,) + o (In(y,)) puis

In(ny,) = In (= In(y,) + o (In(y,))) ,

In(yn) ~ —nyn. On a donc bien y, ~ —

ou encore
In(n) + In(yn) = In (—In(y,) + o (In(yn))) -
On divise par In(y,,) ’égalité précédente, on a

In(n) _In (—In(yn) + o (In(yn)))
ln(yn) ln(yn) '

+1

Reste & montrer que le membre de droite tend vers 0 ce qui peut se voir en posant

ap, = In(—In(y,) +o(In(y,))). Alors In (—ln(yﬁf(—yk())(ln(yn))) ~ 111_(;%) et




comme 1irJrrl an, = 400 puisque y, — 1, on a, par croissances comparées,
n——+oo
1
lm 2n)
n—-+oo (o7
Ainsi, 22 L1 0 doi In(n) ~ — In(y)
insi ou In(n) ~ —In .
' (ya) .
5. En combinant les deux équivalents de la question précédente, on obtient , ~
In(n)
———= donc
n
In(n In(n
o= 000 (),
n n
on en déduit que
1 1
xn_1M+O<M>_
n n

Correction 65 On remarque tout d’abord que, pour tout € > 0, la fonction f. :
T — e — r est décroissante en tant que somme de fonctions décroissantes. Par
ailleurs, f.(0) =1 et f(1) < 0. On en déduit, par le TVI qu'il existe z, €]0, 1] tel
que f.(xz.) = 0. Ce réel est unique par injectivité de la fonction.

On a 0 < ex, < € donc ex.— > 0. On peut donc faire un DL1 de I’exponentielle:

e~ =1— exe + o(xee).

On sait que z. = e~ "< donc z.— > 1 par continuité de ’exponentielle. On peut

donc écrire . = 1+ o(1). En remplacant x. par son DL0, on obtient
e~ =1—¢€e+o(e).

On fait maintenant un DL2 de ’exponentielle:
—cTe __ 1 2 2
e = 1—61’6—}—5(61’6) +o(ex.)”.
puis on remplace x. par son DL1:

e — 1—6(1—€—|—0(€))—|—1€2 (1+0(1))+0(e2) :1—€—|—;62—|—0(€2).

2

Comme z. = e~ “*<, on a bien le DL2 souhaité.

Correction 66 La fonction f est dérivable et sa dérivée f’ est positive, f est donc
strictement croissante. Par le théoréme de croissances comparées, on a :

lim f(z)

r——+o0

lim e* (1 —e %

— :ve_””) = +o0.
r——+o0

19

Comme f est impaire, on en déduit que lim f(x) —o00. La fonction f étant
xr—r— 00

continue, son image est un intervalle de R et nous venons de montrer que son image
n’est ni majorée, ni minorée, on a donc Im(f) = R et f est bien bijective.

On sait que f(0) = 0 donc f~1(0) = 0. Comme f est continue, f~! aussi donc
f~Y(z) = 0 quand z — 0. On a f(x) ~  donc ~(y) % - On vaut maintenant un

équivalent de f~!(y) —y. Pour cela, on calcule un équivalent de f(z) —x. On a :

f($)—$:2sh(:1:)—2x:%34_0@3),

donc : .
T
ce qui implique, en posant z = f~1(y),
-1 3
1 (/')
y—I "W 5
Comme f~1(y) >y, on obtient :
3
1 o _y_
N

d’ou :

w

)=y - % +o(y?).

On remarque, enfin, que f~! est impaire puisque f l'est et qu’elle est 4 fois dériv-
able puisque f’ # 0. On en déduit qu’elle admet un DL4 avec uniquement des termes
impairs. Le DL obtenu est en réalité un DL4.

On peut aussi dire que f~1(x) ~ et f'(x) =1+ 2%+ o(x?) donc

flof Hz)=1+f1(x)*+ o(f_l(:lc)z) =14 2%+ o(z?).
On en déduit que

1 1
frof=x) 1422+ o(z?)

=1—2%+o(z?).

3
On intégre ce DL : f~1(x) = f~1(0) + = — % + o(z3). On retrouve bien le méme
DL.

Enfin, on peut utiliser I'unicité du DL en disant que f~' est 4 fois dérivable puisque
/' # 0 donc elle admet un DL4. Comme elle est impaire, elle admet un DL de la
forme az + ba® + o(z?).



3
On écrit f(z) =z + % + o(z%)

Fof ™) = 7M@)+ 5/ @)+ oS (@)Y
= (az + bz® + o(z*)) + % + (az + ba® + 0(1:4))3 +o(z?) .

3,.3
=ax+bx3+ax

+ o(z*)

Or fofl(a) =z,

on a donc

x:ax—i—(

donc, par unicité du DL (de fo f~!), on a

3

b+ %) 23+ o(zh),

a=1
3
a
b+ —=0
+3
’o 1 : —1 a? 4
douazletb:—g. On retrouve bien le DL f (;v):x—?—i—o(x ).

Correction 67 On a f dérivable de dérivée positive s’annulant ponctuellement donc

f est strictement croissante. Ainsi, f est injective. De plus, Vo € R, z — 1 < f(x) <

z+1donc lim f(z)=4ocoet lim f(x)= —oo. Lafonction f étant continue, son
xr——+00 T——00

image vaut R donc elle est surjective. On a montré que f est bijective, déterminons
un DL3 de sa réciproque en 0. On a f(0) = 0 donc f~1(0) = 0.
3

Ona f(z) =2+ — % + o(z*) donc f(z) ¥ 2z. On pose y = f(x), on a
)

~ —

0 2
équivalent de f~1(y) — % Avec le méme changement de variable, on a f~*(y)

3
M @ ¥ % en utilisant le DL de f. On a donc :

. Cherchons maintenant un
Yy

y — 0 quand z — 0 ce qui permet d’obtenir f~!(y)

2

et on sait que x —

3

(/")

— Yy
f 1(3/)—53 B

3
¥ % Ainsi

(f ()’

et comme on a montré que f~1(y) ¥ g, on a en déduit que 5

J

on a le DL suivant :

Y
2+

20

On peut aussi dire que sur | — 7, [, la dérivée de f ne s’annule pas donc f~! est
dérivable 3 fois et admet donc un DL3 de la forme f~!(z) = az +bx3 +o(z*) puisque
f est impaire (et donc f~! aussi).

3

On a f(z) =2z — % + o(z*) donc

= 9§71 (w) o @)+ ol ()
= 2(ax + bz + o(z)) —

car f~1(x) ~ z

fofHa)
(az + ba® + o(x*)) + o(z?)

=

3

3
:2ax+2bx3—a z

+o(z)

Comme f~!o f(z) =z, on a, par unicité du DL (de fo f~1),

20 =1
3
a
26— — =0
6
d’ov L t b 1 O t bien le méme DL i-d
= - = = —. On retr ien le mém i- .
ol a 2e 12%<8 96 etrouve bien le méme que ci-dessus

Enfin, on peut utiliser la dérivée.

2
Ona f/(r)=2— % + o(z?) donc

—1(,.)\2
flof_l((E) =92 % +0(f—1($)2)
2
=2 % + o(z?)
1 -~ z
car f~1(x) )
On en déduit que
1 B 1
/ -1 - 2
f Of (ZZ?) _ +0({E2)
Y 2
1- % + o(x?)
S O
2 16
1 2? 9
e 5 + ﬁ + 0(.’13 )
On intégre:
3
1,y _ L T 3
@) = 5+ o+ ole?)



Correction 68 1. On fait un DL & lordre 2 de f en 0. On a V14222 = 1+ | Correction 69 On écrit :

22 + o(z?) donc : -
Va3 +le Ve =21+ —36’%
V x
14 222 1 1 1 1 1
o) - T (v () (1 o ()

1 _
— (14 0% +o(e?)(1+ o+ 22 + 0(a?)) (1
— —a(l+ 22+ 2+ 22 +o(z?)) e\ttt
= —:17(1+:1:—|—2502 + o(z?)) 1 1
= —x — 2% + o(z?) :x—1+g+0 z)
On en déduit que ’équation de la tangente en 0 de f est y = —z. On a On en déduit que xEI_"I_lOOf(IIZ) — (@ —=1) = 0 donc le graphe de f admet la droite
5 o o 1
flz) +z v —° donc, au voisinage de 0, z f(@) + @ est du méme signe que |\ _ 1 pour asymptote au voisinage de +o0o. De plus, on a f(z)—(z—1) fodi
2 oo
x — —x*. Localement, la courbe est donc en dessous de sa tangente en 0. donc f(z)—(z—1) est positif au voisinage de +oco. Le graphe de f est donc au-dessus
de "asymptote.
) on o JITe V2, /1 + # o Correction 70 On écrit
. On écrit f(z) = 1_% = 1_% .Ona: 11 1 1 1+1+ 1 71+1+ 1
x—l_;vll—%_x z  °\z e\ )
1 1 1 1 1 1 1 On fait ensuite un DL de exponentielle en 0 :

11 1
ot —er a2 <w2>

d’ou : 2
SPY (ENA I (
n r a2 2 2\z a2 2

1 1
fl@) =v2r 1+ — < >>< ‘+_2+0<_2>> _1+1+ ! s+ s i —|—0(1>.
1 r 222 x?
— 1 J—
= V2 + + +4 2 T o ( >> Enfin, on multiplie par x + 1. On obtient :
1 1
=2z 1+x+42 1 1 1 3 1
(x+1le—71 =@x+1)|(l+—-+=+-—=+o0|—=
5\/_ 1 r  x2 222 2
=V2r+vV2+ = +o(=). 1.3 1
x =z+1l+1+-—+_—+of=
T 2z T
1
= 2 —_— — .
On en déduit que EI}} f(z) — (\/§x+\/§) = 0 donc la droite d’équation x + +2x+0(z>

(V2 V21 + \/—) - \/5 donc | On en déduit que f(z) — (z +2) — 0 donc le graphe de f admet pour asymptote la
5

52 droite d’équation y = x + 2. De plus, f(z) — (z + 2) ~4100 % donc f(z) — (z + 2)

. . . x

f(x) = (V22 + v/2) est du méme signe que Ty AU voisinage de +00. On en | ggt positif au voisinage de +00. On en déduit que le graphe de f est au-dessus de

déduit que la courbe est au-dessus de son asymptote en +oo. I’asymptote.

y = v/2x 4+ /2 est une asymptote. De plus, f(x) —

21



2 1+2
Correction 71 On écrit arctan i = arctan T.
ZE+1 1+;
1 1 1 1
Onal+%:1——+ﬁ+0<ﬁ donc
1+2 AV SRS
pr— — —_ — — 0 —
1+% T A 2
o212
1+E—E——2+F+O ?
1+1 1—!— !
= ———=+4o(—=]).
z  x? 2
On en déduit que :
1+2 pelo 1 (1
1—|—% B A © 2
Lo (1 L1 1 2
= | -=—=+4+0|—= ——|=-==4+0|—=
2\x a2 2 8 \zx a2 2
U T 1
- 2¢ 2x2 82 © 2
1+1 5 1
= — ——+4o0|—= ).
2¢  8x2 2

Enfin, on doit calculer un DL & lordre 2 de h — arctan(l + h) en 0. Pour cela, on

fait un DL & l'ordre 1 en O de h +— m On écrit :
1 B 1
1+ (1+h)2  2+2h+h2
bt
2\1+h+2
1 h?
() o)
1
= 5(1 — h+o(h))
I &
=—-— = h).
5~ 5 tolh)
On intégre le développement limité, on obtient :
h  h? 5 7 h h? 5
arctan(1 + h) —arctan(1)+§ - Z—i—o(h )= Z+§ - I+O(h )

1 5 1 1
On pose h = 57 gz TO (;) . Ainsi, o (h?) =0 (?) d’ot :
arctan :v_—l—2 —z—i—l i— > +o0 i i
r+1 4 2\2z :1:2 822 x?
T 1 5 1
:—+———— —_
4  4r 1622 16902 x2
EE N
4 4z 8a2 2 )’

™

La fonction admet la droite y = 4 pour asymptote horizontale (ce que l'on savait

déja) et grace au développement asymptotique, on sait que le graphe est au-dessus
Fis .

— — est du méme signe

de asymptote au voisinage de +oo car la fonction x — f(x) 1

1
que x — . au voisinage de +o0.
x

Correction 72 1. On écrit

t 1
ton (y+ T) =ty

1 —tany

(1+tany)(1+ tany + tan?y + o(tan? y))
(I+y+o@®) (1+y+y?+oy?)
=142y +2y*>+ o(y?)

On en déduit que tan (y + %) — 1 ~ 2y quand y tend vers 0.

On pose y + % = arctan(X + 1). On a bien y — 0 quand X — 0. De plus, on a
X +1=tan (y + g) et y = arctan(X + 1) — Z D’apreés ce qui précede, on a
tan (y + %) — 1~ 2y. On en déduit que (X +1)—1~ 2 (arctan(X +1)— Z)
soit encore arctan(X + 1) — % ~ % quand X tend vers 0.

. On cherche & déterminer 1’équation de I’asymptote en —oo. On écrit :

()
=l+—-+o| -
€T €T

quand z — —oo. On pose X = Ll — 1. On a bien X — 0 quand z — —o0
x

=)

1
1-1

r—1

et d’apres la question précédente, on a donc :

)53 (2 ee(d) ar-0-

1
Z'FE'FO

1

xT

1
2

1
—+o

x

; T
arctan —
r—1 4
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) _ 1 + 4 0(1). On en déduit que la droite

0] d t
n a donc zarc an( 5 1

x—1

1 T
d’équation y = 3 + % est asymptote au graphe de la fonction quand x tend
vers —oo.

. Pour déterminer la position de 'asymptote par rapport au graphe, il faut déter-

1 zm .. , R
— | =+ — | au voisinage de —oo. D’aprés
r—1 2 4

la question 1, on sait que tan (y + g) —1—2y ~ 2y? donc :

miner le signe de x arctan

T T2 xX\? X2
X—2(arctan(X+1)—Z)~2(arctan(X—|—1)—Z) ~2<5> ~ 5
On en déduit que :
™ X X2
arctan(X + 1) — 1 3~ T
On a donc :
¢ T _71'+ 1 1 n 1
MRIN T T T "o w0\ 2 )
d’ou :

¢ T _x71'+1 1+ 1
T arctan 1)~ 5 In 0:1: .

On en déduit que la différence entre la fonction et I’équation de ’asymptote est
1 . ..
équivalente, en —oc & ——. La fonction z — —— étant positive au voisinage

x x
de —oo, on en déduit que le graphe est au-dessus de ’asymptote.
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