Correction du TD n 15

Correction 1 On le montre par récurrence sur n. Pour n = 0 (et n = 1), le résultat
est vrai.
On suppose qu’il existe un entier n tel que 32” — 2" est divisible par 7. On écrit

32(nFl) _gndl — 320 32 9 9n — 320 (742) — 22" = 2(32" — 2") 4 7.3%".

Le premier terme de la somme est divisible par 7 par hypothése de récurrence, le
deuxiéme Pest également. On en déduit que 32(**+1) — 27+1 est divisible par 7.
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout entier n.

Correction 2 Pour n =2, on a 2* — 6 = 10 donc le résultat est vrai pour n = 2.
On suppose qu'il existe un entier n > 2 tel que 22" — 6 est divisible par 10. On
écrit

92" _ g — (22")2 6= (22")2 ~ 36430 = (22" —6) (22” +6) +30.

(22" —6) (22" +6) est divisible par 10 par hypothése de récurrence, 30 l'est égale-

ment donc 22" — 6 est divisible par 10.
Par le principe de récurrence, 22" — 6 est divisible par 10 pour tout n > 2.

Correction 3 Le résultat est vrai pour n = 0. On suppose qu’il est vrai pour un
certain rang n c’est-a-dire que n® + (n +1)3 + (n + 2)3 est divisible par 9.
On écrit

n+1P+n+23+n+3°=n+1)°+n+2)>+n>+9n +27n + 27.

Par hypothése de récurrence, (n+1)%+(n+2)3+n? est divisible par 9 et 9n?427n+27
est également divisible par 9 donc la somme Dest.
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout entier n.

Correction 4 On écrit 4994 = an + 2 et 995 = bn + 5 donc 4992 = an et 990 = bn.

On détermine ensuite le pged de 4992 et 990. On a 4992 = 43 x 13 x 6 et 990 =
5% 3 x 11 x 6. On en déduit que le pged vaut 6. Comme n divise les deux nombres,
il doit diviser leur pged donc n vaut 1,2,3 ou 6. Or, le reste est strictement inférieur
au quotient, il n’y a donc que deux valeurs possibles : 3 et 6.

Correction 5 On écrit 4373 = an + 8 et 826 = bn + 7. On a donc 4365 = an et
819 = bn. On sait que n divise le pged de 4365 et 819. Déterminons le: On écrit
4365 =97 x5 x 9et 819 =13 x 7 x 9. On en déduit que le pged vaut 9. Comme,
de plus, n doit étre strictement supérieur aux restes, on en déduit que n = 9.
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Correction 7 On a 140 =5 x 4 x 7 donc b doit étre divisible par 5 On peut avoir
b=5,b=10,b=20,b=35b="70et b= 140.

Correction 8 On a 1680 = 42x8x5. On écrit a = 42qg et b = 42¢" avec pgedqq’ = 1.
On ppemgq’ = qq’ = 40 donc (q,¢") = (5,8) ou (8, 5).

Correction 9 1. Posons n = pgedab et m = pgediaib. On a nla et n|b donc
An|Aa et An|Ab. Ainsi, An|m.
On peut donc écrire m = Ang avec q € N.

On a

Aa = ma’ = Angad’
Ab = mb' = Angl’

avec a’, b’ € N. On en déduit, comme X est non nul,

a = nqad

b= nqb’
donc ng divise a et b, ce qui implique ng divise n donc g =1 et An = m. On a
donc pgedAaAb = Apgedab.

2. On sait que si pgecdab = n, alors a = ng, b = nq’ avec pgedgq’ = 1 et ppcmab =
nqq’. On en déduit que ppcmAarb = Apgedabgq’ = Appcemab.

Correction 10 Si a divise m, il divise 2m. Donc si a divise m et 2m + 1, il divise
leur différence, & savoir 1 ce qui impose ¢ = 1. On en déduit que pgedm,2m +1 =1
donc pgednm(2m + 1)n = n.

Correction 11 1. Si a divise n et n + 2, il divise leur différence, a savoir 2. Si n
est pair, le pged vaut donc 2, si n est impair le pged vaut 1.



2. 0naa=n(n+3)etb=(n+2)(n+3).

On a pgedab = (n + 3)pgednn 4+ 2. Ainsi, pgedab = (n + 3) si n est impair,
2(n 4+ 3) si n est pair.

Correction 12 1. Pour tout i € [2,k], ¢ < k donc i|k!, ainsi é|k! + ¢ donc k! + 4
n’est pas premier. Ceci étant valable pour tout ¢ entre 2 et k, aucun de ces
entiers n’est premier.

2. On consideére les n entiers (n+1)!+2,(n+1)!+3,...,(n+1)! 4+ (n+1). Aucun
n’est premier d’aprés la question précédente, on peut donc trouver une liste
de n entiers consécutifs dont aucun n’est premier, pour n aussi grand que l'on
souhaite.

Correction 13 On commence par montrer que pla. En effet, si p|a™, alors d’aprés
le lemme de Gauss, pla ou pla™~!. Si p|la”~!, on itére. Au bout d’un nombre fini
d’étapes, on aura montré, par disjonction de cas, que p divise a.

On a donc a = bp donc a™ = p™b™ donc p"|a”.

Correction 14 On suppose par ’absurde qu’il en existe un nombre fini pq,...,p,
n
et on pose N = 4H p; — 1. N est impair, ses diviseurs premiers sont impairs donc

leurs restes par lazdilvision euclidienne par 4 valent 1 ou 3. S’ils sont tous de la forme
4k + 1, alors N serait également de cette forme ce qui est absurde. On en déduit
qu’il existe au moins un diviseur premier de N dont le reste vaut 3. Il existe donc
j tel que p; divise N mais p; divise alors N — 4p; ...p, c’est-a-dire -1, ce qui est
absurde.

On a montré qu’il existe un nombre infini de premiers dont le reste de la division
euclidienne par 4 vaut 3




