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DS 7

Devoir d’entrainement 7.
Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées. Les
étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat ou
une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que

la présentation de la copie seront prises en compte dans l’évaluation.

Exercice 1.
Pour (a,b) € C?, on considére équation E,, suivante, d’inconnue P € C[X] :

P(X?) = P(X +a)P(X +) Eap

NB : P(X?) ne désigne pas un produit, mais une composition ("P de X*"). De méme pour P(X +a)
et P(X + ).

1. Quels sont les polynomes constants vérifiant Eg ?

Dans toute la suite, on note S,; l'ensemble (éventuellement vide) des polynémes non constants
vérifiant E p.

2. Montrer que les polynémes de S, ; sont unitaires (c’est-a-dire de coefficient dominant égal a 1).

NB : les trois parties qui composent cet exercice sont indépendantes.
Partie I : cas ot a =0

Dans cette partie, on fixe a € C, et on cherche les polynémes P € C[X] non constants qui
vérifient :

P(X?) = P(X +a)? Eoa
1. Soit P € C[X] un polynéme non constant. On note A, ..., A\, les racines distinctes de P.

(a) Préciser le nombre de racines distinctes du polynéome P(X + a)?.

(b) Méme question avec P(X?) (on pourra distinguer selon le cas ot 0 est ou non racine de

P).
(¢) On suppose de plus que P veérifie £,,. Montrer qu’il existe un entier n € N* tel que
P=X"

2. En déduire 'ensemble S, , des solutions pour a # 0, puis pour a = 0.
Partie Il : casota=0et b=1
Dans cette partie, on cherche a déterminer les polynomes P € C[X] non constants vérifiant I’équation
P(X?)=P(X)P(X +1) Eo1

1. Résoudre l'équation |z| = |z — 1] = 1 d’inconnue z € C (on doit trouver deux solutions, de
forme trigonométrique trés simple).
Conseil : on pourra par exemple poser z = x + iy, ou bien aussi faire un dessin.



2. Soit P € Sp; un polynome solution du probléme.

(a) Montrer que si o € C est une racine de P, alors tous les a?"), ot n € N, le sont aussi.
(b) En déduire que toute racine de P est nécessairement nulle ou de module égal a 1.

(c) Montrer que si « est racine de P alors (o — 1)? aussi. En déduire que a — 1 = 0 ou
la —1| = 1.

(d) Déduire des questions précédentes que les seules racines possibles de P sont 0 et 1.

3. Conclure cette partie en explicitant I’ensemble Sy ;.
Partie III : retour sur le cas général

Dans cette partie, on fixe a,b € C quelconques, et on suppose que ’ensemble S, est non vide.
1. Soit P € C[X]. Montrer que si P € S,;, alors pour tout n € N*, P" € S, .

2. Soit A, B deux polynémes unitaires et n € N*. Montrer que si A" = B", alors A = B.
Indication : écrire la factorisation de A™ — B"™ par (A — B).

3. Déduire de la question précédente que si un polynome unitaire P € C[X] vérifie que P™ € S,
pour un n € N*  alors P € S, .

4. On considére P, () deux éléments de S, de degrés égaux. On souhaite démontrer dans cette
question que P = (). On pose les polynomes :

D=P—-Q e R=P(X+a)DX+b)+ DX +a)Q(X +b)
(a) Montrer que R = D(X?).
(b) En raisonnant par ’absurde sur le monéme dominant de D, montrer que D = 0 et conclure.

5. En déduire que S, posséde un unique polynoéme de degré minimal, et que celui-ci est unitaire.
Dans la suite de cette partie, on note M ce polynome, et m son degré.

6. On fixe P € S,p, de degré n > m. Justifier que P™ et M"™ ont méme degré, et en déduire que
pPm™=M".

7. En déduire que P et M ont les mémes racines.

8. A l'aide de la relation P™ = M"™, montrer que M divise P.

9. On note @) le polynéme tel que P = M(). Montrer que () vérifie £, ;.
10. Montrer que S, est 'ensemble {M™ | n € N*}.

Exercice 2.
On notera

> E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C*° sur R, a valeurs réelles
> D Papplication définie sur E par : Vf € E, D(f) = f'

> F l'ensemble des fonctions f de E vérifiant : f©& + f = 0p

> G l'ensemble des fonctions de f de E vérifiant : [ — f'+ f = 0g

> H = ker(D + Idg).



1. (a) Vérifiez que F' est un sous-espace vectoriel de E ( sans vous servir de D).

(b) Veérifiez que D est un endomorphisme de E. Exprimez D*(f) en fonction de f et k pour
tout entier naturel k et toute f de E.

(c) Justifiez que F' = ker(D? + Idg) et retrouvez le résultat de a).

2. (a) Vérifiez, a I'aide de votre cours sur les équations différentielles, que G est un sous-espace
vectoriel de F/ et donnez-en une base simple.

(b) Vérifiez, a I'aide de votre cours sur les équations différentielles, que H est une droite
vectorielle et donnez-en une base. ( un vecteur directeur, donc)

3. Onnote ¢ = D? — D+ Idg et vy = D + Idg.

(a) Veérifiez que ¢ o = pop = D3+ Idg.

(b) Déduisez-en que ker(p) et ker(1)) sont des sous-espaces vectoriels de F', puis que G® H C
F.

(c) Vérifiez que : Idg = 5(p+ Aotp) o A =2Idg — D.
(d) Vérifiez que pour toute f de F, on a ¢(f) € ker(v)) et Ao(f) € ker(yp)

(e) Déduisez-en : FF C H + G. ( notez que A commute avec @ et servez-vous de a))

4. On a donc montré que F' = G & H. Déduisez-en 'expression générale des solutions a valeurs
réelles de I'équation différentielle y® 4y = 0.



Correction du DS d’entrainement n 7

Ezercice 1 1. Soit P = X\ € C un polynéome constant. L’égalité E,; signifie A = A\?. Elle est
vraie ssi A=0ou A = 1.
Les solutions constantes sont donc 0 et 1.

1.

Soit P € S,. Notons d le degré de P et A € R* son coefficient dominant. L’équation E,;, en
ne considérant que les termes dominants, donne

AX2 4 = ()\(X—i—a)d—i-~'-)()\(X—|—b)d+-")

ce qui, en considérant les termes dominants des deux cotés, donne A = A\? et donc A = 1 (par
définition, A # 0). Le polynome P est donc unitaire.

(a)

PartieI : casotta =10
Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

z racine de P(X 4 a)® < (P(z + a))2 =0
< P(z+a)=0
<= z+a=\ pouruni € [1,m]
< z= )\ —apouruni€ [1,m]

Les racines de P(X + a)? sont donc les (\; — a)1<i<m, et il y en a donc exactement [m].

Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

z racine de P(X?) <= P(2*) =0
<= 2” est racine de P
<= 2= )\;pour uni € [1,m]

Les racines de P(X?) sont donc les racines carrées complexes des )\;. Au passage, un
nombre z € C ne peut pas étre & la fois une racine de A; et de A\; pour ¢ # j, car
cela signifierait que 22 = \; = );, ce qui est impossible. Or, tout nombre complexe a
exactement 2 racines carrées complexes, sauf 0, qui n’en a qu’une seule. Donc le nombre

de racines de P(X?) vaut :

) si aucun des A; ne vaut 0 ;
e |2(m —1)+ 1|si'un des A; vaut 0.

Si P vérifie E,,, les polynomes P(X?) et P(X + a)? sont égaux, et ont donc le méme
nombre de racines. Cela donne :

e m = 2m si aucun des \; ne vaut 0, c’est-a-dire m = 0, ce qui est impossible. En
effet, P est non constant, donc doit avoir au moins une racine, par le théoréme de
D’Alembert-Gauss.

e m = 2m — 1 si 'un des \; est nul, c’est-a-dire m = 1.
On en déduit donc que P n’a qu’une seule racine, et que cette racine vaut 0. Comme de plus

il est unitaire, sa décomposition en facteurs irréductibles (raisonnement fait dans C[X])
est donc P = X", ot n = deg(P).



2. D’aprés ce qui précéde, si un polynoéme P est solution du probléme (c-a-d P € S, ,), alors il est
unitaire et n’a que 0 comme racine. Sa décomposition en produit de polynémes irréductibles
dans C[X] est donc : P = X", pour un n € N*.

On peut s’arréter ici pour ’étape d’analyse.

Synthése : Soit P un polynéme de la forme P = X", pour un n € N*. Regardons s’il
appartient a S, ,. L'égalité I, , signifie :

(X*)" = (X + a)")2 cest-a-dire  X*" = (X —a)™"

Cette égalité est vraie si et seulement si a = 0.

Conclusion :

e sia#0,|Su.=0];

e sia=0, SO’():{Xn|TZ€N*}.

PartieIT: casoita=0et b=1

1. On peut passer par la forme algébrique z = x + iy, ou z,y € R.
L’équation |z| = |z — 1| = 1 est équivalente & |z[* =]z — 1> =1. Or :

e 2 =ux+iy donc |2]? = 2% + %

e z—1l=(x—1)+iydonc|z—1P=(z—1)2+¢y* =22 - 20+ 1+y%

L’équation peut donc s’écrire de la facon suivante :

2 —2r+1+9y*=1

En retranchant la premiére équation a la seconde, ce systéme est équivalent a

?+y?=1 - yr=23 - y:i%g
1—-2x=0 x:% r=31

On obtient finalement deux solutions 3 + ‘/Tg, autrement dit e”™/3 et e=7/3.
Note du professeur : il était tout a fait possible de passer par une écriture trigonométrique.
|z| = 1 implique que z est de la forme €. L’égalité |z — 1| s’écrit alors |e® — 1| = 1, et l'on

peut utiliser la factorisation par Uangle miliew pour arriver a ]sin(g)\ = %, et résoudre.
2. Soit P € 5071.

(a) Si P(a) = 0 alors par hypothése P(a?) = P(a)P(a+1) = 0 donc o est aussi une racine.
Par le méme argument (a?)? = o est aussi une racine, de méme pour (a*)? = o®, et ainsi
de suite.

’ . ” . n .
On a donc par récurrence immédiate que pour tout n € N*, a®") est racine de P.

(b) Soit « une racine de P. Par I’absurde : Supposons que |a| ne vaut ni 0, ni 1. D’aprés
la question précédente o®" est une racine de P pour tout n € N. Or :

2n)

e si |al €]0,1], la suite des [a")] = |a|?*" est strictement décroissante et tend vers O ;

e si |a| €]1, 400, la suite des [a?")| = |a|?" est strictement croissante et tend vers -+oo.



Dans les deux cas, la suite (a®")),cy prend une infinité de valeurs (puisque son module
prend une infinité de valeurs). P admet donc une infinité de racines, ce qui implique que
P =0 et constitue une contradiction avec I’hypothése de I’énoncé selon laquelle P est non
nul.

(c) Si P(a) =0 alors en évaluant Ey; en oo — 1, on obtient
P((a—1)*) = Pl(a—1)P(a) = 0

donc (o — 1)? est une racine de P. Le résultat de la question précédente s’applique donc
a a—1, et donc a — 1 est nul ou de module égal a 1.

(d) D’apreés les questions précédentes, une racine a de P vérifie la condition
(a=0ou |af=1) et (a—1=0ou |a—1]=1) (C)

Les nombres 0 et 1 vérifient (C). Un nombre r ¢ {0,1} vérifie (C) si et seulement si
Ir| = |r — 1] = 1 ce qui d’aprés la question 1 implique que r = e*7/3,
Les racines de P appartiennent donc nécessairement a 1’ensemble

/3 _—in/3
{0,1, /3 /31,
Or, on a prouvé que si « est racine de P, o I’est aussi. On remarque que le carré de e'™/?
(c’est-a-dire €2™/3) n’est aucun de ces 4 nombres complexes, et ne peut donc pas étre une
racine de P. Donc e”™/3 n’est pas une racine de P. De méme pour e~ "/3,
Conclusion : les seules racines possibles pour P sont 0 et 1.

3. Le travail précédent montre que si un polynéme P appartient a Sy, alors il est unitaire, et
n’admet que 0 et 1 comme racines potentielles. Donc par théoréme (décomposition en produit
de polynoémes irréductibles dans C[X]), P est de la forme

P=X"(X-1)" avec n,m € N,

On peut arréter 1a I'étape d’analyse.
Synthése : considérons un polynome de la forme P = X™(X —1)™ et regardons s’il appartient
a Sp1. Tout d’abord, pour que P ne soit pas constant, on ne peut pas avoir n = m = 0. De
plus, pour un polynoéme de cette forme, £ ; signifie :

XX - 1)m = XX - D)™X +1)"Xx™

J/

~~

561 =Q2
Avec X? —1= (X —1)(X + 1), on calcule :
Q=X"- - (X-1)" (X+1"

et

Qy=X""" (X -1" - (X +1)"
Par unicité de la décomposition en produit de polynoémes irréductibles, I'égalité de Q1 et de Q)
est vérifiée si et seulement si :

2n=n+m
m=m c¢’est-a-dire

m=n

Conclusion :

3071 = {Xn(X — 1)“ | n e N*}




1.

4.

Partie III : retour sur le cas général
Soit P € S, et n € N*. Tout d’abord, P n’est pas constant, donc P" non plus. De plus, on a :

P(X?) = P(X +a)P(X +b) donc (P(X?)" = (P(X +a)P(X +1))"
c’est-a-dire  P"(X?) = P*(X +a)P"(X +10)

Cela prouve que P" vérifie £, ;. Finalement, on a bien P" € S, .

On écrit :

n—1

A"—B" = (A-B) Y _ Atp'*
k=0

_ (A—B)(An_l+An_2B+"'+ABn_2+Bn_1)

Q

Si A" — B" =0, alors (A — B)Q = 0. 1l suffit désormais de prouver que @ # 0 :

Comme A" = B", A et B ont méme degré (mettons d € N). Donc les polynomes A*B"—1-F
ont tous méme degré : kd + (n — 1 —k)d = (n — 1)d. De plus, ces polynémes A*B"~1=* sont
unitaires (produits de polynomes unitaires). Par conséquent, le coefficient en X D4 de Q
vaut 1 + 1+ ---+ 1, c¢’est-a-dire n.

Cela prouve en particulier que @ est non nul. Donc (A — B) = 0, c’est-a-dire A = B.

Fixons n € N* et supposons que P" € S, .
P n’est pas constant (sinon, P™ le serait). D’autre part, P" vérifie E,;, donc :

P"(X?) =P" (X +a)P" (X +b)  cestadite  (P(X?)" = (P(X+a)P(X+1))"

On applique alors la question précédente & A = P(X?) et B = P(X + a)P(X +b) (qui sont
bien unitaires) : on a A = B, ce qui signifie que P vérifie E, .
Finalement, P € S,.

(a) On calcule :

R =PX+a)(P(X+b)—-QX+b)+ (P(X+a)— QX +a)Q(X +b)
= P(X+a)P(X+b) —Q(X+a)Q(X +10) (aprés simplification)
= P(X?) - Q(X? (d’aprés E, ;)
= D(X?)

(b) Notons n € N* le degré de P et Q.
Raisonnement par 1’absurde : supposons que D # 0. On note m = deg(D) € N, et
d,, son coefficient dominant. On a donc :

D=d, X"+ () et donc D(X?) =d, X*™ 4+ (--)

D’autre part, pour R = P(X 4+ a)D(X +b) + D(X + a)Q(X + ) :
o P(X +a)D(X +b) est de degré n + m, de coefficient dominant d,, ;
e D(X +a)Q(X +0b) est de degré n + m, de coefficient dominant d,,.

Donc par somme, | R = 2d,,, X" ™™ 4 (--+) |.
L’égalitée D(X?) = R implique donc d,,, = 2d,,, ¢’est-a-dire d,,, = 0, ce qui est impossible
par définition du coefficient dominant.

Remarque du professeur : il y a aussi une contradiciton sur le degré, car m ne peut pas

valoir n (compensation des coef en X" dans P — Q).
Conclusion : D =0, et donc P = Q.




10.

Comme S, est non vide, on peut considérer I'entier m défini comme étant le plus petit entier
naturel k tel qu’il existe un polynéome de S, de degré k. Par définition de m, il existe M € S,
de degré m, et d’aprés la question 4, il est unique.

P™ est de degré nm, et M™ est de degré mn. Donc ces deux polynémes ont bien méme degré.
De plus, d’aprés la question 1, ils appartiennent & S, ;. On peut donc appliquer le résultat de
la question 4 : ils sont égaux.

Soit A € C. On a les équivalences suivantes :
PA) =0« (PN)"=0« P*"AN) =0 M*"N) =0« (M) =0 M) =0
Cela prouve bien que P et M ont les mémes racines.

Notons Ay, ..., A, les racines de P et M. Il existe donc des entiers ay et [, de N* tels que :

M = ﬁ(X — )k et P= ﬁ(X — )P

k=1
L’égalité M™ = P™ donne donc :

T s

TTx = appmes = T = )

k=1 k=1

Par unicité de la décomposition en produit de polynoémes irréductibles, on a donc pour tout k
que noyg = mpy.

Dot ap = 7, et donc ap < fg, car n < m. Sion note v, = B —ax € N, on a donc
Bk = au + Y&, et on peut écrire :

r

P =X =) = TTX = )™ x JT(X = A

k=1 k=1 k=1
—_———
=M
Donc M divise P.

P(X?*) =P(X +a)P(X +0) (E1)

Comme P et M vérifient I, , on a : M(XQ) — M(X +a)M(X +b) (E»)

Sachant P = M@, l'égalité (E;) donne :
M(X*Q(X?) = M(X +a)Q(X +a) M(X +b)Q(X + )
= M(X + a) (X +0) QX +a)Q(X +b)

=M(X?)d apres (E2)

Dot M(XHQ(X?) = M(XH)Q(X + a)Q(X +b).
Comme M (X?) # 0, cela implique que Q(X?) = Q(X + a)Q(X +b).
() vérifie donc bien E, .

Deux cas sont possibles pour Q).

e 1% cas : (@ est de degré < m. (@ ne peut alors pas étre autre chose qu’un polyndéme
constant, car sinon cela contredirait la définition de M en mettant en évidence un élément

de S, de degré < m. Donc @ est constant, et comme ) # 0, on a (et donc
P = M).



o 2" cas: Q est de degre m. On peut alors appliquer & ) tout ce qu’on a appliqué a P.
Q est de la forme , ot Qy vérifie E,;, et P = M?Q.

De nouveau, une disjonction de cas s’engage sur ()2, qui meéne a :

o 1 cas: @y =1, et donc P = M2,
e 2" cas: @y est de la forme Q = MQs, ot Q3 vérifie E,;, et P = M3Q3, etc.

En itérant ce processus autant de fois qu’il faut pour se retrouver dans le 1°" cas (le degré des

Qy étant strictement décroissant, cela doit arriver), on obtient bien qu’il existe un n € N* tel
que P = M".

Le travail mené depuis la question 6 montre donc que tout polynéme P € S, est de la forme
M?", pour un n € N*,

Réciproquement, comme M € S,p, les polynomes du type M", n € N*, sont bien dans Sy,
d’apreés la question 1.
Conclusion : S,, = {M" | n € N*}.

Exercice 2 1. (a) e Og€ F car (05)® =0g.
e SifgeFet A\ ueR ona

A +1g)® = Af@ + pg®)
= AM—f)+ ( g)car f,g€e E
—(Af + ng)

Conclusions: F' est donc un sous-espace vectoriel.

(b) e L’application D est bien définie de E dans E car si f est C* sur R, alors f’ 'est
aussi.

e Montrons qu’elle est linéaire. Soient f,g € F et A\, u € R, alors
D(Af 4+ ng) = (Af +pg) = A + ng' = AD(f) + nD(g)

donc D est linéaire.

Conclusion: D est donc un endomorphisme de E.
e Vk € N,Vf € E, onaDF(f)= f® par une récurrence évidente sur k.

(c)

Vf € B, (D*+1dg)(f) = D*(f) +1dg(f) = f® + f donc f € ker(D? +1dg) & f € F d'ou
F =%ker(D? +1dg) or D*+1dg € L(E) donc F est un sous-espace vectoriel de F.

2. (a) Soit f7—f'+f = 0une EDL a coefficients constants d’ordre 2. Son équation caractéristique

associée est 22 — z 4+ 1 = 0 de discriminant A = 1 — 4 = —3 = (i1/3)2, ses racines sont
1+iv3 | 1—1iV3
+2Z\/_ et 27/\/_ Les solutions f : R — R de cette EDL sont donc
3 3
T e"/? <A cos <§x> + Bsin (%x))
donc

G ={Af, + Bfs, A, B € R} = Vect(f1, f2)

9



3
fi @ — e*/?cos <§x>
3
fo: x> e*/?sin (%x)
donc G est un sous-ev de F.

Montrons que (f1, f2) est libre. Soit A, As € R tels que A1 f1 + Ao fo = Op, alors
Afi(x) + Aafo(z) = 0,Vz € R

En particulier, on doit avoir

A1=0 ( pour x = 0)
T
A2 fa (ﬁ) = ( pour x = \/lg)
et comme f (% — ¢33 # 0, on a nécessairement A\; = \y = 0 donc (f1, f2) est libre,

c’est bien une base de G.

feEH& (D+Up)(f) =0 f+f=0&f =—Ff

On reconnait une EDL du premier ordre, homogéne et a coefficients constants donc

H = {x = e A€ R} = Vect (f3)

ou f3:x— e * donc H est une droite vectorielle.

(a)

Yoy =Q(D)oP(D)
= (PxQ)(D)=(X*+1)(D) = D> +1dg

ol
PX)=X?-X+1
QX)=X+1
PQ=X*+1=QP

De méme p ot = P(D)oQ(D) = (QP)(D) = D3+ Idg donc
vop=ypoy=D+Idg
Soit f € ker(p), alors ¢(f) = 0g donc ¢ o o(f) = ¥(Op) = Op car ¥ € L(FE) d’oi

Yo o(f) = 0 cest-a-dire (D? +1dg) (f) = 0 d’aprés a), on a donc f € F d’aprés 1c)
d’on ker(yp) C F.

De méme, ker(z)) C F' (car on a aussi ¢ o1 = D3 + Idg) donc ker(ip) et ker(¢) sont deux
sous-ev de E.

Or G = ker(p) car Vf € E, o(f) = D*(f) = D(f) + f = | — f'+ f et H = kex(s) par
définition. D’apreés ce qui précéde, G + H C F.

10



De plus, si f € GN H, alors

(£ 20 =000
=)

doa [ = (f") = (=f) = —f = f. On reporte dans (1): f— (—f)+ f = 0g donc
3f = OE soit f = OE
Jen déduis GNH C {0g} or 0g € GN H (ce sont des ssev de E) d'oa GNH = {0g}.

Conclusion: G @ H C F.

(c) On peut passer par des polynomes: on reprend les notations du a):
¢ =P(D),v=Q(D),A=T(D) ot T(X) = —X +2

or P+(—X+2)Q = X?— X +14(-X+2)(X+1) =3 dou P(D)+T(D)oQ(D) = 3ldp
c’est-a-dire ¢ + A o ¢p = 3ldg.

Conclusion: Idg = % (¢ + Ao ).

Comme au a), on montre que po A = Ao .

(d) soit f dans F.

On a ¥(p(f)) = (D*+1dg)(f) = 0g d’apreés a). Donc ¢(f) € ker(v)).
On a aussi p(A((f))) = Ap(¥(f))) car A et » commutent. Or comme ci-dessus, d’aprés
a), (¥(f))) =0g et A(0g) = 0g car A est linéaire. Donc A o 9(f) € ker(p).

(e)

Soit f € F, f=1dg(f) = 3[(f) + A(W(f))] d'aprés c). Notons h = 3p(f) et g = 3AW(f)).
Alors g € G et h € H d’aprés la question d) et comme f = h + g, on a bien montré I'inclusion

FCH-+G.

y solution de ” y® +¢y=0" @y F

& JA B AER/y a2 <Acos (?m) + Bsin (?m)) + e @
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