Correction du TD n 17

Correction 1 1. Le polynome nul admet o pour racine, ’ensemble F, est donc
non vide. Soient (P,Q) € F?2 et A € R. Montrons que (AP + Q) € F,. On sait
que P et Q admettent o pour racine, on doit montrer que le polynéme AP + Q
s’annule en « ce qui est clair. L’ensemble F,, est donc un sous-espace vectoriel
de R, [X].

2. Sia=p,alors F, = Fg = F, N Fg. Si a # 3, on raisonne par équivalence.
Soit P € R, [X]. Alors :

PeF,NFse Pla)=P(B) =0« (X —a)(X — B) divise P.

Par équivalence, on a montré que F, N Fp est 'ensemble des polynémes divisible
par (X —a)(X = 3).

Correction 2 On remarque que la suite nulle vérifie la relation donc elle appartient
a F ce qui montre que F est non vide. Soient (u,)nen €t (vn)nen deux éléments de
F et A € R. Montrons que (Au,, + vy )nen appartient & F. On a :

3(Aup +vn) + 2n(Mup—1 +vn_1) =X (Bup + 2nuy—1) + (Bup +2nv,-1)

=un41Car (un)ngNGF =vp4rCar ('Un)ngNEF

ainsi, on a

Correction 3 On remarque que la fonction nulle vérifie f(0) = f/(1) = 0 donc elle
appartient & F' ce qui montre que F' est non vide. Soient maintenant f et g deux
éléments de F' et A € R. Montrons que Af + g est un élément de F. On a :

(Af+9)(0) = Af(0) +9(0)
= Ocar f(0)=¢(0)=0

t
‘ AF49)(1) =AF(1)+g(1)
= QOcar f'(1)=¢'(1) =0

On a donc bien Af + g € F, ce qui montre que F' est un sous-espace vectoriel.

Correction 4 On remarque tout d’abord que la fonction nulle s’écrit
x +— axln(z) + bln(z) avec @ = 0 = b donc elle appartient & F qui est donc

non vide.

Soient maintenant f, g deux éléments de F' et A € R. Par définition de F', on sait
qu'il existe (a,b,a’,b’) € R* tel que :

fixzvraxin(z) +bln(x) et g: x> d'zln(z) + 0 In(z).
On a alors, Vz € R :
(A f+g)(x) = MazIn(z)+bIn(z))+a'zIn(z)+b In(x) = (Aa + @) z In(x)+(Ab+") In(z).

Comme (Aa + a’) et (Ab+ ') sont deux réels, \f + g est bien de la forme souhaitée
donc elle appartient & F'. Ce dernier est bien un sous-espace vectoriel de F.

Correction 5 On a ANB C A et A C vect(A) donc AN B C Vect(A).
De méme, AN B C B et B C vect(B) donc AN B C Vect(B). On a alors
AN B C vect(A) Nvect(B). Comme vect(A) Nvect(B) est un espace vectoriel qui
contient AN B, on a vect(A N B) C vect(A) Nvect(B).

Montrons qu’il n’y a, en général, pas égalité. Soient A = {X}, B = {2X}, alors
AN B =0 donc vect(AN B) = {0} mais vect(A) = vect(B) = vect(X) ce qui montre
que l'inclusion est stricte.

Correction 6 1. On alinclusion (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H). En effet, si
xe(FNG)+ (FNH),alorsx=a+bavecac (FNG)etbe (FNH). Ona
a€eGetbe Hdonca+be G+ H. On aégalement a € F et b € F et comme
F est un ssev, a + b € F d’ou l'inclusion.

Remarque: linclusion est stricte. Prenons par exemple F = Vect(1 + X),
G = Vect(1), H = Vect(X). Alors FNG = FN H = {0} mais G + H = Ry [X]
donc FN(G+H)=F.

2. On alinclusion F+(GNH) C (F+G)N(F+ H) En effet, siz € F+ (GNH),
alorsz =a+bavecac Fetbe GNH. Onabe Gdonca+be F+G. On a
également b € H donc a+ b € F'+ H d’ou l'inclusion.

Remarque: l'inclusion est stricte. On reprend le méme exemple, on a FN(G+
H)y=F=Vect(1+X), FNnG=FnNH = {0} donc (FNG)+ (FNH)={0}.

3. On applique la premiére inclusion & F,G et F'N H. On obtient :
(FNG@)+(FN(FNH)CFN(G+FNH),

donc
(FNG)+(FNH)CFN(G+FnH).



On montre ensuite directement la deuxiéme inclusion. Soit © € FN(G+FNH),
alorst=a+bavecx e F,acGetbe FNH. Onaa=xz—b€ F car F est
un ssev donc a € FFNG. On en déduit que x € (FNG) + (FN H). On a bien
légalité

Correction 7 Montrons, par analyse/synthése, que toute fonction continue s’écrit
comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Analyse :Soit h € C}(R). On suppose qu'il existe (f,g) € F x G tel que h = f + g.
On sait qu’il existe (a,b) € R, Vz € R, g(z) = az +b. On a donc :

Vr € R, h(x) = f(z) + ax + .

Cela implique, d’une part, h(0) = b et, d’autre part, par linéarité de l'intégrale :

1 1 1
/Oh(t)dtz /O F(t)dt +/O (at + b) dt.
——

=0 car fer

1 1
On a donc / h(t)dt = g tbdona=2 (/ h(t) dt> — 2h(0).
0 0
1

Syntheése :Soit h € C1(R). Posons b = h(0), a = 2 (/
0
et f = h — g. Montrons que :

h(t) dt) —2h(0), g : x — ax+b

e fEF,
e ge(Get
e h=f+y.

Les deux derniers points sont clairs, montrons le premier:

/Olf(t)dt:/Olh(t)—g(t)dtz/Olh(t)dt—/ol(at—i—b)dt:/Olh(t)dt_g_b,

1

Par définition de a et b, on a bien | f(¢)dt =0 donc f € F. Par analyse/synthése,

0
on a montré que toute fonction continue f s’écrit comme la somme d’un élément de
F et d’'un élément de G. De plus, d’aprés la phase d’analyse, on a montré que cette
écriture est unique ce qui montre l'inclusion C!(R) C F & G d’ou 'égalité.

Correction 8 Soit P un élément de l'intersection. Alors P = \(X?+2) et P'(1) =
0. On a P'(1) =3X donc A =0 et P = 0. L’inclusion {0} C F' étant toujours vraie,
la somme est bien directe.

Correction 9
Analyse :Soit h € C1(R). On suppose qu'’il existe (f,g) € F x G, h = f+g. 1l existe
alors (a,b,c) € R3, Vz € R, g(z) = az? + bx + ¢ d’ot :

Vo € R,h(z) = f(z) + az® + bz + c.

Ona:

e h(0) = f(0)+c=ccar f(0)=0.

e W/(0)=f'(0)+b=bcar f/(0)=0et

e h(l)=f(1)4+a+b+c=a+b+ccar f(1)=0.
On en déduit que a = h(1) — h(0) — 1'(0), b = 1/ (0) et ¢ = h(0).
Synthése :Soit h € C}(R). Posons a = h(1) — h(0) — K/(0), b =
g:x— azx?+br+cet f=h—g. Montrons que :

o fEF,

e geGet

e f+g=nh

Les deux derniers points sont clairs. En utilisant la phase d’analyse, on montre
facilement que f(0) = 0 = f'(0) = f(1) donc f € F. On a montré que tout
élément de C!(R) s’écrit comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G.
De plus, l'unicité de I’écriture a été montrée dans la phase d’analyse. Ainsi, on a
CYR) C F & G d’ou légalite.

Correction 10 On raisonne par analyse/synthése.

Analyse :Soit f € C(R). Supposons qu’il existe (g,h) telles que f = o+ h avec «
1
h(t)dt = 0.

0
Intégrons I’égalité f = o+ h entre 0 et 1. Par linéarité de l'intégrale, on a :

/Olf(t)dt _/Oladt;r/olh(t)dt

/Oh(t)dt—()

constante et

= Qacar

1
On a donc a = / f@t)dte.
0

1
Synthése :Soit f € C(R). Posons « = / f(®)dt et h=f — a. On a alors
0



e « est une fonction constante,
1 1
) / h(t)dt = / (f(t) — ) dt = 0 par linéarité de l'intégrale.
0 0

o f =+ h par définition de h.

On a montré que toute fonction continue s’écrit comme la somme d’une fonction con-
stante et d’une fonction dont l'intégrale entre 0 et 1 est nulle. L’unicité de I’écriture
a été montrée dans la phase d’analyse. Les deux espaces sont bien supplémentaires
dans C(R).

Correction 11 On se donne une fonction h quelconque de C'(R). Que faut-il lui
soustraire pour qu’elle appartienne & F? 1l est clair que « — h(z) — (h(0) + A/(0))
appartient & F'. Si on pose G ’ensemble des fonctions constantes, on vient de montrer
que tout élément h de C'(R) s’écrit :

((h(0) +1'(0)) +

cFr

h=h-— (h(0) + 1'(0)),

eG

ce qui montre 1’égalité C*(R) = F+G. Comme il est clair que F' et G sont en somme
directe (ils n’ont que la fonction nulle en commun et Pautre inclusion étant toujours
vraie, on a bien F'N G = {0}), G est bien un supplémentaire de F' dans C*(R).

Correction 12 On se donne une fonction h quelconque de C!(R). Il est clair que
x +— h(z) — (h(0)) s’annule en 0 et la dérivée de = — h(x) — xh’(0) s’annule en 0.
Ainsi, la fonction = — h(z) — h(0) — xh’(0) appartient & F. Si on pose G ’ensemble
des fonctions affines, on vient de montrer que tout élément h de C!(R) s’écrit :

((h(0) + R’(0)) + (R(0) + zh/(0)),

er eqG

h=h-—

ce qui montre 1'égalité C!(R) = F +G. Montrons que F et G sont en somme directe.
Soit donc f € F N G. Alors, il existe (a,b) € R?, f(x) = ax +b. On a, de plus,
f(0O)=0=0bet f/(0) =0=0bdou f=0.Lautre inclusion étant toujours vraie, on
a bien FNG = {0}. La somme est directe, ainsi G est bien un supplémentaire de F
dans C!(R).

Correction 13 Notons F l’ensemble des suites (un)nen telles que us = 0. Soit
(un)nen une suite quelconque, alors :

— u3)nen +(U3)nen.

er

(un)nGN = (un

On a montré que toute suite s’écrit comme la somme d’un élément de F et un
élément de ’ensemble GG des suites constantes. Il est clair que I’ensemble des suites

constantes est en somme directe avec F (ils n’ont que la suite nulle en commun
et lautre inclusion étant toujours vraie, on a bien FF NG = {0}) donc c’est un
supplémentaire de F' dans ’ensemble des suites.

Correction 14 1. Tl est clair que F' contient la fonction nulle donc il est non-vide.
Soient (f,g) € F? et A € R. Montrons que A\f + g€ F. On a :

Af+9)(0) + (A +9)(1)
= Af(l) 9(1) +A£(0) +9(0)
= A0+ (1) + (9(0) + 9(1))
= X0+ Ocar f(0)+ f(1)=0et g(0)+g(1) =0

L’ensemble F' est bien un sous-espace vectoriel.

Analyse :Soit f une fonction de R dans R. On cherche un réel a tel que f—«a € F.
On a:

(f =)(0) = f(0) —avet (f —a)(1) = fF(1) =,

f(0) + f(1)
TR

donc :
f-acFs fO0)+f(1)-2a=0ca=

Synthése :Soit f une fonction de R dans R. On écrit :

J= (M)+<f_f(0>;rf(1)>'

er

Notons G ’ensemble des fonctions constantes. On a montré que toute fonction
f de R dans R s’écrit comme la somme d’un élément de G et d’un élément de
F. De plus, d’aprés la phase d’analyse, la fonction constante est unique donc
I’écriture aussi ce qui montre que F et GG sont en somme directe. On a donc
F(R,R) C F & G d’ou I’égalité ce qui montre qu’un supplémentaire de F' dans
F(R,R) est 'ensemble des fonctions constantes.

Correction 15 Soit P € R[X].
(X —-2):

NQ, R) € RIX] x Ry[X], P(X)= (X —1)(X —

Faisons la division euclidienne de P par (X —

2)Q(X) + R(X).

On a donc :
PX)=(X-1)(X-2)Q(X)+ R(X).
——
eF €Ry[X]

On a montré que tout élément de R[X] s’écrit comme la somme d’un élément de F
et d’un élément de R;[X]. De plus, par unicité de la division euclidienne, I’écriture
est unique donc Ry [X] est bien un supplémentaire de F' dans R[X].



Correction 16 On remarque tout d’abord que A € F ce qui montre que F est
non vide. Soient maintenant (P, P;) € F et A € R. Alors A divise P; donc AP; et
A divise P>. On en déduit que A divise AP; + P donc APy + P> € F ce qui montre
que F est stable par combinaison linéaire. On en déduit que F' est un sous-espace
vectoriel de R[X].

Soit maintenant P € R[X] alors, il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? avec
deg(R) < 2 tel que :
P=AQ +R.
Le polynome AQ est un élément de F', on donc montré qu’un polynéme P de R[X]

s’écrit, de maniére unique, comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de
R3[X]. On en déduit que Ro[X] est un supplémentaire de F dans R[X].

Correction 17 Soient aq, s, iz, g quatre réels tels que o f1+as fotas fstay fq =
0. On a donc :

Vr € R, aycosx + asxrcose + agsinz + agrsinz = 0.

Pour z = 0, on obtient a; = 0. On pose ensuite x = 7, ce qui donne was = 0

T 3 T
donc ag = 0. On évalue ensuite en x = 3 et x = - on obtient ag + 50(4 =0et

3 .. . . .
—ag — ?oa; =0 ce qui implique a3z = a4 = 0 et la famille est par conséquent libre.

Correction 18 Soient ), p,v trois réels tels que la suite (A + un? + v2"),cn soit
nulle et montrons que A =y =v = 0. Pour tout n € N, on a :

A+ pun?® + 12" =0

On a donc, pour n = 0,1 et 2,

A+rv=0 A=—v
Ad+pu+2v=0 &< p=2A
A44p+4v =0 A=0

d’ott A = = v = 0 et la famille est bien libre.

Correction 19 Soient «, 3, trois réels tels que a(z+y) +B(y+2) +v(z+x) =0,
on a alors :

(a+y)z+ (a+By+(B+7)z=0

et comme la famille (z,y, ) est libre, on a a++v =a+ S = B+~ = 0 ce qui impose
o= /B = ’)/ = 0.

1. Soit (a,b,c) € R3. On raisonne par équivalence :
o

Par équivalence, on a montré: F; = Vect(—5,1,3) donc F} est un sous-espace
vectoriel de R3 et le vecteur (—5,1,3) est une famille génératrice de F;.

Correction 20

3b—c = 0
da+5c = 0

a+2b+c = 0
2a+b+3c = 0

(a,b,c) e i & {
& (a,b,c) = g(f5,1,3).

2. Soit (a,b,c,d) € R%. On raisonne par équivalence :

(a,b,e,d) e F < a+3b—c=d

< (a,b,¢,d) = a(1,0,0,1) + b(0,1,0,3) + ¢(0,0,1, —1).

Par équivalence, on a montré F» = Vect (1,0,0,1),(0,1,0,3),(0,0,1,—1)) donc
F, est un sous-espace vectoriel de R* et une famille génératrice de F, est
((17 07 07 1)7 (07 17 07 3)7 (07 07 17 _1))

3. Soit P € R3[X]. On raisonne par équivalence :
Pc F3 & P(X?) = (X3 4+ 1)P(X).
On écrit P(X) = aX?+ bX? + cX +d avec (a,b,c,d) € R, on a alors

PelF ©aX®+bX*+ceX?2+d=(X3+1)(aX?+bX2+cX +d)

< aX +bX* +cX?+d
=aX®+bX5+ X+ (a+d) X3+ X% +cX +d

b = 0
& b = ¢
a+d = 0

Sb=c=0eta=—d
& P=a(X3-1)

On a montré, par équivalence, F3 = Vect(X? — 1) ce qui montre que F3 est un
sous-espace vectoriel de R3[X] et il est donc engendré par X3 — 1.

4
Correction 21 Soit (A1,..., ) € R* tel que la fonction Z Ak fx soit nulle. Mon-

k=1
trons que tous ces réels sont nuls.

n
On pose g(z) = Z A cos(kzx). Cette fonction étant nulle, on a :
k=1



Les égalités précédentes donnent le systéme suivant :

A +Ao +A3 +M\ =0
S VS

-2 +A4 = 0
1/\ 1/\ A 19 0
51 572 3 —3M

1
On fait Ly < L1+ Lo et Ly <+ Ly + §L1, on obtient le systéme équivalent suivant :

A1 A A3 4N\ = 0
2o +2\s = O
Ao +Xs = 0
A1 —A3 = 0

On en déduit que Vi € [1,4], A; = 0 donc la famille est libre.

Correction 22 On sait que pour tout = € F, il existe A, réel tel que f(z) = A\ x.
Montrons que A, ne dépend pas de z. Soient x € E non nul et a un réel, alors
flaz) = Apzax et comme f est linéaire, f(ax) = af(x) = al;x donc, comme
x # 0g, Ay = Aag; autrement dit, A\, = Ay, Yy € vect(z).

Soit maintenant y ¢ vect(x), alors la famille (x,y) est libre. On a :

f($+y):/\:E-l-y(z"'y):f($)+f(y):/\wx+)‘yy

d’ou :

()‘Hy —A)T + ()‘z+y - )‘y)y =0
et la famille étant libre, on a Ay — Ay1y = 0 = Ay — Az4, ce qui montre que, pour
tout y ¢ vect(z), Ay = A,. On a montré, par disjonction de cas, que :

Vye E, Az =)y

donc A\, ne dépend pas de z et f est donc bien une homothétie.

n—1
s An—1) tel que Z Aifi(xo) = Op.
i=0
fn1 aTégalité, on obtient \of" !(zg) = O car pour tout k >
fF(x0) = 0. On a supposé f"~1(xq) # 0, on a donc \g = 0.

n—1

Correction 23 Soit (Mg, A1, ... On applique

n, f* =0g(p) donc

L’égalité devient Z Aif'(wo) = 0g. On applique maintenant f"~2 & I’égalité et
i=1
on obtient A; f"~1(x¢) = 0 donc A\; = 0. En itérant le procédé, on montre que tous
les coefficients sont nuls donc la famille est libre.

Correction 24 1. non car ¢1(2,2) =4 =4p1(1,1) # 2p1(1,1) =2

2. non car ¢2(0) =1 #0.

3. non car @3(f) + @3(—f) = (0,2[f(1)]) # (0,0).
4. Soit (P,Q) € K[X]?et A€ K. On a:

es(AP+Q) = (AP+Q)(0)+
= AP(0) + Q(0) +
= AP(0) +Q(0) + AP'(1) +
= A (P(0) + P'(1)) +

=4 (P)

= Apa(P) + ¢a(Q)

+(A\P+Q) (1)

+ (P +Q')(1)
Q'(1)
(Q(0) +Q'1))

=p4(Q)

donc ¢4 est bien linéaire.
5. non car ¢5(2) =4 # 2p5(1) = 2.
6. Soit (f,g9) € C(R)?et A€ R. On a:

w6 (Af +9)
1
1) [ 0w + o)
1

=Af(z)+9()(/f / )

par linéarité de l'intégrale

() o s
(00 frosd ()" a0

=p6(f)
= Aps(f) + w6(9)

C(R)>et A€R. On a:

=p6(g)

7. Soit (f,g) €

05 +9) =749 (3) + 07 +0)6)
=\f Z +g g +Af(5) +9(5)

A (1(3)+0)+ (s (3) +o0)

=p7(f)
= Ap7(f) + »7(9)

w7(9)



8.

L’application 7 est donc linéaire.
Soit (f,g) € C(R)? et A € R. Alors pg(\f + g) est 'application qui a t associe

(Af+9))
1+¢2

On a donc, pour tout ¢t € R,

os(\f+g)(t) = (Mii_fg(t)

() +g(t)

R

LS
1+ 1422
—— ——
—es () =ps(9)(®)

= Aps(f)(t) + s(9)(t)

Ainsi, les fonctions pg(Af + g) et Aps(f) + ps(g) prennent les mémes valeurs
en tout t réel, elles sont donc égales, ce qui montre que g est linéaire.

Correction 25 On note @; 'application linéaire de la question i.

1.

non car ¢1(2) = 8 # 2p1(1).

non car 2(0) # 0.

non car pz(—1) 4+ p3(1) # 0.

Soit X = (x,y) et Y = (2/,y’) deux éléments de R? et A € R, on a :

pa(AX +Y)

v Az + 2",y +v)

3Az+2)+50N\y+y)

A (3z + by) + (32" + 5y')
(A7

=pa(z,y) =pa(z’,y’)

= Apa(X) + pa(Y)

L’application ¢, est linéaire. On a Imy,; C R et Vo € R, le vecteur (g, 0) est

un antécédent de x donc on a 'autre inclusion R C Imgp, d’ou ’égalité.

On cherche maintenant & déterminer le noyau. Soit X = (z,y) € R% On

raisonne par équivalence :

X e Ker(ps) < pa(r,y) =0

< 3x+5y=0
& 3x = —by

3

3
X=z(1,-%
o ( 5)

& X € Vect (1, —%)
< X € Vect (5, —3)

Par équivalence, on a montré Ker(p4) = Vect (5,—3).

- non car <P5(_15 _1) = <P5(15 1) # _505(17 1)
. non car pg(3,3) # 3ps(1, 1) puisque 'image du sinus est [—1,1].
. Soit X = (z,y) et Y = (2/,y') deux éléments de R?2 et A € R, on a :

prAX +Y) =pr(Az+2', 2y +9)
=(-Qz+2"), \y+vy)
=(-Az -2, Ay +v)
=\ (—Jf,y) + (_:I:/ay/)
—_ Y
=pr(zy)  =pr(z’y)

= Ap7(X) + ¢7(Y)

I’application o7 est donc linéaire. On a Imp,; C R2. De plus, si on prend (z,y) €
R?, alors (x,y) = p7(—=,y) donc tout élément de R? admet un antécédent par
7 ce qui montre ’autre inclusion et donc ’égalité.

Soit X = (x,y) € R2, alors X € Ker(¢7) & ¢7(z,y) = (0,0) & (—z,y) =
(0,0) & z =y = 0. Par équivalence, on a montré ker(¢7) = {(0,0)}.

. L’application est linéaire par linéarité de la dérivation. Toute fonction continue

admet une primitive donc ’application est surjective et son image est donc
I’ensemble des fonctions continues. Le noyau est I’ensemble des fonctions dont
la dérivée est nulle c’est-a-dire I’ensemble des fonctions constantes.

9. Soit = et y deux réels et A un réel. On a

Az +y

oAz +y) = <2()\x+y)a 7\/5()\:5—1—9))
=\ (2z, %,x\/ﬁ)—k (Zy, y,\/iy)

™

wo(x)
= Apo() + ¢o(y)-



10.

11.

12.

1
L’application est linéaire. On a Impg C vect (2, -, \/§> et tout élément de
1
Vectvect (2, -, \/§> s’écrit (2a V2 a) donc admet pour antécédent le réel a.
™

On cherche a déterminer les éléments qui s’envoient sur (0,0,0). Il est clair que
seul le réel 0 s’envoie sur (0,0,0) donc Ker(yg) = {0}.

Soit = et y deux réels et A un réel. On a :

@10()\1‘ + y) =In 3()\1‘+y)\/§>
—1In 3>\x\/§+y\/§)

= In (32*V2.3vV2
—In 3”«”) +ln (3@/”)

(( ))+1n(3vf)
() (o)

—9910(90) —%910(.7!)
= Apio(z) + ¢i0(y)

donc Iapplication ;o est linéaire. On a In(37V2) = £1/2In(3). Etant donné

_Yy
V21n(3)

surjective et I'image est donc égale & R.

un réel y, on a x = un antécédent de y par ¢19, 'application est donc

On a ¢ip(z) = 0 < 2v/21n(3) = 0 < = = 0 donc le noyau est {0}.
non car ©11(0,1) + ¢11(1,0) =0+ 0 # p11(1,1) = =

L’application est linéaire par linéarité de I'intégrale. L’image est {x +— de " A €
R}. En effet, on a clairement

Im(p12) C {z — Ae ", A € R}

car / f(t)dt est un réel. Pour l'inclusion réciproque, on se donne une fonction
0

de la forme z — e~ * . Alors, ’application constante égale & A est un antécédent
de la fonction par ¢15 donc cette fonction appartient bien a I’image ce qui montre
I'inclusion réciproque et donc 1’égalité.

Pour déterminer le noyau, on se donne f € C(R) et on raisonne par équivalence.
feKer(pi2) < ¢12(f) =0 (la fonction nulle)
S VreR e / ft)dt=0

& / f(t)dt = 0 car 'exponentielle ne s’annule pas

ainsi le noyau est ’ensemble {f € C(R fo

13. Elle n’est pas linéaire car ¢i13(1,0) + ¢14(0,1) = (1,0) + (0,1) # ¢14(1,1) =
(% %)

14. non elle n’est pas linéaire car si on note f; : t — 1 —t et fo : t — ¢, on a
e16(f1) = 1 = ¢16(f2) mais p1a(f1 + f2) = 1 # ¢16(f1) + ¢16(f2)-

15. Le plus simple est de résoudre le systéme. On trouve que l'unique so-

-2
lution est _xl—;y, %) L’application associe donc & (z,y) le couple
-2
i y, yo = , elle est linéaire.
12 4

Le systéme étant inversible, ’application est bijective (sa bijection réciproque
vaut (u,v) — (3u —v,6u + 2v). On en déduit que I'unique antécédent de (0,0)
est (0,0) donc oui, ker 17 = {(0,0)} et, comme elle est surjective, Imyp5 = R?.

16. non elle n’est pas linéaire car si on prend la fonction constante f = 1, on a

p19(—f) = In(2) = p19(f) donc @16(—f) # —p19(f)-

17. La linéarité se montre comme pour e de l'ex1, le noyau est ’ensemble des
fonctions telles que f'(1/2)+ fo t)dt = 0, 'image est R car tout réel A admet
pour antécédent la fonction constante égale a .

Correction 26 Montrons que l’application est linéaire.  Soient Pj, P, deux
polynomes et A € R, alors :

f(/\P1+P2) = (/\P1+P2)—X(/\P1+P2)/ = )\(Pl —XP{)+(P2—XP2/) = /\f(P1)+f(P2)
L’application f est bien linéaire.

Déterminons son noyau. Soit P € R[X], alors P(X) = Y;_,ar X" avec n € N.
On raisonne par équivalence :

PeKer(f) & f(P) =0 P=XP <> aX"=> kaX".
k=0



Par unicité des coefficients, on a :
f(P)=0&ay=0etVk=1...n,ax = kay,
d’ott :
Vk € [0,n],k # 1, a = 0.
Par équivalence, on a montré : Ker f = vect(X).

n
Déterminons 'image de f. Soit Q € R[X], alors Q = Zkak avec n € N. On
k=0
raisonne par équivalence :

QeIm(f) < 3IPeRX] f(P)=Q
<3P => aXk f(P)=Q.
k=0
Ona f(P) = Zaka - Zkaka = Z (1 — k)arpX*. On en déduit que :
k=0 k=0 k=0
QeIm(f) & Ja, € R,k € [0,n], (1 — k)a, = by

< b =0

n
Un polynéme de Im f est donc de la forme ag + Z ap X*, l'image est donc engen-
k=2
drée par 1, X2, X3, .. ..

Correction 27 Soit P,Q € R,[X]? et A\ € R alors :

fOP+Q) =AP+Q) - XAP+Q) — (AP +Q)(0)
=(AP+Q)— X(AP' 4+ Q") — (AP(0) +Q(0))
=ANP—-XP' —P(0) +(Q - XQ —Q(0))

A (P)+ f(Q)

et I’application est linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P € R,[X]. On raisonne par équivalence :

PeXKer(f) e f(P)=0=P—XP — P(0).

On écrit P = Y apX*, alors P’ = Y kapX*!. On a donc :
k=0 k=1

F(p)= Zaka h szaka_l — Qo = Zaka — Zkaka —ap
k=0 k=1 k—0 st

On le réécrit en enlevant le premier terme de la premiére somme:

n

f(P) :a0+ZQka —Zkaka — ap :Z(l—k)aka
k=1 k=1

k=1

Ainsi, on a, par unicité des coefficients :

1—k)apX* < ar=0Vk=2---no P=0aX +ao.

NE

P eKer(f) &

>
Il

1

Par équivalence, on a montré que le noyau est Ker f = Ry [X].

Déterminons I'image. On cherche les polyndémes () possédant un antécédent.
D’aprés le travail déja effectué, on sait que :

n

QeIm(f) « 3(ar, -+ ,a,) ER", > (1-k)apX* = Q.
k=1

. De tels réels existent & la condition que @) n’ait pas de coefficient constant et le
coefficient devant son terme de degré 1 soit nul. Ainsi :

Imf ={Q € R,[X],Q(0) = 0= Q'(0)}.
L’application n’est ni injective, ni surjective, elle n’est pas bijective.

Correction 28 L’application est clairement linéaire par linéarité de 'intégrale.
Déterminons son noyau, soit P = a2 X? + a1 X + ag € Rp[X]. On raisonne par
équivalence :

1 1
P e Ker(f) @f(P)zO@/ P(t)dt:O@)/ (agt? + a1t + ag) dt = 0
0 0

ag a1
= 4 = =0
& 3 + 5 + ap

Le noyau est donc l’ensemble {a2X2 + a1 X + ag € Ry[X], a_32 + “u +ap = 0}.

2
Déterminons 'image, soit a € R, alors il est clair que le polynéme constant P = a a
pour image a, par conséquent, tout réel posséde un antécédent par f et 'image est

donc R.

Correction 29 C’est une application linéaire et son noyau est I’ensemble des ma-
trices de trace nulle.

Cherchons a déterminer une famille génératrice de Ker (Tr). Pour cela, on se donne
M € M,(K) et on raisonne par équivalence. On note M = (ai;)1<ij,<n- On peut

aussi écrire
M = E a; j Ez js

1<i,j<n



ou E;; désigne la matrice de M, (K) avec des zéros partout sauf le coefficient d’indice
(,7) qui vaut 1.
On a

M € Ker(Tr)

s M= Z aZ]EZ] Z aii Enn
1<ij<n Pl
(4,5)#(n,n)
on a remplacé a,n par son expression
@ M - a’lj Elj + Z a’ll (1 Z a’ll nn
1<i j<n
i
(on coupe la somme pour faire apparaitre les termes diagonaux
n—1
=M= 3 a;Ej;+ Z aii (Bii — Enn)
1<ij<n ]
i#£] ) )
& M e Vect ({E; ;,i# jYU{Eiy — Enn})

Par équivalence, on a montré que Ker(Tr) est engendré par la famille
(E;ij,t# j, Eiyi — Eny) . De plus, cette famille est une base car les coefficients qui
apparaissent dans la combinaison linéaire sont uniques (ce sont les coefficients de la
matrice). On peut donc affirmer que la dimension de Ker (Tr) est n? — 1.
En effet, il y a n2 — n termes dans la premiére somme et n — 1 dans la deuxiéme.
L’image de Tr est un ssev de R. On sait que Im(Tr) # {0} (car, par exemple,

Tr(I,) = n) donc il n’est pas réduit & 0. Comme R est de dimension 1, il y a
nécessairement égalité, cela implique Im(Tr) = R et Im(Tr) est donc de dimension
1.

Correction 30 1l est clair que 'application est linéaire. Soit maintenant @ =
> o b X P, existe-t-il P =>",_;ap X" tel que P — P’ = Q? Nous allons chercher
4 exprimer les coefficients ax de P en fonction des coefficients by de @. On a :

P—P =30 _japXF =31 kapXt!

=a, X"+ Zk O(ak — (k + 1)ak+1)X’“.

Ainsi,

a, = b, et ap — (k—l— 1)ak+1 =b,,Vk=0...
Onaa, =b, et b,_1 = a,—1 — na, donc a,—1 = b,_1 + nb,.
ap—2 — (n—1)ap—1 =bp_2 et ap—1 — na, = b,_1 donc

n—1

Par ailleurs, on a

ap—2—(n—1apn—1+ n—1ap—1—nn—1)a, =bp_2— (n— 1)by_1

ou encore, a9 = bp—o + (n — 1)b,—1 + n(n — 1)b,. Par récurrence descendante, on

montre que :

(n—k+1)!

an—k = bp—p+(n—k+1)bn_p41+.. . +n(n—1).. (n—k)!

(TL k—'—l bn k+i

k
i=
n

On a montré que pour tout polynoéme @ = Z b X*, il existe un unique polynome
k=0

n
= Z%X k tel que P — P’ = Q. L’application est donc bijective et sa ré-

k=0
n n
ciproque est l'application qui envoie le polynome Y bpX* sur Y ap X%, avec
k=0 k=0
k (k4 )]
ap = L by
2 TR ke

Correction 31 Soient (Pp, P;) € R[X]? et A € R. Alors :

90(>\Pl—|—P2) :(>\P1—|—P2)—|—(AP1—|—P2)/
= (AP1 + P») + (AP} + Pj)par linéarité de la dérivation
=P+ P))+ (P, + Pj)
= Ap(P1) + ()
L’application est bien linéaire.

n
Soit maintenant P = Z b X", existe-t-il Q = Z ar X" tel que Q + Q'
k=0 k=0
n
= kap Xt
k=0

= i kaka_l

n—1
= Z (J+ Daj X7
§=0
Comme j est une variable muette, on peut écrire :

= P? Siun

tel @ existe, on a :

3
|
-

(k + Dap1 X* + Z ap X"
0 k=0

Z ar + (k + Dagy ) X"
k=0

Q'(X)+Q(X) =

=
Il

L’égalitée Q' + Q = P est équivalente, en identifiant les coefficients, & a, = b, et
Vk € [[O,n — 1]]ak + (k+ 1)ak+1 = bg.



Le polynéme P admet donc un antécédent par ¢ si le systéme suivant, d’inconnues

(ag, ..., ay), admet une solution :
ag a1 = bo
a1 +2as = by
p—1 +na, = by
a, = by,

Le systéme est échelonné et ses pivots sont non nuls, il admet donc une unique
solution. Cela montre que P admet un unique antécédent ) donc I’application ¢ est
bijective.

Correction 32 Injectivité : Les éléments du noyau sont les fonctions f telles que
f+ f =0. On a, par exemple, z — e~* donc le noyau n’est pas réduit a Og et
I’application n’est pas injective.
Surjectivité: Soit g € F, existe-t-il f € E telle que f + f' = ¢? Un antécédent de
g est une solution de ’équation différentielle y' +y = ¢g. On la résout en utilisant
la méthode de la variation de la constante. On cherche donc une solution sous la
forme z +— A(z)e™®. En injectant dans 1’équation, on doit avoir X (x)e™* = g(x)
c’est-a-dire ' (z) = e*g(x).

La fonction x — e®g(z) est continue, elle admet donc une primitive h. La fonction
x +— h(z)e™* est alors une solution de ’équation différentielle donc un antécédent

de g par ¢.
Correction 33 On écrit :
(idg + f+ 2 +...+ 1) (idg — f) = idg — [

Comme f" = 0(g), Vapplication h = idg + f + f*>+ ... 4+ f*~! vérifie ho g = idp.
Il est clair qu’on a également g o h = idg donc g est bijective et son inverse est h.

Correction 384 1. On a fo (—f) = idg, f est donc un automorphisme (et son
inverse et —f).

2. On suppose qu’il existe (A, 1) € R? tel que \a + puf(a) = 0g. En appliquant f
qui est linéaire, on obtient Af(a) — pa = 0. On a donc

Na=-Auf(a) = —pAf(a)

On a donc (A2 + p?)a = 0p. Comme a # Og, on a A2 + p? =0 donc A = p =0
et la famille est bien libre.

= = _I’L2a“

3. 11 suffit de montrer qu’une base de G, est stable par f, on aura alors la stabilité
de G, par linéarité de f.

D’apreés la question précédente, (a, f(a)) est libre, c’est donc une base de G,,.

10

e fla) € Ga
o f(f(a))
donc Vz € {a, f(a)}, f(x) € G4. On en déduit que G, est stable par f.

—a € G,

4. Soit F un ssev contenant a et stable par f. On a donc f(a) € F donc la famille
(a, f(a)) appartient & F. On en déduit, comme c’est un ssev, qu’il contient G,.

5. On prend f : (z,y) — (—y,z). On a alors f?(x,y) = f(~y,z) = (—z,—y)
—(z,y) donc f2 = —idg=.

Correction 35 On commence par regarder la linéarité. Soit f,h deux fonctions
continues et A € R, alors ¢(Af + h) est définie par

Wz € R, o(\f + h)(z) = /Owt (F(t) + h(t)) dt = )\/Owtf(t) di + /Omtg(t) dr.

Ainsi, pour tout x € R, o(Af + h)(z) = Ae(f)(x) + ¢(h)(z) donc @(Af + h)
Xp(f) + ¢(h). On en déduit que ¢ est linéaire.

Par ailleurs, la fonction o(f) est dérivable, elle est donc continue sur R donc ¢ est
bien un endomorphisme de F.

Pour savoir s’il est injectif, on regarde son noyau. Soit f € E telle que ¢(f) = 0.
Alors

v € R,/ LF(E) dE = 0,
0

Notons F' une primitive de ¢ — ¢f(¢). On a donc

Vz e R, F(z) — F(0) =0,
donc F' est constante. Comme elle est dérivable, on en déduit que pour tout = € R,
F'(x) = 0 donc zf(x) = 0. On obtient Vo € R*, f(z) = 0 et comme f est continue,
elle est nulle sur tout R. On a montré que le noyau de ¢ est réduit a la fonction
nulle donc ¢ est injective.

Elle ne peut pas étre surjective car 'image de ¢ est inclus dans I’ensemble des
fonctions dérivables (et pas seulement continues). Si on suppose, par exemple, que
la valeur absolue admet un antécédent f par ¢, on a

YV € R,/ tf(t)dt = |z|.
0

“ f(t)dt
0

||

1
Or, lim — = ¢(f)'(x) = 0.£(0)0. Pourtant, — n’admet pas de limite en



Correction 36 1. Soit (un)nen et (Un)nen deux suites complexes et A € C. Alors

((Aun + Un)nGN)

Mipg1 + Ung1) — (Au, + Un))neN
(un+1 - un) + (Un+1 - U"))nGN
(un-l-l - un)nEN + (Un-l-l - vn)nEN
©((un)nen) + @((vn)nen)

|
=€

' ()‘(Un)neN + (vn)nEN)

I
>y~

On a donc bien ¢ linéaire.

2. Soit (uy)nen € CN. On raisonne par équivalence

(un)nen € kerp & P((Un)nen) = (0)nen
- (Un+1 - un)nGN = (O)HGN
S VneNuppr —u, =0
SVneNu,p1 =uy,

On en déduit que ker(¢) = { suites constantes}.

3. Soit (vn)nen, on cherche (un)nen telle (upy1 — Un),cy = (Un)nen-
n—1
On pose ug = 0 et u,, = ka. Alors o((un)nen) = (Unt1 — Un), ey Pour

k=0
n = 0, on obtient u; — uy = u; = vg et pour n > 1, up 1 — Uy = vy, on a donc

bien trouvé un antécédent de (v,)nen par o, lapplication est bien surjective.
L’application n’est pas un automorphisme puisqu’elle n’est pas injective (noyau
non réduit au vecteur nul).

Correction 837 1. On doit montrer que ¢, est linéaire. On se donne donc deux
polynémes P et @) de R[X] et un scalaire A € R. On veut montrer que

Pa(AP + Q) = Apa(P) + ¢a(Q)-
On a:
=(X2-1D)(A\P+Q)(X)—aX(A\P+Q)
=(X?2-1) (AP + Q) (X)—aX(A\P+Q)
=AXZ2-1)P +(X?-1)Q — aXP —aXQ
=A((X*-1)P' —aXP)+ ((X* -1)Q" — aXQ)

wa(AP + Q)

=¢a(P)
= Apa(P) + ¢a(Q)

L’application ¢, est bien linéaire, c’est un endomorphisme de R[X].

:‘Pa(Q)

Pour déterminer le degré de ¢,(P) en fonction de P, on écrit P = ZakX k
k=0
avec a, # 0 (et donc deg(P) = n).

n
On a P'(X) = Z kar X*~1. On remarque que le terme de plus haut degré de
k=1
©a(P) sera égal a na, X" — aa, X"*!. Si a # n, on a alors (n — a)a, # 0
et deg(pa(P)) = deg(P) + 1. Si a = n, on peut simplement dire que ¢, (P) <
deg(P) mais on ne peut donner précisément son degré. En effet, le terme en X™
vaudra (n—1—a)a,—1 X™ et on ne sait pas si a,—; est nul ou non (contrairement
& a, que l'on sait étre non nul car c’est le terme dominant de P).

2. On suppose a ¢ N, on a donc, pour tout polynome P # 0,
va(P) = deg(P) +1 > 1. Ainsi, seul le polynome nul s’envoie sur 0, le
noyau de @, est donc réduit & {0} ce qui montre que ¢, est injectif.

Pour autant, ¢, n’est pas bijectif car un polynéme constant non nul n’admet
pas d’antécédent par ¢,. En effet, VP #, on a deg(¢,(P)) > 1 donc deg(p,(P))
n’est jamais nul.

Si on anticipe sur les applications en dimension finie, cette situation (endomor-
phisme injectif mais non bijectif) ne peut se produire qu’en dimension infinie.

Correction 38

(=)0n suppose Im(f) = Im(f?). Montrons E = Ker(f) + Im(f). II est clair que
Ker(f) + Im(f) C E, montrons 'autre inclusion. Soit = € E, alors f(z) € Im(f).
Comme Im(f) = Im(f?), il existe a € E tel que f(z) = f2(a) ce que 'on peut
réécrire f (x — f(a)) =0g. On a x — f(a) € Ker(f) donc :

r=z—fla)+ f(a) .
N—— S~~~

eKer(y) elmy)

On a bien =z € Ker(f) + Im(f) ce qui montre l'inclusion souhaitée et, par suite,
légalité :
E =Ker(f) +Im(f).

(=)On suppose E = Ker(f) +Im(f). Montrons que Im(f) = Im(f?). On sait déja
que Im(f?2) C Im(f) d’aprés l'exercice 25. Montrons Iinclusion réciproque. Soit
donc y € Im(f), montrons que y € Im(f?). On sait qu’il existe z € E tel que
y = f(z). Or, E = Ker(f) + Im(f) donc il existe (a,b) € Ker(f) x Im(f) tel que
x = a+b. Comme b € Im(f), il existe ¢ € E tel que b = f(c), donc z = a + f(c).
On a alors : y = f(a)+ f?(c) = f?(c) car a € Ker(f) donc y € Im(f?). On a montré
I'inclusion souhaitée et donc 1’égalité :

Im(f) = Im(f?).

On montre de méme, I’autre équivalence par double implication.

11



(=]On suppose que Ker(f) NIm(f) = {Og}, montrons que Ker(f) = Ker(fo f). On
sait déja que Ker(f) C Ker(f o f), montrons l'autre inclusion. Soit z € Ker(f o f),
alors f o f(z) = Og donc f(z) € Ker(f). Or, f(z) € Im(f) donc f(z) € Ker(f)N
Im(f). On a supposé Ker(f) et Im(f) en somme directe, on a donc f(z) = Og,
c’est-a-dire x € Ker(f). Ainsi, on a l'inclusion Ker(f o f) C Ker(f).

(=)On suppose Ker(f) = Ker(f o f), montrons que Ker(f) NIm(f) = {0g}. Soit
x € Ker(f) NIm(f), on sait que f(x) = O et il existe ¢ € E tel que z = f(c).
On a donc f o f(¢) = 0g c’est-a-dire ¢ € Ker(f o f). Or Ker(f o f) = Ker(f) donc
c € Ker(f) soit f(¢) =0g. On a montré x = O donc la somme est directe.

Correction 39 Soit y € Im(f), montrons que g(y) € Im(f). On sait qu’il existe
xz € E tel que y = f(x) donc ¢g(y) = go f(zx) = fog(x). On a g(x) € E donc
f(g(x)) € Im(f) et on a montré que g(y) était un élément de Im(f).
Soit = € Ker(f), montrons que g(z) € Ker(f). On calcule :
foglx) =gof(x)car fog=gof
=g (0g) car x € Ker(f)
= O car g est linéaire

On a bien g(z) € Ker(f) donc Ker(f) est stable par g.

Correction 40 Soit y € Im(g o f), alors il existe z € E, y = go f(x). On pose
a = f(x). Onaa € F et a est un antécédent de y par g donc a € Im(g). On a
montré ’inclusion :

Im(g o f) C Im(g).

Soit maintenant x € Ker(f), alors f(z) = Og puis g o f(z) = Og par linéarité de
g donc z € Ker(g o f) ce qui montre l'inclusion :

Ker(f) C Ker(go f).

Correction 41 Montrons tout d’abord que f o g = idg implique f surjective et g
injective. Soit x € F, alors z = fog(x) = f(g(z)) donc g(x) est un antécédent de x
par f ce qui montre que f est surjective.

Soit x € Ker(g), alors g(x) = 0g d’ou f o g(z) = f(0g) = Op par linéarité de f. Or
fog(xz)=x donc z = 0p et g est injective.

Montrons maintenant que Im(g o f)
inclusion.

Im(g) et Ker(g o f) = Ker(f) par double

On sait que Im(g o f) C Im(g) et Ker(f) C Ker(g o f) d’aprés 'exercice 40.
Montrons les inclusions réciproques.
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Soit y € Im(g), alors il existe a € E tel que g(a) = y. Or f est surjective donc il
existe € E tel que f(x) = a. On a alors y = go f(x) donc y € Im(go f) et on a
montré U'inclusion Im(g) C Tm(g o f) d’ou I’égalité :

Im(g) = Im(g o f).

Soit € Ker(g o f). Alors g o f(z) = O donc f(x) € Ker(g). Comme g est
injective, on a Ker(g) = {Og} et f(x) = 0g. Ceci montre que x € Ker(f) donc on a
linclusion Ker(g o f) C Ker(f) et, par suite,

Ker(go f) = Ker(f).

Correction 42 On raisonne par double implication.

(=]O0n suppose f o g un automorphisme, on a f surjective et g injective d’aprés le
cours sur les fonctions. Je vous le refais dans ’hypothése improbable ot vous auriez
oublié: Soit y € E, comme f o g est un automorphisme, y admet un antécédent
(unique) par f o g donc il existe x € F tel que fog(z) =y. On a alors y = f (g(z))
avec g(x) € F donc y admet un antécédent par f et f est surjective.

Montrons que g est injective. Soit x € Ker(g), alors g(z) = 0g donc f o g(z) =
f(0g) = 0g. Or f og est bijective donc injective. On en déduit que = = O ce qui
achéve de montrer que g est injective.

Pour la somme, on raisonne par analyse synthése:

Analyse :Soit x € E, on suppose qu'’il existe (a,b) € Ker(f) xIm(g), alors f(a) = 0g
et il existe c € E'tel que b = g(c). On a f(z) = f(b) = fog(c), d’ou x—g(c) € Ker(f)
par linéarité de f et on remarque que ¢ est 'unique antécédent de f(z) par fog.
Synthése :Soit « € F, on pose ¢ I'unique antécédent de f(z) par fog, b = g(c) et
a =z —b. On doit montrer que

e a € Ker(f)

e b e Im(g)
e at+b=ux.

les deux derniers points sont clairs, on calcule f(a)
f(z) — fog(e) = 0g donc le premier point est vrai.
On a montré, que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de
Ker(f) et d’un élément de Im(g). De plus, d’aprés la phase d’analyse, cette écriture
est unique donc ker(f) et Im(g) sont supplémentaires dans F.
(<= )Réciproquement, si £ = Ker(f) ® Im(g), f surjective et g injective, montrons
que f o g est un automorphisme.
Soit = € Ker(f o g), alors f o g(x) = 0 donc g(z) € Ker(f) NIm(g) = {Og}, puis
g injective donc x = 0g. On a donc f o g injective.
Soit y € F, alors comme f est surjective, y = f(a). Or a € E donc a = b+ ¢ avec
¢ € Im(g), on a donc ¢ = ¢g(d) puis y = f og(d) donc y admet un antécédent dans F.
On a bien f o g un automorphisme.

fle=b) = f(x) = Fb)



Correction 43 1. On a Ker(u) N Ker(v) C ker(u + v). En effet, si x € Ker(u) N
ker(v), alors u(z) = v(z) = Og, on a donc

(u+v)(x) = u(@) + o(x) = 0p + 0 = 0.

2. On a Im(u + v) C Im(u) + Im
x € E tel que u(z) + v(x) =
y € Im(u) 4+ Im(v).

(v). En effet, si y € Im(u 4 v), alors il existe
y. On a u(z) € Im(u) et v(z) € Im(v) donc
Correction 44 On raisonne par analyse synthése:

Analyse :Soit z € E, on suppose qu’il existe (a,b) € Ker(u—idg) x Ker(u?+Idg) tel
que z = a+b. Ona (u—idg)(a) = u(a)—a donc u(a) = a puisque a € Ker(u—Idg).
On a aussi (u? + idg)(b) = u?(b) + b donc u?(b) = —b puisque b € Ker(u? + Idg).
On a

u?(z) = wu?(a)+ u?(b) par linéarité de u?
=wu(a) — b car u(a) =a

= a — btoujours car u(a) = a
Ainsi, on a a = %(m +u?(x)) et b= % (z —u?(2)).

(z —u?(z)). On doit

DO =

1
Synthése :Soit x € F, on pose a = 5(:5 +u?(z)) et b =
montrer que

sat+b==x
e a € Ker(u—Idg)
e b Ker(u? + Idg).

Le premier point est clair.
Calculons u(a):

<
~
B
~—
|
~ =

—~
<

z) +u?(z) —u(z) +z) car v =u? —u+Idg

(u?(z) + z)

QN O |

On a bien a € Ker(u — Idg).
On veut montrer que u?(b)

—b, on calcule u(b) puis u?(b):
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puis

u*(z) — z)

| N O | =
> - - _

On a bien b € Ker(u? + Idg). On a montré que tout élément de E s’écrit comme
la somme d’un élément de Ker(u — Idg) et d’un élément de Ker(u? + Idg). De
plus, d’aprés la phase d’analyse, cette écriture est unique, les deux espaces sont donc
supplémentaires dans F.

On peut aussi aller plus rapidement en remarquant que (u — Idg) o (u? + Idg) =
Og(p) et (u? +Idg) o (u— Idg) = 0z(p). On a donc Im(u — Idg) C Ker(u? + Idg)
et Im(u® + Idg) C Ker(u — Idg).

On écrit ensuite, pour tout = € E, u®(z) — u*(z) + u(z) — 2 = O donc

21 = (ud(z) + u(z) — 2u*(x)) + (z + u(x)).

On a x + u?(x) € Im(u? + Idg) donc = + u?(x) € Ker(u — Idg).
On a aussi

u?(x)—2u? (z)4u(z) = ud(z)—u?(z)— (v’ (2)—u(z)) = (u—Idg)(u?(x)—u(z)) € Im(u—Idg) C Ker
On montre ensuite que la somme est directe en prenant un élément de I'intersection.

Correction 45 Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X] par anal-
yse/syntheése.
Analyse :Soit P € R[X], on suppose qu’il existe (Q,R) € F x G tel que P = Q + R.

On sait qu’il existe (\,p) € R2, R = A\(X? + X) + u(X3 +1). On a, de plus,
P(0) = Q(0) + p = p car Q(0) =0,

et
P1)=Q(1)+ 22 +2u =2 +2p car Q(1) = 1.

P()

On en déduit que = P(0) et A = — P(0).

P(1
Synthése :Soit P € R[X]. On pose A\ = % — P(0), u=P(0), R=\NX?+X) +
w(X3+1) et Q=P — R. Montrons que :
e Qer,
e ReGet



e Q+R=P.
Les deux derniers points sont clairs. On écrit :
Q(0) = P(0) —p=0et Q(1) = P(1) — 2A — 2 = 0,

ce qui montre que @) € F. Par analyse/synthése, on a montré que tout polynéme P
g’écrit comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G. De plus, d’aprés
la phase d’analyse, I’écriture est unique ce qui montre I'inclusion R[X] C F@& G d’ou
légaliteé.

Pour déterminer le projeté de P = X® — X3 +1, on calcule P(0) =1 et P(1) = 1.
D’aprés la phase d’analyse, on peut donc écrire :

b (P(l) —2P(0)

5 (X? +X) + P(0)(X° + 1))

er
—2P(0)

(P00 x4 PO+ ).

e]
Le projeté de P sur F parallélement & G est donc :

1
-X.

1 1
X5—X3+1—<—§(X2+X)+(X3+1)) :X5—2X3+§X2+2

Correction 46 1. Injectivité : Soit « € E tel que f(z) = 0g. Alors p(x) = —=.
On applique p a P’égalité. On obtient, par linéarité de p, p*(z) = —p(x). Or, p
est un projecteur donc p?(z) = p(x). On en déduit que p(z) = Og et, comme,
par hypothése, p(x) = —z, alors x = 0g. Ainsi, f est injective.

Surjectivité : On va raisonner par analyse/synthése.
Analyse :Soit y € E. On suppose qu’il existe x € E tel que p(z) +z =y. On a
alors p?(x) + p(x) = p(y) c’est-a-dire, comme on sait que p? = p, 2p(z) = p(y)

ou encore p(x) = %p(y) Or, on sait que ¢ =y — p(x) donc z =y — 2@
Synthése :Soit y € E. On pose z =y — M On a alors :
fl) =plx)+=
=p(y) — ') +y— ply)
=ply) - I@ +y-— Z%y%
=Yy

et = est un antécédent de y par f. Pour tout y € E, on a bien un antécédent
de y par f donc [ est surjective.
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2. Les applications p et idgy commutent donc on peut appliquer la formule du
bindéme de Newton :

k

(p+idp)" = (5)p* (idg)" "
kio
=> ("
k=0 "
=idp +_ (;)p*
k=1

=idp + (Z (%) | pear p* = p pour tout k > 1
e

1

)

- (Z(ﬁ)) —1=2"—1. On a donc :
k=0

fr=idg + (2" —1)p.
1. Montrons que F' et G sont supplémentaires dans R[X].

n

On sait, de plus, que Z (Z)
k=1

Correction 47 Soit
P e R[X].
Analyse :Soit P € R[X]. On suppose qu’il existe Q@ € F et AX € G tels que

P=@Q+ AX. On a alors :

P(1) =A+Q(1)
=Acar Q(1) =0
On a donc A = P(1).
Synthése :Soit P € R[X]. On a alors :
P=P(1)X+ (P—-XP(1))
~—— ——

e €F car P(1)—1P(1)

On a montré que tout élément P de R[X] s’écrit comme la somme d’un élément
de F' et d’'un élément de G. De plus, I'unicité de I’écriture a été montrée dans
la phase d’analyse. On a donc Uinclusion R[X] C F @ G d’ou Dégaliteé.

Les deux espaces sont donc bien supplémentaires.

. On cherche a écrire X2 — 3X + 1 comme la somme P(X) + AX avec P(1) = 0.
D’apreés la phase d’analyse, on a A = P(1) = —1. On en déduit que:

PX)=(X?-3X+1)+X=X2-2X +1.

On peut alors conclure:

f(2X? —3X +3)=X?-2X +1.

Ona,Vi>1, X' —1leFdou f(X'—1)=X'—1.



Correction 48

1. Supposons tout d’abord que po g = gop = 0,), alors :
(P+q)olp+q)=pop+pog+gop+qog=p’+¢®=p+g

et lapplication p 4 ¢ est bien un projecteur.
Réciproquement, supposons que p + ¢ soit un projecteur, on sait alors que (p +
q) o (p+q) =p+ q, ce qui implique, d’aprés le calcul précédent,

poq+qop=_0ce).
En composant & droite par p cette égalité, on obtient :
pogop+qop’ =pogop+qop=0re¢),
car p est un projecteur. De méme, en composant & gauche par p, on obtient :
p’og+pogop=pog+pogop=0ge).
Cela implique pog=gqgopor poqg+qop=0g(), on obtient donc :
poq=gqop=_0ce)-

. Soit € ImpNTImg, alors il existe a, b € E tels que g(a)
par p, on obtient, d’aprés la question précédente :

p(z)

p(b) donc x = O et lintersection est réduite & zéro.

= p(b) = . Composons

=pogq(a)=0g.
Or p(z) = p*(b) =

. On veut montrer que Im(p + ¢) = Imp & Imgq et Ker(p + ¢) = Kerp N Kergq.

On a Im(p+ ¢) C Imp + Imqg pour toutes applications, il suffit donc de montrer
Pinclusion inverse. On se donne un élément x de Imp & Img, il s’écrit z =
p(a) + q(b) avec a,b€ E. On a :

p(x) = p*(a) + pogla) = p(a) car po g = O
et
q(w) = ¢*(b) + g op(a) = q(b) car gop = O,
donc z = p(z) + q(x) = (p + ¢)(x) et l'inclusion réciproque est montrée.

Pour le noyau, on a U'inclusion Kerp N Kerg C Ker(p + ¢). Montrons I'inclusion
réciproque. Soit x € Ker(p + ¢), alors :

= p*(x)

= p(—q(z))car p(x) =
= —pog(x)

= OEcar poq= O(E)

p(z)
—q(z)
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Correction 49

donc x € Kerp. De méme, gop(z) = 0p = —¢*(z) = —q(z) donc z € Kerg.
Au final, on a montré = € Kerp N Kerg ce qui montre I'inclusion réciproque.

1. On calcule r or:

=(+q—qop)o(p+q—qop)
=po(p+q—qop)+qo(p+q—qop)—qopo(p+qg—qop)

ror

Or on a
e po(p+q—qop)=p+ 0, — Oz carpop=pet poqg=0gg).
e go(p+q—qop)=qgop+q—qop=gqcar ¢* =q.
e gopo(p+q—qop)=qop+ 0, —Ozp)

On a donc
ror=p+q—qop=r,

donc r est bien un projecteur.

. On a Ker(p) NKer(q) C Ker(r). Si z € Ker(r), alors p(z) = gq(z — p(z)), on a

p?(x) = poqz — Ex)) = 0g donc p%(z) = p(z) = O0p puis = € Ker(p). On a

donc r(z) = 0g = q(x) donc x € Ker(g).

Soit & € Im(p) N Im(q) alors ¢(z) = x donc O = po g(x) = p(z). Or p(z) =z
puisque z € Im(p). On a donc z = Og et la somme est directe. On a Im(r) C
Im(p) @ Im(q) car pour tout x € E,

r(z) = p(z) + q(z — p(z)) € Im(p) © Im(q)

Soit maintenant z € Im(p) @ Im(q). Alors z = p(a) + q(b).

On calcule r(z):

r(z) = p(p(a) +q(b)) + q(p(a) + q(b)) — q o p(p(a) + q(b))
=p*(a) +poq(b) +qopla) + ¢*(b) —qop*(a) —qopoq(b)
:pga;+01(z)+qop( a)+q(b) —qop(a)+0g
=pla

On a r(z) = z donc z € Im(r) ce qui montre I'inclusion réciproque.



