Correction du TD n 18

Correction 1 1. Onposeu=a+b—x,0on adu = —dz, x =a+b— u. On sait
que z varie de a et b donc u varie de b & a. On a donc

/abxf(x)dx = /ba(a+ b—u)f(u)(—)du) = (a + b)/abf(u) du — /buf(u) du

b b
d’Ofl/:Ef(CL‘)d.’L‘Za;_b/ f(z)da.

|
2. On applique la formule montrée a la question précédente & f : z +— ﬂ
1+ cos?(x)
On obtient
T . T . 9
/ ml—n(?dx = z/ _sin(z) dz = = [~ arctan(cos z)]y = (E) :
o 14cos?z 2 )y 1+4cos?z 2 2
Correction 2 On divise I'inégalité par f car celle-ci est strictement positive:
!
1< f? < 2.

On intégre I'inégalité entre 0 et 1, on obtient 1 < In(f(1)) < 2, car f(0) =1. On a
donc e < f(1) < €2.
Pour encadrer f(—1), on intégre entre -1 et 0. On obtient :

1< -In(f(-1)) <2,

ce qui implique :
e < f(-1)<e

Correction 3 On note F' une primitive de f. On sait alors, par définition de
lintégrale, que la fonction x — F(x +T) — F(x) est constante. Sa dérivée est donc
nulle : Vz € R, f(x +T) — f(x) = 0. La fonction f est bien périodique.

Correction 4 La fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est donc bornée.
Notons K un réel tel que V¢ € [0,1],|f(¢)| < K. On a alors :

1 1
/t"f(t)dt <K/ i dt.
0 0

1 171

Tt 1

Comme / thdt = [ N 1] = T on en déduit, par le théoréme d’encadrement,
0 n 0 n

1
lim [ t"f(t)dt = 0.

ue
a n—-+o0o 0

Correction 5 1. Ona fo(z) = / e~tdt =[—e !y =1-e"Tet Hrf fo(z) =1
0 x o0

2. On fait une intégration par parties en posant u(t) = e~* et v/(t) = ¢t". On a
tn+1

'(t) = —e et v(t) =
W) = —e et u(t) =

ttn+l x $tn+l d
n = - t =
fn(2) {e n+1]0+/0 n+1

3. La fonction f, est dérivable et sa dérivée est égale & f/ : z +— z"e~". Elle est
positive sur R™ donc la fonction f,, est croissante et admet, par conséquent, une
limite en +o0 par le théoréme de la limite monotone.

d’ou :

g tle—® 1
+
n+1

n+1 fn-‘rl(x)'

4. On passe a la limite quand z tend vers +oo dans la relation :

g tlem® 1
x) = + x).
fal@) = T fasa(a)
xn+1€—z
Par le théoréme de croissances comparées, on a lim =0doul, =
z—+oo n+1
L l
n~+1 n+1-
On sait que lp = 1. Par une récurrence immédiate sur n, on en déduit que
l, =nl

Correction 6 On fait une intégration par parties. On pose u(x) = f(z) et v'(x) =
2™ On av/(z) = f'(z) et v(z) = na"~! d’ot :

n+171 1 1
o= li0is] - o [ e
0
1 1 1
:rj::—)l_n—i-l/o 2" (x) da

D’aprés Pexercice 7?7 appliqué & f’ qui est continue, on a :
1

: n+1 p/ _
nll)rfoo ; 2" f(x)dz = 0.
f)
n+1

On en déduit que I,, ~ , soit encore :



Correction 7 On at € [0,1] donc 1 +1¢ € [1,2] d’on

1
71 € [3,1]. En multipliant
par t2 qui est positif, on obtient :

2 t?

t
Vte[o,l],5<t+1 <t

En intégrant entre 0 et 1, on trouve :

1
/—dt I< /tht
0

<I<

=
W =

soit encore

Correction 8 Pour tout = € [0,1], on a 0 <

5 < z" donc, par croissance de

lintégrale,

c’est-a-dire :
Oshhsost
Par le théoréme d’encadrement, on a bien I,, — 0.

Correction 9 On fait une intégration par partie.
sin(nt). On a v/(t) =

On pose u(t) = f(t), v'(t) =

f'(t) et v(t) = ncos(nt), ce qui permet d’écrire :

L (coS(na)f(a);coS(nb)f(@) N % /: £1(8) cos(nt) di

La fonction f’ étant continue, / f'(t) cos(nt) dt est un réel donc :

lim / f/(t) cos(nt) dt = 0.

n—+4+oco n

De plus, comme cos est borné,

1y (S000) —eme )

n—-+oo n

lim 1, =0.

n—-+4oo

On a donc

Correction 10 1. La fonction est dérivable, de dérivée ¢t — 1 + Int, elle est donc
positive sur [1, +00[, ce qui montre que f est croissante.

3. On fait une intégration par parties. On pose u(t)

2. Pour tout k € [1,n — 1] et pour tout = € [k,k+ 1], on a :

f(k) < f(=)

donc, en intégrant entre k et k£ + 1, on obtient :

b< [ o

On somme ces inégalités entre 1 et n — 1, on obtient :

n—1 n —
f(k)<Z/ f(t)d Z fk+1).
k=1v1 k=1

< fk+1),

Fll+1).

n—1

k=1

n—1 n
OnaZf (k+1) :Zf =S, car f(1) = 0. On a également :
k=1 k=2

=S5, —nlnn.

L’encadrement précédent devient alors, en utilisant la relation de Chasles :
n
Sp —nlnn < / f(t)dt < Sy,
1

duquel on déduit :

/Olf(t) dt

< Sp < nln(n) —|—/nf(t) dt.
1

= In(t) et v'(¢) = ¢, on a alors
1 2
u'(t) == eto(t) = ) d’ou:

t
n 12 " "
fydt =|=m()| — [ =dt
1 2 1 1 2
_n21 () n2+1
T T Ty

On a donc :



1 n 4/n?
4. Onposeun——2(]_[kk> .Ona:
n= \k=1

1 4 & 4
In(u,) = In (ﬁ) +— Y kln(k) = —2In(n) + —55n.
k=1

n2

On reprend ’encadrement de la premiére question et on remplace I'intégrale par
sa valeur trouvée a la question 2. On obtient :

2 1 1 2
- nz < S, < énzln(n) +4_L - % + nln(n),

1
§n2 In(n) +

B~ =

puis
4 1 41n(n)

1
21n(n)+§_1<msﬂngn(n)+ﬁ_1+T’

o 4
en multipliant par —;, et enfin :
n

1 1 41n(n)

n

41
On sait que lim n(n)

n——+oo n
en déduit, par le théoréme d’encadrement, que :

= 0 par le théoréme de croissances comparées. On

nll}r_ir_loo In(u,) = —1.

1
En appliquant ’exponentielle, on obtient lim wu, = —.
n—-+oo e

Correction 11 On note F' une primitive de f, on applique le théoréme des ac-

Fb)—-F
croissements finis & F sur [a, b]: il existe ¢ €]a, b[ tel que % =F'(c) = f(c)

d’ou ’égalité souhaitée.

Correction 12 Soit n € N. La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc il
existe xo € [a,b] tel que sup f = f(zg). Si f(zg) = 0, le résultat est clair puisque
I, = 0 pour tout n. Sinon, soit € > 0. On le choisit suffisamment petit pour avoir
f(xo) — € > 0. Par continuité de f, il existe > 0 tel que Va € [a, b|N]|zo — 1, 20 + 7],
|f(z) — f(x0)| < e On note I l'intervalle [a, bjN]xg—n, xo+n[, on notera L sa longueur.
Comme f est positive, on a

/abf(x)" dz > /If(x)" dz,

donc .
[ e L) - o,
car Vz € I, f(x) > f(xo) — e et f(xo) — € > 0. On obtient donc

I, > LY™ (f(x0) —€).

Par ailleurs, pour tout x € [a,b], f(x) < f(xo) donc f(z)™ < f(zo)".

b 1/n
I, < (/ f(zo)™ dt> c’est-a-dire

Ly < (b—a)'/" f(wo).
Ainsi, pour tout n € N,
LY™ (f(xo) =€) < Lo < (b—a)"/" f(xo).
On fait tendre n vers +o0o, on obtient
f(x0) — € < I < f(z0).

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a bien lim I, = f(zo) = sup f(x).
n—-+4o0o [a,b]

Correction 13 )
(<=]On suppose f positive, alors / f(t)dt = 0 donc
0

/Olf(t)dt: ’/Olf(t)dt’ = /01 1£(8)] dt,

et on a bien ’égalité souhaitée.

1
Si f <0, alors / f(t)dt <0 donc
0

/Olf(t)dt‘ = —/Olf(t)dt = /01 - f(t)dt/ol £ )| dt,

et on a bien, & nouveau, 1’égalité souhaitée.
(=]On raisonne par disjonction de cas:

1
ler cas: Si / f(t)dt > 0, alors
Jo

[ a0 ’/Olf(t) | - [ 1)

On donc



On en déduit que
1
|- sy ae=o.

Or, la fonction | f|— f est continue, positive, et d’intégrale nulle. Par stricte positivité
de l'intégrale, elle est nulle. On a donc |f| = f donc f est positive.

1
2éme cas: Si/ f(t)dt < 0. Alors
0

/Olf(t) dt’ = —/Olf(t) dt = /01 1£(1)] dt.

On a donc )
| sl ) a=o,
0
Par stricte positivité de l'intégrale, on obtient |f| + f = 0 donc |f| = —f et f est
négative.

1
Correction 14 On pose ¢(t) = f(t) —t. On a / (t)dt = 0. La fonction ¢
0

est continue. Si elle est de signe constant, elle est identiquement nulle (vu que son
intégrale est nulle) et f(z) = z, Vx € [0,1]; sinon, elle change de signe donc elle
s’annule puisqu’elle est continue, ce qui montre que f admet un point fixe.

b
Correction 15 1. Si / g(t)dt = 0, alors, g étant de signe constant et continue,
a

b

g est identiquement nulle ce qui est impossible, on a donc g(t)dt > 0. On

a
note m et M respectivement le minimum et le maximum de f sur [a,b], on a
donc Im(f) = [m, M]. On a alors :

vt € [a,b],m < £(£) < M donc mg(t) < F(t)g(t) < Mg(t),

puisque g est positive. Par croissance de l'intégrale, on obtient :

b b b
m/ g(t)dtg/ f(t)g(t)dth/ o(t)dt

ou encore :

b
/f@M@dt
a__ < M.

m<Le

/a g(t)dt

(on peut diviser par 'intégrale de g car on a montré qu’elle était strictement
positive)

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, f étant continue, on sait qu’il existe
¢ €la, b[ tel que :

b
/ﬂm@w
floy=to

/a bg(t) dt

2. On applique la question précédente & g : t — t*. On a bien g > 0 et non
identiquement nulle sur RT. D’aprés la question précédente, on sait que pour
tout = > 0, il existe ¢, €]0, z[ tel que :

d’ou le résultat.

CL‘aJ’_lf(CI)

/Oto‘f(t)dt:f(cz)/o t*dt = e

On a donc, pour tout z > 0 :

L[, _ flea)
W/Ot J(t)dt = 22

La fonction f étant continue & droite en 0, on a :

Ve >0,3n > 0,Vz € [0,n],|f(z) — fO)] <e,

donc
Vr € [077][5 |f(cw) - f(0)| <€
puisque ¢, €]0,z[. On en déduit que pour tout x € [0, 7],
Lo j0)] e
:1:"““1/0 eI de a+1 < a+1’
Ainsi,

N S s _ 1)
zli%l+ xa+1/0 eI de = a+1

1. On développe,

Correction 16 on obtient

1
/ (f2(t) — f(t))>dt = 0. Or la fonction (f? — f)? est positive et continue.
0

par linéarité de [lintégrale,

Son intégrale est nulle, la fonction est donc nulle. On en déduit que f = f2.
Comme f est continue, f vaut 0 ou 1.

2. Réciproquement, ces deux fonctions satisfont (x), les fonctions satisfaisant (x)
sont donc f =0et f =1.



Correction 17 1l suffit de remarquer que la fonction (f — M)(f —m) est négative,
continue, donc son intégrale est négative et en développant, on obtient 'inégalité
souhaitée.

Correction 18 1. On fait une intégration par parties. On pose u(x) = z et

V' (z) = % (In(z))". Ona v/ (z) =1et v(z) = %_H (In(z))"™" dou :

x ¢ 1 e 1

I, = In(z))" | — Ipy1 = —— — ——
e D ibemrny S E |

Inst.

2. Soit n € N. Alors la fonction z +— (In(z))" est continue, positive sur [1,e] et
non identiquement nulle donc I,, > 0. Ceci étant vrai pour tout entier, cela I’est
également pour n + 1 donc I, 11 > 0 ce qui implique :

1
< - I
n+l n+1

En utilisant la relation trouvée & la question précédente, on obtient :

0<In<L.
n+1

3. On a montré a la question précédente que (I,,)nen est encadrée entre deux suites
qui tendent vers 0. Elle admet donc une limite nulle. On sait, de plus, que :

e 1 I
n 7’L+1 7’L+1 n+1,
d’ou :
(n+ Do _ | L
e N e
I, , i, .
Comme lim I, =0,ona lim L — 0 dou lim M = 1. Ainsi,
n—-+o0o n—+oo € n—-+00 e
on a:
e
n + 17
ce qui implique :
e
I, ~—.
n
4. On calcule D,y :
Dns1 = |tns1 — Inga| = e = (n+ Dup — e+ (n+ 1)1
=|(n+1){n —un)| = (n+1)[In — up| = (n+ 1)Dn.
On a Dy = |ug — Iy|- Par une récurrence immédiate sur n, on montre que

Dn =n! |UO — Iol

Correction 19 On suppose, par I'absurde, que f s’annule au plus n fois sur ]a, b[.
On note a; < ay < ... < a, les points de Ja, b ou f s’annule ET change de signe.

On a donc r < n.
T

On considére g : x — H (x —a;). Alors g s’annule et change de signe exactement
i=1
aux meémes points que f donc fg est de signe constant. Or, r < n, donc g est une
b

g(®)fH)dt =0

par linéarité de l'intégrale. On en déduit, la fonction fg étant continue et de signe
constant, que fg est nulle donc f est nulle en tout = # a; ce qui est une contradiction
avec notre hypothése de départ.

On a montré que f s’annule au moins n + 1 fois sur ]a, b].

fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n. On a donc

1 — 1

1
Correction 20 On pose f : x — ———, on a alors lim — —_— =

1+e n—-too n = 1 T ek/n
/1f(x) da.
Oon écrit :
1y L e 1
/0 Thew o= /0 1 42 =M+, =In(1+e) ~In(2).
On a donc :

n

. 1 1 1+e
lim — T =In .
n—-+oo nkzll—i—e_ /n 2

Correction 21 On écrit :

n

S
2 2

k:lk +n

li;
ni (5?41

1 . . .
On pose f : 2 = ———. On reconnait alors une somme de Riemann qui converge
X

+1
o bode
ver
0 $2+1

"2 1 (5
Correction 22 On écrit )  ———— = — (57
orrection n écrit ;n3+k2n n; 1+ (k)2

n
2

= arctan(1) = %

[ V)

On reconnait une somme

de Riemann avec f :x — 5- On a donc :

T
14z

k2 /1 t2dt
Sk Jy 1+t

lim
n—-+oo




1
1
R

/1 2 dt /t2+1
o 1+122 1+41¢2
1—

= [t — arctan(t)]}

. T
- 4
. ~ k2 ™
On adonc nlll{loo;m =1- Z
Correction 23 On écrit Zn: __ lz _ On pose f :
— /n? + 2kn n“— k. '
k=1 k=14/1422
1
———. On reconnait une somme de Riemann. On a :
V14 2z
1
lim — \/1—1—275 =v3-1
n—>+oon /1+2k / \/1+2 ]0 V3 :

On en déduit que :

= 1
n—+oo ; A /n2 + 2kn
Correction 24 On pose u, = — [] (k* + 712)%7 on a
k=1
In(u,) =In i +lzn: In(k? + n?)
" n? ni

n
1 E\?
:_E ln((—) —|—1).
n n
k=1
On reconnait une somme de Riemann, on a donc :

1
lim In(u,) = / In(1 + %) dt.
0

n——+oo

On fait une intégration par parties. On pose u(t)

u'(t) = et v(t) =t d’ou /1 In(1+¢*)dt = [tIn(1+ tQ)](l) - /
0 0

142

—In(n?)) car In(n?) = %Zn: In(n?)

=In(1+#*) et v'(t) =1. On a
Lo de
1+

On écrit :

1 42 1,2 1
£2 dt 241 1dt 1 . T
— - 1 dt = [t — arctan(t)], =1 — —.
/01+t2 /0 [ENE /0< 1+t2) 8 = arctan(t)l 4

On en déduit que lim wu, =1In(2) -2+ T don lim U, =232,
n—-+oo 2 n—+00

3=

2n)!
Correction 25 On pose v, = ( (2n) ) . On écrit les factorielles comme des pro-

n"n!

duits pour pouvoir exprimer facilement leur logarithme. On a (2n)! H k et
n
= H k donc :
k=1
2n
H 2n n
(2n)! 5
BT =[[(E+n)
H k=n+1 k=1

k=1

On écrit n™

n
= H n d’ou :
k=1

On peut alors écrire :

On reconnait une somme de Riemann, on a donc :

lim In(v,) = /01 In(z+1)dx = /12 In(t)dt = [tIn(t) — ] = 2In(2)—2+1 = 2In(2)—1.

n——+oo

On a donc :

lim v, = €2 In(2)-1 _ ge=1,

n
Correction 26 On va calculer la limite de n—lﬂ > k% qui se réécrit :
k=1

1y (ﬁ)a
n n
k=1



1
= ——. On adonc:

1
C’est une somme de Riemann, elle tend donc vers / rdx® 1
0 a

a+1 o
ngr-ir-loo notl Zk -

d’ou ’équivalent souhaité.

xT
Correction 27 On considére 'application auxiliaire g : x s e~*® / f(t)dt. Pour
0

tout x > 0, on a

g@) =~k [ f0at+e @) <0

Or g(0) = 0 donc Vx > 0, g(x) < 0. Comme f est positive, on a également g > 0

donc Vz > 0, g(x) =0 puis [ f(¢t)dt = 0. En dérivant, on obtient f(z) =0, V& >0

0
donc f est bien la fonction nulle.

—2x
dt
Correction 28 1. Soitz € R,onag(—z)= —————=. On pose u = —t,
5(=2) —x V241 P
on a du = —dt. Comme ¢ varie de —x & —2x, u varie de z & 2z. On en déduit
que :
2x
du
—x) = — —g(x),
g9(—x) . e = = g(x)

car u est une variable muette. Ceci étant valable pour tout x réel, on en déduit
que g est impaire.

2. Elle est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes le sont et Vz € R,

on a :
. 2 1
g (z) = -
V2z)t+ (22)2+1  Vat4 a2 +1
... 1
3. On note F une primitive de { - ———. On a donc :
41241

2x
1
—dt
s VEHE+tP+1

D’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢, €|z
que :

= F(2z) — F(x).

, 2] tel

1

F(2o) e

—F(z)=2F'(c;) =

or, Vo >0,ona/ct +c2+1> Vot +22+1car ¢, >z dou:

1 1
T <z .
Vet +c2+1 vVt 22 +1

. S .. 1
Le terme de droite tend vers 0 puisqu’il est équivalent en +00 & —, on a donc :
x

2z
1
lim —dt =
=00 [ Vit 41241

Correction 29

@ ot Tt (et 1

1. On a f(z) — In(z) = —dt—/ - :/ (e - )at. La
1 1 1

fonction intégrée est positive, le signe de z — f(x) — In(z) dépend donc de

I’ordre des bornes de l'intégrale. Précisément :

e Pour tout z > 1, f(z) > In(z) et
<

e pour tout z < 1, f(z)

2. La fonction f est dérivable sur R’} car les fonctions qui définissent ses bornes
sont dérivables.

e®
Ona:VzeR:, fi( ) = — donc [ est strictement croissante sur R* .
:z:
Pour tout > 1, on a f(x) > In(z) donc, par le théoréme de minoration,
lim f(z)=4o0.
r—+00

De méme, pour tout < 1, on a f(z) < In(z) donc, par le théoréme de mino-

ration :
lim —f(z) =400
r—r—00
et, par suite, lim f(x)= —oc.
r—r—00

Ainsi, on a le tableau de variations suivant :

x 0 +o0o
f(z) +
+00
f __—
—00




Correction 30 1. Siz <1, alors Int < 0 donc :

1
Int
dt < 0.
/x 14 ¢2

1
Int

Six > 1, alors Int > 0 donc F(z) > 0.

On en déduit que :

1
. On fait un changement de variable en posant u = n On a:

de du

d’ou :

Ve pl 1 Ve _nu 1
F — ___u . JE— d = — —d :F - .
W= [ e () = [ ree=r(3)

. On fait une intégration par partie. On pose :

1
u(t) =Int et v'(t) = e
Ona: .
u'(t) = 7 ef v(t) = arctant.
On a donc :

F(z) = [lntarctant]f - /wg(t) dt

=Inzarctanx —/ g(t) dt.
1

x
. La fonction g est continue en 0 car arctan(x) v la fonction = — / g(t)dt
1

admet donc une limite finie en 0. Par ailleurs, on a :
arctan(z) v,

donc :
arctan(z) Inx s Inz.

Or lir% zlnx = 0, par croissances comparées donc F' admet une limite finie en
T—

0, elle peut donc étre prolongée par continuité en posant :

0 1
F(O):—/1 g(t)dtz/o g(t)dt.

Correction 31 1. La fonction ¢ est continue sur R car }in% ©(t) =1 = ¢(0), son
—

intégrale est donc bien définie. Pour étudier la parité de f, on écrit Va € R:

—2x
(o) = / () dt,

—T

puis on fait un changement de variable dans l'intégrale : u = —t, du = —dt d’ou

2x 2z
flea)= [ —pl-uydu=— [ pu)du=~f(w).
car ¢ est paire. On a donc f impaire.

2. La fonction f est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes sont
dérivables. On a :
sh(2z) — sh(x
Vi € B, f'(x) = 20(2) - ola) = 2D D),
X
3. La dérivée de f est positive sur R* donc f est croissante sur R*. Comme f est
continue, elle est croissante sur tout R. Pour déterminer la limite en +o0o on
utilise le théoréme des accroissements finis : pour tout x > 0, il existe ¢, €|, 2x[
tel que :

1
Comme ¢, €]z, 2x[, on a AN 3 et, par croissance de sh, sh(c,) > sh(x). On a
donc : ’

ce qui montre que lim f(z) = 4o0.
r— 400
Par imparité de f,ona lim f(x) = —oco. On en déduit le tableau de variations
T——00
de f:




Correction 32 1. Il faut décomposer sin(z — t) pour avoir deux intégrales de la

xr
forme / h(t) dt avec h continue et pouvoir appliquer le théoréme de dérivation

0
d’une fonction définie par une intégrale. On écrit sin(z —t) = sinzcost —
sintcosz, on a alors, Vo € R :

flx) = sin(a:)/ow costg(t) dt — cos :z:/ozsin(t)g(t) dt.

La fonction f est alors dérivable en tant que produit et somme de fonctions
dérivables.

On dérive f avec ’expression que ’on vient de trouver:
Vz €R, f'(x) = cos(x)/oz cos(t)g(t) dt + sin(z) cos(x)g(z)
+ sin(x)/om sin(t)g(t) dt — cos(x) sin(z)g(x)
d’oit :
fl(x)= /Ow cos(z) cos(t) + sin(¢) sin(z) dt = /Ow cos(z — t)g(¢) dt.
. On dérive a nouveau (en utilisant ’expression développée) et on trouve :

Ve eR, f7(z) = —sin(z )/ cos(t)g(t) dt + cos' x)g(x)
+ cos(x /0 sin(¢
=g(z)+ / cos(z) sin(t) — sin(x) cos(t) dt

=g(z) + / sin(t — x) dt
0
=g(z) - f(z)
La fonction f est bien solution de y” 4+ y = g(x).

t) dt 4 sin®(z)g(x)

. L’équation caractéristique est 72 + 1, les solutions de 1’équation homogéne sont
donc les fonctions :

x + Acos(z) + psin(z), (\, u) € R?.

On a trouvé une solution particuliére a la question précédente, on en déduit que
les solutions de I’équation sont :

x +— Acos(x) + psin(z) + / sin(x — t)g(t) dt, (A, p) € R%
0

Correction 33 1. La fonction f est continue sur R* et, comme e* — 1 v elle

est également continue en 0. On en déduit que G est bien définie. De plus, les
fonctions qui définissent ses bornes sont dérivables donc G est dérivable. Pour
tout ¢ € R, on a :

G'(x) = 2f(22) — f (),

donc G’ est continue en tant que composée de fonctions continues. On a donc
bien G de classe C*.

. Pour tout = > 0, il existe ¢, €]z, 2x[ tel que :

G(x)

21: —x = f(cl)v
ce qui est équivalent & :
c
Glz) = s —=—.
(@) =23
On sait que ¢, €]z, 2z[ donc :
1 1
< )

puis :

Cy 2x
e —1 " er —1’
et enfin : )
2x
0<G(x) <
(@) < o

. 22
Comme lim
z—+oo e — 1

déduit, par encadrement, que :

= 0, d’apreés le théoréme de croissance comparée, on en

lim G(z) =

r——+o0

Pour tout x < 0, il existe d, €2z, z| tel que :

Glz) = df””_l.
On a
1 1
edr — 1 < e2r — 1’
donc :
0< 1 1



Par ailleurs, on a : On remarque que pour p = 3, on a maxX;e(o 4] f ®)(t) = 1 donc
0 < z? < xdy, ) 5
x T
d’ou : ln(1+:z:)—<;z:—7)‘§§
0< i < Y .
1—e2 1 —eda’ 3 27.107°
Onaz=3.10"3 donc = = <1078,
On a donc : ) 3! 6 0
G(x) < z -. Ainsi, une approximation de In(1,003) & 10~% prés est 3.10_3—510_6 = 0.0029955.
e xr __
Le terme de droite tend vers —oo. Par le théoréme de majoration, on en déduit | Correction 96 Soit = [0’ g} on écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange & Pordre 1:
que :
|cos(z) — 1] < 1 sup cos(z)’
. _ 2o
wgr_noo G(z) = —o0. [0.3]
Correction 84 Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que donc 72
|f(x) — €] <e. . |cos(x) — 1| < =7
1 .
Pour tout z > 0, —/ [f(t) — £] dt — 0 donc il existe A’ tel que Vo > A, puis
x Jy 2 2
-z <cos(z) — 1< T
1 1A 2 2
o / |f(t) =€ dt <e. On en déduit la premiére inégalité.
0 On applique maintenant 'inégalité & ’ordre 3:
Soit maintenant x > max (A, A’), alors 22 1
cos(z) — 1+ > < 7 Sup COS(4)‘ zt,
1 /" oz
@ —d =1 [ fear-c o]
TJo
1 /wf o donc ) A
=|= ) — T T
—1- <=
cos(x) 5 i
< f(t) —£de| + ’ / fit)—+¢ dt’ 2 4
/ puis cos(z) — 1 + % % On a bien 'autre inégalité.
< 5/0 f(t) — €l dt + ~ / f(t) — ¢l dt Correction 37 Soit x € [—a,a]. On écrit
T
St F(a) ~ £(&) — f'@)a— )| < 5 sup |||~ al?,
< 2e 2 [z,a]
On a bien hm F(z)=1¢. et ) 1 )
T If(—a)—f(df)—f(flf)(a+$)|<§[Sup /7l x +al”.
Correction 35 On pose z = 0.003 = 3.1073 et f : z — In(1 + ), on va appliquer 7
Pinéealité R On a donc :
inégalité de Taylor-Lagrange a un ordre suffisant pour que la somme donne une
valeur approchée a 1078, Ce sera le cas si le majorant donné par I'inégalité de , 1 ” 2
- - —z)| < 5 —al,
Taylor-Lagrange est inférieur 4 108, [f(@) = f(@) = fi(z)(a = =) 2 [Eui] f7l = al



et

|f(—a) = f(z) — f'(z)(a + )| i% sup |f7| @ +af*.
On écrit ensuite
2af'(z)] = [f"(z)(x+a) = f(z)(x —a)|
<|f'(@)(@+a) + f(z) = f(=a) = f'(x)(x — a) + f(a) — f(z) + f(—a)
< (@)@ +a) + f(z) = f(=a)l+ [f(a) — f(z) — f'(x)(a —2)| +|f(-a)
par l'inégalité triangulaire
1
<5 sw Pl +al + 3 s |f] e~ al +1f(0) ~ f(~a)
et
<TG s U+ 1f() — f(a)
On en déduit que
2 2
@< T2 swp 5714+ 5 1f(a) — f(-a)l,
[—a.a]

qui est I'inégalité donnée.

Correction 38 1. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange & sinus entre u et
u + o, a l'ordre 1. Posons g = sin, on a

M (u+ o — u)?

(9(0) +9'(w) (u+ o — )| < ===

lg(u+a) —

avec M = max|g®|. Ona M <1 et g’ = cos d’oil

a2

Isin(u + o) — sin(u) — acos(u)| < -

2. Soit € R. On veut montrer que f est dérivable en z et f'(z)

1
/ L‘cos(xt)e‘t2 dt. On calcule le taux d’accroissement de f en z:
0

- ( 4 ' in ((x + h)t)e " dt — /O 1 sin(zt)e~t’ dt)

%/ (sin((x + h)t) — sin(xt)) et dt.

0

fle+h) - fz) 1
h

On veut montrer que la limite du taux d’accroissement de f existe et vaut

1
/ teos(zt)e "t dt.
0

On va donc chercher a4 majorer la différence :

‘W - /Oltcos(xt)e_t2 dt‘

1 . . —t2 34
E/o (sin((z 4 h)t) — sin(zt)) e dt
L /sin((z + h)t)
o h
/1 (sin((x + h)t) — sin(zt)
0

h
1
J

sin((x + h)t) — sin(xt)
h

d’aprés l'inégalité triangulaire. Par ailleurs, d’aprés la question précédente, avec

u = xt et o = ht, on a

1
/ tcos(zt)e " dt‘
0
- tcos(xt)) et dt‘
— ht t
cos(z )) ot dt‘

— ht cos(xt)) o t?

— sin(zt)

< dt

2
sin((e+ h)e) — sin(at) — htcos(at)] < L2
donc
sin((z + h)t) — sin(xt) — ht cos(xt) ‘ < ht?
L S

On en déduit que

1 . o _ 1 2 42
/ (sm((x + h)t) — sin(zt) — ht cos(xt)) | ar < / ht?e gt

0 h 0

Up2et? h

Or, pour tout ¢ € [0, 1], on a t%e ~t* < 1 donc / dt < 3

0
On a montré :

h) — ! _h
T 0 2

ce qui montre que admet une limite finie quand h tend vers 0,

flz+h) - f(z)
h
1
égale a / tcos(azt)e=t dt.
0

1
On a donc bien f dérivable de dérivée f/'(z) = / teos(zt)e=t dt.
0

Correction 89 1. (a) On applique l'inégalité de Taylor Lagrange & lordre 1
entre x et x4+ h :

Myh?

[f(z+h) - fll)l < =5

flx)—h



(b) Soit x € R, on écrit 2v M,y o Msh N 2 My

Par équivalence, on a trouvé que pour h = , on a —_—
’ 1 / flx+h) - f(z) /MM M 2 g
F(@) = 3 (hf' (@) = flw+b) + fla)) + S =L o
. . . . On sait que, pour tout z € R et tout h > 0, on a
donc, d’aprés I'inégalité triangulaire :

Myh  2M,
1 x4+ h)— f(z ! < 4+ =

@) <[5 0@~ ft )+ fay| + LTI @) < 22+ 2

1 fl@+h)|  |f(@) VM
< % (hf'(x) = flz+h)+ f(2))] + h ’ + ‘ h En particulier, pour h = QMMO, on a, Vxr € R:
2

en appliquant encore l'inégalité triangulaire. En utilisant la question précé-

dente, on obtient : |f' ()] < 2/ MoMs.

| ()] < 5 + e + W Ainsi, ceci étant valable pour tout z, on a M; < 2v/MyMo.
soit encore Moh  2M
/ g 2 0
7)< 22t 2

(¢) Ceci étant valable pour tout x (et pour tout h), on a bien f’ bornée. Si
vous avez un doute, vous pouvez, par exemple, prendre h = 1. On obtient

M.
/(@) < =7+ 2Mo,

ce qui montre bien que f’ est bornée.

2. On veut montrer 'inégalité de Kolmogorov qui majore M; par 2v/MyMs. On

Msh  2M
22 +TO, on a donc,

Myh  2M,
Vh>0,M1<T2+TO.

sait que pour tout x et tout h > 0, f'(x) <

L’idée est de trouver une valeur de h pour laquelle on arrive & majorer f’(x)
par 2/ MoMs.
Msh — 2M,

Essayons de voir s'’il existe une valeur de h pour laquelle on a 3 + .

2v/ MyMs. Pour cela, on va raisonner par équivalence:

Msh  2My
2 + ho

2/ MoMy <= 4My + h2M2 = 4h~/MyMs
& h2My — dhy/ MM + 4My = 0
& (hWi5) =2 (hWE) (2V30) + (2/)% = 0
& (/i —2V) = 0
< hy/ My = 24/ My
2./,
M,

S h =



