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Devoir surveillé 7.

Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou
encadrées. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la
copie. On peut admettre un résultat ou une question en le précisant
explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la
présentation de la copie seront prises en compte dans l’évaluation.

Exercice 1.

Soit E un K-espace vectoriel. Soit A une partie de E. On dit que A est un
sous-espace affine de F ssi A = () ou §’il existe un sous-espace vectoriel F' de
FE et a € F tels que:

A={a+u,ueF}.
1. (a) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un
sous-espace affine de F.
(b) Soit a € E, montrer que {a} est un sous-espace affine de FE.

(c) Montrer que si A = {a + u,u € F} est un sous-espace affine et
(v,w) € A%, alors v —w € F

(d) Montrer que si A ={a+u,u € F} et ac€ A, alors A={a+u,uec
F}

2. Dans cette question, on pose: E = K[X],
F={PeE, PQ)=P(-1)}et A={Pe€ E, P(1) =2+ P(-1)}

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
(b) Montrer que X € A.

(¢) Montrer que A est un sous-espace affine de E.
3. Dans cette question, on pose: E = RN (I’ensemble des suites réelles),

F={(u,) € E, lim (upy1 —u,) =0}

n—-+o0o

et A= {(un) € E, ngrfoo(un-&-l —up) =1}

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

(b) On pose: Vn € N, v, = n.
Montrer que (vp)nen € A.

(c) Montrer que A est un sous-espace affine de E.

. Soit A un sous-espace affine de . Montrer que A est un sous-espace

vectoriel de E ssi Og € A.

. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Soient a,b € E.

On considére les sous-espaces affines de E:
A={a+u,uec F}et B={b+uv,veG}

(a) Montrer que: AC B< (a—be Get FCG).
(b) Montrer que: A=B & (a—beGet F=0G).

On a donc prouvé que si A est un sous-espace affine non vide de F, il
existe un unique sous-espace vectoriel F' de E tel que:

A={a+u,ue F}avecac E.

L’espace vectoriel F' est appelé la direction du sous-espace affine A.

. Soient A et B des sous-espaces affines non vides de F de directions re-

spectives F' et G.
On suppose que AN B # (.
Montrer que A N B est un sous-espace affine de E de direction F' N G.

. Soient A et B des sous-espaces affines non vides de E de directions re-

spectives F' et G.
Soient a,b € E tels que:

A={a+u,uec F}et B={b+v,veG}
On suppose dans cette question que FF & G = F.
(a) Justifier 'existence de u € F, v € G tels que:
b—a=u+w.

(b) Montrer que AN B # 0.
(c¢) En déduire que AN B est un singleton.



Exercice 2.

Dans tout ce probléme, étant donné un entier n, on définit les polyndmes

réels
1

(n)
Q”n!Qn )
Attention: @, est la puissance niéme de X? — 1, L,, est la dérivée
niéme.
Partie I. Propriétés de la suite (L)

Qn=(X?>-1)"et L, =

neN"

1. Calculer Lg et Li. Vérifier que Lo = %Xz — %
2. Soit n € N.

(a) Déterminer le degreé et le coefficient dominant du polynéme Q,,.

(b) En déduire le degré et le coefficient dominant du polynéme L,

3. Soit n € N. Montrer que la fonction polynomiale x — L,(z) est de
méme parité que n.

4. Soit n € N.

(a) En écrivant Q, = (X—1)"(X+1)", exprimer L,, comme une combi-
naison linéaire de polynomes de la forme (X —1)" (X +1)* (pour
k variant entre 0 et n ).

(b) Montrer L, (1) = 1 et déterminer L, (—1).
5. Racines de L,,. Soit n > 1.

(a) Déterminer les racines de Q,, avec leur multiplicité.
(b) Pour tout k € [1,n], on note H(k) I'assertion " il existe un réel non
nul A € R* et une liste de réels —1 < a3 < -+ < ap < 1 tels que
B oA X =) (X + )" (X — 1) (X —ag)". Montrer
Vk € [1,n], H(k) par récurrence.
(c) En déduire qu’il existe n réels —1 < a3 < --- < ay, < 1 tels que

1 n
L,=— <2TL> H (X — ak) et Vke [1, 7T], o + any1-x = 0.

= on n
k=1

(d) A quelle condition le nombre 0 est-il racine de L,, ?

Partie II: Spectre d’un opérateur différentiel.

Dans cette partie, on considére ’application

o

6. Justifier que ¢ est linéaire.

R[X] — R[X]
P — ((X2-1)P) =(X2-1)P" +2XP

7. Soit n € N. Montrer que R, [X] est stable par ¢, c¢’est-dire que VP €
R,[X], o(P) € R,[X].

8. Déterminer I'ensemble ker(¢p).
9. On veut montrer que pour tout entier naturel n, ¢ (L,) =n(n+1) Ly,

(a) Montrer cette propriété pour n € {0,1,2}.
(b) On suppose maintenant n > 2
i. Montrer (X2 —1) Q), =2nXQn
ii. En dérivant n 4 1 fois la relation précédente, conclure.

10. Montrer que pour tout entier n, la famille (Lo,..., L,) est libre.

11. Montrer par récurrence que, pour tout entier n € N et tout polyndéme
P € R,[X], il existe un unique (n + 1)-uplet (uo, .. ., itn) € R** tel que
n

P =Y Ly
k=0

12. On souhaite finalement trouver tous les couples (A, P) € R x R[X] tels
que ¢(P) = A\P.

(a) Soit P # 0 tel que ¢(P) = AP. Montrer qu'il existe i € N et p; € R
tels que P = u; L;.

(b) En déduire I’ensemble des couples (A, P) € RxR[X] tels que p(P) =
AP.



Exercice 3.

Dans tout le probléme, on désigne par E le C-espace vectoriel des suites &
valeurs dans C. Si u est une telle suite, on note, pour tout entier naturel n,
Uy, son terme d’indice n. On note I I’application identité de F. On définit un
endomorphisme 71" de E en posant

|

c¢’est-a-dire que, pour tout entier naturel n, le n-iéme terme de la suite T'(u)
vérifie T'(u)y = Up41-

On considére également ’endomorphisme L de E défini par L = I + T.
Enfin, on rappelle que pour tout endomorphisme ¢ de F, on définit par récur-
rence I’endomorphisme itéré oF par ¢ = I et pour tout entier naturel k non
nul, F¥ = F o FF-1,

Préliminaires

EF — FE
u +— T(u) = (Unt1)neN

1. Soit A = (aij)i<i,j<p une matrice inversible d’inverse B = (bij)1<i j<p-
On se donne deux familles (f1,..., fp) et (e1,...,ep,) de E. Montrer que

p n
VEk e [1,p], fr = Za,‘ker =Vk e [l,p],exr = stkus.

r=1 s=1

2. Exprimer, pour tout entier n, L™ en fonction des puissances de T et de
1.

Partie I

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note ), 'ensemble des
suites complexes p-périodiques, c’est-a-dire ’ensemble des suites u = (up )neN
de E vérifiant Vn € N, uyqp = up.

1. (a) Montrer que €, est un ssev de E.

(b) Soit ¢ l'application définie par
Qp

Démontrer que ¢ est un isomorphisme.

(¢) Pour j € [0,p — 1], on définit la suite ¢/ en posant

4 1 si n = j[p| c’est-a-dire n — j est un multiple de
WneNd =L =i j ple de p
0 sinon
Montrer que la famille de suites B, = (CO, e cpfl) est une base de
Q,.

(d) Soit u € €, expliciter les coordonnées de u dans la base B..

2. Justifier que €2, est stable par T" et L.

Dans la suite du probléme, on fixe p > 2 et on s’intéresse aux endomorphismes
induits sur €, par T et L que l'on note respectivement ¢ et | (on a donc

— Qp — Qp
t="Tl|q et l=L[g").
3. Déterminer ker(t). Qu’en conclure?

4. (a) Soit u € ker(l). Montrer que ¢(u) vérifie le systéme S:

uyp + U1 = 0
Ui + U = 0
(S)
Up—2 + up—1 = 0
UQ + up—1 = 0

(b) Résoudre le systéme S en discutant selon la parité de p.
(c) Déterminer Ker(l).

2ikm

5. On note pour tout k € [0,p — 1], wpy = e »
- i(k=1)(j—1)7

A= (wi_l) = (e P .

L<ki<p L<k,j<p

—T —- . . .
(a) Montrer que A A = pl,, ou A désigne la matrice conjuguée de A
c’est-a-dire celle dont les coefficients sont les conjugués des coeffi-
cients de A.

(b) En déduire que A est inversible et préciser son inverse.

et on considére la matrice

0 .1

6. Déterminer p suites €2, ¢!, ..., P71 de 2, telles que pour tout k € [0,p—

1], ek =1et

VEk € [0,p — 1], t(e*) = wye®.



cette page blanche n’est pas une erreur, c’est pour vous permettre d’avoir
les deux parties de cet exercice cote a cote (et distribuer le sujet avec un
verso blanc).




7. Montrer que B, = (60, e, ... ,ep_l) est une famille libre. On admet que
c’est alors une base de 2,,.
Indication: Si A est inversible, le systéme associé & AX = (0) admet
uniquement la solution nulle.

8. On note xg, ..., Tp—1 les coordonnées de u dans la base B, ce qui permet
p—1
d’écrire u = E zper.
k=0

(a) Exprimer I(u) puis ["(u) pour tout entier naturel n en fonction des
k
Thy Wiy €.

1 n
(b) Montrer que pour tout k € [1,p — 1], on a lim < + wk) =0.
n—+oo 2

1,
G ot (o = o

(c) En déduire que

~1
17
(d) Montrer que xg = fz U, -
P2

Indication: Utiliser la question préliminaire.

() En  déduire que pour tout j € [o,p — 1],
1 j 1
m LY (p’”ﬂ) _L
n——+oo 2M ) n P
0<k< =t
-fin officielle du sujet -
Bonus:

9. Soit n € N. Soit u une suite de E admettant a pour limite réelle.

: 1 -
(a) Vérifier que Q—nL"(u)o —a= g <Z> (ug — a).

(b) Soit N € N. On pose

sN<n>21nZNj (Z) (1~ a) et Ba() 5 > (Z) (ug — a)

k=0 k=N+1

i. Montrer que |Ry(n)| < max

U — aj .
keﬂN+1,nﬂ| k |

N ok
x
ii. On pose Py(z) = E T pour x € C. Montrer que
k=0

1
[Sn(n)| < 57 Pn(n) max |ug —al

2n ke[o,N]
: . 1
iii. Justifier que ngrfoo 2—nPN(n) = 0.

1
(c) En déduire que lim —L"(u)p = a.

n——+oo 21
n—1
10. Soit u € E. On définit une suite s par sg =0 et s, = Zuk, pour tout
k=0

e : 1<~ (n
n 2 1.0n définit également une suite S,, = sz_o (k) Sk-

(a) Montrer les inégalités ci-dessous, pour tout entier naturel n.

ey n+1 " /n " /n
()5 () ()
k=0 k=0 k=0

1

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, Sp4+1—S5, = il

L”(u)o

(c) On suppose que (Sp)nenN converge, montrer que
Z” 1
. k _ 1
ng—‘roo 2k+1 L (U)O nllH-oo S

1" 1
11. On consideére les suites u et J définies par u, = (1) et J, = / (1-—

2n + 1 0

2?)" da.
" /n
(a) Montrer que J,, = Z (k) Uk -
k=0
22n(n!)2
(b) On admet que pour tout n € N, J,, = @t (intégrale de Wallis)
n
. T . .
et que nll}l_{l_loo Zuk =7 (série de Fourier), montrer que

k=0

_ oLk ¢
lim — = —
n—-+00 — (2]{: + 1)! 4



Correction provisoire du DS n 7,
sujet 2

Ezercice 1 1. (a) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E,
alors A est un sous-espace affine de E. On suppose que A est un
ssev de E/, on a bien A # () car Og € A. Par ailleurs, on a

A={0g+u,u e A}, avec A un ssevde E

A est donc bien un sous-espace affine.
(b) Soit a € E, montrer que {a} est un sous-espace affine de E.
On a A # (. De plus, si on considére le ssev {Og}, alors on a
{a} ={a+u,u € {Og}}, on a donc bien {a} ss-espace affine de F.
(c) Monirer que si A = {a + u,u € F} est un sous-espace affine et
(v,w) € A2, alors v —w € F
Soit (v,w) € A2, alors il eviste (u,u') € F? tel que v = a + u et
w=a+vu. Onadoncv—w=u—u" et, comme F est un ssev,
u—u €F. On a donc bienv —w € F.
(d) Montrer que si A={a+u,u € F} et € A, alors A={a+u,u €
F}
On va raisonner par double inclusion. Soit b € A, alors il existe u € F
tel que b = a + u. On écrit alors

b=a+a— a+tu,
~——
eF

d’aprés la question précédente, on a donc a — a + u € F' et b appartient
bien a {o + u,u € F}.

Soit maintenant b € {a+wu,u € F'}, alors il existe u € F tel que b = a+u
et on fait comme précédemment, on écrit

b=a+ (0 —a)+uavec (a —a)+u€F,

on a donc bien b € A ce qui achéve de montrer I'égalité des deux ensem-
bles.

2. Dans cette question, on pose: E = K[X],
F={PeE , P1)=P(-1)}et A={Pe€ E, P(1) =2+ P(-1)}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Le polynéme nul appartient a F. Si (P,Q) € F? et A € K, alors

AP +Q) (1) =AP(1)+Q(1)
=AP(=1) + Q(-1)
car (P,Q) € F?
=(A\P+Q)(-1)
On a bien AP 4+ @ € F et F est bien un ssev de E.
(b) Montrer que X € A.
Ona2+4+X(-1)=2—-1=1=X(1) donc X € A.

(¢) Montrer que A est un sous-espace affine de E.

Tout d’abord A est non vide puisqu’il contient X. On va montrer que
A ={X + P,P € F} par double inclusion. Soit Q € {X + P,P € F},
alors il existe P € F' tel que Q = X + P avec P € F. On a donc

24Q(=1) =2+ (-1)+P(-1) =1+ P(1) = Q(1),

donc Q € A.
Réciproquement, si () € A, alors on montre facilement que Q — X € F
on a donc

Q =X+ Q - Xa
~——
€F
donc Q € {X + P,P € F}. On a bien ’égalité par double inclusion.

3. Dans cette question, on pose: E = RY (Iensemble des suites réelles),

F={(un) € E, ngrfw(un+1 —up) =0}
et A= {(un) € E, nEIfoo(u”H —up) =1}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
La suite nulle appartient bien & F. Si (u,v) € F? et A € R, montrons
que w = Au + v appartient & F. Soit n € N, on a

= Mlpt1 + Unt1
= \uy, + vy,

car (u,v) € F?
= wp,

Wn+1



donc a donc bien w € F' et F est un ssev de E.

(b) On pose: Vn € N, v, = n. Montrer que (vy)nen € A.
Soit n € N, alors vp41 — v, = (n+1) —n = 1, on a donc bien
(Un)nEN S A.

(¢) Montrer que A est un sous-espace affine de E.

On pose v = (vp)nen. Tout d’abord A est non vide puisqu’il contient v.
On va montrer que A = {v + u,u € F'} par double inclusion. Soit donc
w=v+u avec u € F, alors pour tout n € N,

Wp41 — Wy = Upgl + Upgpl — Up — Up = 1,

on a donc bien w € A.

Réciproquement, si w € A, montrons que w — v € F' pour pouvoir écrire
w =+ (w—v). Soit donc n € N, alors

Wn41 — Un41 — (wn - Un) = Wnp41 — Wp — (Un—l-l - Un) =1-1=0,
on a bien w—wv € F. Ceci achéve la preuve de 'égalité A = {v+u,u € F}.

. Soit A un sous-espace affine de E. Montrer que A est un sous-espace
vectoriel de E ssi Op € A.

On pose A = {a + u,u € F}. On raisonne par double implication On
suppose tout d’abord O € A, alors d’aprés la question 77, on a A =
{0g +u,u € F} = F donc A est bien un ssev de E.

Réciproquement, si A est un ssev, alors A contient Og. On a montré
I’équivalence.

5. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Soient a,b € F.

On considére les sous-espaces affines de E:
A={a+u,uec F}et B={b+v,veG}.

(a) Montrer que:AC B (a—be Get FFCG).
A nouveau, on raisonne par double implication. On suppose A C B.
Alors a € B et d’apreés la question 77, on a b —a € G. De plus, si
u€ F alorsa+u € Adonca+u € B. Onaalorsa+u=b+v
avec v € G, ce qui permet d’écrire

u=b—a+veGqG,
——
e

on a bien montré l'inclusion F' C G.

Supposons maintenant b —a € G et I C G. Soit x € A, alors
r=a+u,u € F. On a donc

r=b+ (a—0b)+u.

Ora—b= —(b—a) € G puis que G est un ssev et u € F avec
F C G doncu e G. On en déduit que a —b+u € G donc x € B ce
qui montre 'inclusion A C B.

On a bien montré I’équivalence.

(b) Montrer que: A=B < (a—be Get FF=G).

On utilise la question précédente et l'équivalence B € A < (b—a €
Fet G C F) qui se montre par symétrie des roles. On obtient
I’équivalence souhaitée. On a donc prouvé que si A est un sous-espace
affine non vide de E, il existe un unique sous-espace vectoriel F' de E
tel que:

A={a+u,ue F} aveca € E.

L’espace vectoriel F' est appelé la direction du sous-espace affine A.

. Soient A et B des sous-espaces affines non vides de E de directions re-

spectives F' el G.

On suppose que AN B # (.

Montrer que AN B est un sous-espace affine de E de direction ' N G.
Soit x € AN B, on veut montrer que AN B ={z+u,u € FNG}.

Soitye ANB,alorsy—x € Fety—azx e Gdoncy—x € FNG, on a
donc y € {z +u,u € FNG}. Réciproquement, soit u € F NG, montrons
quez+u€ ANG. Onax+u € Acarx € Aet u € F. De méme
r+u€Bdoncxr+ue ANB.

. Soient A et B des sous-espaces affines non vides de E de directions re-

spectives F' et G.
Soient a,b € E tels que:

A={a+u,uec F} et B={b+v,veG}
On suppose dans cette question que F & G = E.
(a) Justifier Uexistence de uw € F', v € G tels que:

b—a=u+w.



On sait que b —a € E car (a,b) € E? et E est un ev. Comme
E =F @ G, on sait qu'il existe (u,v) € F x G, b—a =u+v.
(b) Montrer que AN B # ().
D’apreés la question précédente, on a b — v = a + u donc on a bien
~—— =

€B
b—v e FNG et 'intersection est non vide.

er
(¢) En déduire que AN B est un singleton.
Soit x € AN B, alors d’aprés la question 77, on a
A={zx+u,u€ F} et B={x+v,veG}

Soit maintenant y € AN B, alors y =z +u = x + v avec (u,v) € F x G, on
aalorsu=ve€ FNG,or FNG ={0g} doncu=v=0get y=u.
On a bien montré que AN B est un singleton.

Ezercice 2 Partie I. Propriétés de la suite (L),

1. Calculer Lo et Ly. Vérifier que Ly = %X2 — % On a

0
-Qo=(X*-1) =1,danc Ly = 207_0!(‘2(()0) =1.
1 2X
—lexzfl,danClemQaz?:X
1
_QQ:(XL_D2:XA_2XL+LdmmL2:§f§—gzg(mx2_@:
2. Soitn € N,

(a) Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéome Q.

Le degré d’un produit étant la somme des degrés, le degré de Q, est
n deg(X2 — 1) = 2n. Le polynoéme (X? — 1) étant unitaire, Q,, I'est
aussi.

En déduire le degré et le coefficient dominant du polynéme L.
D’aprés la question précédente, on peut trouver un polynoéme R,
de degré strictement inférieur & 2n tel que 'on puisse écrire Q, =
X?" 4 R,,. Aprés dérivation n—uple, on a donc an) =2n)---(n+
)X 4+ R = Gl xn 4 g,

i puis
1 1 (2n)! 1
_ (n) _ n (n)
Ln = 2"n!Q” onpl pl A7+ 2”n!R” '

On sait que deg R%n) < degR,, — n < n, donc ce calcul montre que

L, est de degré n et de coefficient dominant

(%)

3. Soit n € N. Montrer que la fonction polynomiale x — L, (x) est de méme
parité que n.
La fonction x — Qu(x) est manifestement paire, par opérations. La
dérivation envoyant les fonctions paires sur les fonctions impaires, et

1

2nn!

(2n)!

n!

1
ez

2n
n

réciproquement, on en déduit que QSL"), et donc L,, sont de la méme
parité que n.

4. Soit n € N.

(a) En écrivant Q, = (X—=1)™(X+1)", exprimer L, comme une combi-
naison linéaire de polynomes de la forme (X —1)""F(X +1)* (pour
k variant entre 0 et n ).
On applique la formule de Leibniz :

QM = [(X — )X +1)™

=3 () tor - ayge
k=0
3X2—1 “~(n
2 2 = I n--n—k+DX-1)"F n... (k+1)(X+ 1)

———
=n!/k!

i
=)

=n!/(n—k)!

1 « n n!?
donc Ly = —— L —
one 2"nlg£% < k ) Kl(n — k)

n

D

k=0

(X =" R + 1)

2
1 n _
= o <0(X—U“WX+QE
(b) Montrer L, (1) =1 et déterminer L,(—1).
On déduit du calcul précédent que tous les termes de la somme
s’annule en 1 sauf celui d’indice £ = n, on a donc

o\ 2
(1) 12
n

2n
=2 =1
2')7,



On peut appliquer le méme raisonnement en —1 (tous les termes
de la somme s’annule en —1 sauf celui d’indice & = 0) ou bien dire
que la fonction polynomiale associée & L, est de méme parité que
n donc L, (—1) = (-1)™

5. Racines de L,,. Soitn > 1.

(a)

Déterminer les racines de @, avec leur multiplicité.

L’expression Q, = (X — 1)*(X 4+ 1)" montre directement que, si
> 1, les racines de Q,, sont -1 et 1, avec multiplicité n dans les

deux cas. Naturellement, Qg = 1 n’a pas de racine.

Pour tout k € [1,n], on note H(k) Uassertion "il existe un réel
non nul A € R* et une liste de k réels —1 < aq < --- < ap, < 1 tels

que Q;k) A(X2— 1)n_k (X —ay) (X —ag)----". Montrer
Vk € [1,n],H(k) par récurrence.

Initialisation. On a Q, = n (X2 — 1), (X2 — 1)"_1 =
2nX (X2—1)n_1, ce qui montre H(1) : les réels A = 2n et

a1 = 0 conviennent.

Hérédité. Soit k € [1,n — 1] tel que H(k). On peut donc trouver
AeR et —1<ap <--- <ay <1 tels que

QW = A(X — 1) (X + 1)"™F (X — 1)+ (X — ) = A(X+1)™
Montrons H(k 4 1). - Comme k < n, les réels -1 et 1 sont racines

de Q). de multiplicité n — k dans les deux cas. On en déduit que

(k+1)

1 et —1 sont racines de @, de multiplicité n — k — 1.

Soit £ € [1,k—1]. En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction
(de classe C') z Qgﬁ) () entre ay et ayy1, on obtient existence
d’ un nombre réel i1 €]y, ayyr ( tel que Qgﬁ'l) (apr1) = 0. En
appliquant le méme argument entre -1 et &; (resp entre dy et 1), on

QU+,

obtient une nouvelle racine «j (resp agy1) de Notons que

I'on a les inégalités
“l<ap<a<a<a < <oy <o <aprr <oapy <1,

ce qui montre notamment que les racines —1, aq, . ..
distinctes. Par ailleurs, Qgﬁl) est de degré 2n — (k+ 1) et on a

, 01 et 1 sont

F(X —aq)---

trouvé k+ 1+ 2(n—k —1) =2n — k — 1 racines de Q%k) comptées
avec multiplicité, on a donc trouvé toutes ses racines. On peut donc
trouver A € R tel que

k+1

—(k+1) H

Q7(1k+1) _ )\(X + 1)n—(k+1)( B al
ce qui montre Hg 1, et clot la récurrence.

En déduire qu’il existe n réels —1 < oy < -+ < an <1 tels que

;(i?)ﬁ(X_ak)

k=1
D’aprés H(n), on peut trouver A € R* et —1 < ag < ---
tels que

L, = et Vke|[l,n],ar+anr1-k =0.

< ap <1

le”)— ﬁ X —a;).

donc il existe X' € R* tel que

n

N[ X—ai). =

=1

L,
(X —a) (X—1)"F

L’expression montre que )\ est nécessairement le coefficient domi-

nant de L, donc \ = %

2n .

< n > Il reste simplement & montrer
la propriété de symétrie des racines, qui est un reflet de la parité,
ou I'imparité suivant les cas, de la fonction = — L, (x). Pour tout
ke [l,n], ona

Ly (—ag) = (—1)"Ly, (o
donc¢ les nombres —a, < —a,_1 < -+ < —aq sont des racines
de L,. Comme il y en a n, on peut méme affirmer qu’il s’agit
de toutes les racines de L,. Mais 'expression ( % ) montre que
les racines de L,, sont a1 < a9 < -+ < . On en déduit donc
, a9 = —a,—1 et ainsi de suite jusqu’a a,, = —aq, ce

) =0,

a1 = —0Qp,y...
qui équivaut & ’assertion de 1’énoncé.



(d) A quelle condition le nombre 0 est-il racine de L, ?

Si n est impair, 'imparité de x — L, (z) montre L, (0) = 0, c’est-a-
dire que 0 est racine de L,,.

Par ailleurs, la propriété de symétrie due a la question précédente
montre que L, a autant de racines strictement positives que de
racines strictement négatives. Il posséde en particulier un nombre
pair de racines non nulles. Si 0 est racine de P, le nombre total de
racines doit donc étre impair. Mais ce nombre est précisément n.
Ainsi, on a montré par double implication que 0 était racine de L,
si et seulement si n était impair.

n
On peut aussi poser P = Zaka et traduire ¢(P) = 0 avec les coefhi-

k=0
cients. On obtient alors a, = a,_1 = 0 et

Vk € [0,n — 2], k(k + 1)ag + (k+ 1)(k + 2)ag+2 = 0.

Par récurrence descendante, on obtient bien que tous les coefficients
jusqu’a a; sont nuls. L’égalité en & = 0 ne donne pas d’information
sur ag, on a donc bien ag quelconque et P est un polynéme constant.

9. On veut montrer que pour tout entier naturel n, o (L,) = n(n + 1)L,.

(a) Montrer cette propriété pour n € {0,1,2}.

Partie II. Spectre d’un opérateur différentiel. Dans cette partie, on
Un calcul direct montre que ¢ (Lo) = 0,¢ (L1) = 2 L; et ¢ (Lg) =

considére 'application

 RX =
. { Py (X2-1)P) = (X — 1) P+ 2XP".

6. Justifier que @ est linéaire

L’application est linéaire par linéarité de la dérivation.

. Soit n € N. Montrer que R,[X] est stable sous ¢, c’est-a-dire que
VP € R, [X], p(P) € R, [X].

e Sin =0, on a, pour tout P € R,[X],P =0 et donc o(P) =0. A
fortiori, p(P) € R, [X].

e Supposons désormais n > 1. On a alors deg P’ < degP —1<n—1,
donc P’ € R,—1[X]. On en déduit (X? —1)P’' € Rp41[X] puis
e(P) = ((X2-1)P") e R,[X].

. Déterminer l’ensemble Ker(p).

On va montrer Kerp = R. L’inclusion réciproque a été montrée a la
question précédente. Sait P € {P € R(X) | ¢(P) = 0}. On va montrer
que P est constant. Comme 0 = (P) = ((X* — 1] P’)/, ona(X?—1]P
constant. Autrement dit,

2+ degP’ = deg ((X* - 1) P') < 0.

Cela entraine que deg P’ < —2, c’est-a-dire que deg P/ = —o0, ou encore
P’ = 0. Ainsi, le polynéme P est constant, ce qui montrer Kerp = R.

10. Montrer que pour tout entier n, (Lo, ...

6 Lo, ce qui montre la propriété demandée.
(b) On suppose maintenant n > 2.

i. Montrer (X? —1) Q) = 2nXQn.
C’est un calcul immeédiat & partir de Q) =
(X2—1) (X2-1)" ' =ax (x2—1)""".

ii. En dérivant n+ 1 fois la relation précédente, conclure.
On dérive n + 1 fois, en appliquant la formule de Leibniz :
comime (X2 + 1)(r) =0 des que r > 2 et que X(") = 0 deés que
r > 1, les sommes se simplifient et I'on a :

<n + 1) (X2 1) Q2 4 <n + 1) 2X QM+ <n + 1> 2™
0 1 2 n
s nC e

donc
(X2 —1) Ll +2(n+1) X L, +n(n+1)L, = 2nX L, +2n(n+1)L,
puis

(X?—1) L +2XL, =n(n+ 1)Ly,

c’est-a-dire ¢ (L) = n(n+ 1)Ly, Cela montre donc la propriété
cherchée.

, Ly) est libre
On remarque que cette famille ne contient pas le polynéme nul puisque
deg(Ly) = k pour tout k et les degrés sont distincts donc elle est libre.



11.

12.

Montrer par récurrence que, pour tout entier n € N et tout polyndéme
P € R,[X], il existe un unique (n + 1)-uplet (uo, - .., pn) € R*L tel que
n

P=> L.
k=0

Pour tout n € N, on note B(n) l'assertion

n
VP € Ro[X], 3 (po, ..., ptn) € R P =" i L.
k=0

Montrons Vn € N, B(n) par récurrence.
Initialisation : Soit P € Ry[X], alors P est constant, il existe un réel
1o € R tel que P = pgLg et pg est unique puisque Lo # 0.

Herédité Soit n € N tel que B(n). Montrons B(n+1). Sait P € R,,11[X].

n . ’
Posons pin41 = ;701”4,1 ol ap4+1 est le coeficient (éventuellement
n

n
nul) de P d’indice n+ 1. Les polynoémes i, 41 Ly41 et P sont alors deux
éléments de R, 41[X] possédant le méme coefficient de degré n + 1. On
en déduit que P — py 41 Ly est un élément de R, [X]. D’apreés B(n), on
peut donc trouver pyo, . .., pn € R tels que P— ppi1 Lpy1 = > 5o ik Li-
On a donc P = Y340 ppLyg. L'unicité de (ug, . . ., pni1) découle de la
liberté de la famille (Lo,...,Lnt+1), ce qui montre H(n + 1), et clot la
récurrence.

On souhaite finalement trouver tous les couples [\,P) € R x R[X] tels
que p(P) = AP.

(a) Soit P # 0 tel que o(P) = AP. Montrer qu’il existe i € N et \; € R*
tel que P = p; L.
On peut trouver n € N tel que P € R,,[X], ce qui permet de trouver

11

n
des scalaires pg, ..., un € R tels que P = Z i Lx On a alors
k=0

p(P) =¢ (Z,Uk Lk:)
k=0

n
= Z,ukgp( L) par linéarité de ¢
k=0
n

= ppk(k+1) Ly car o(Lg) = k(k + 1)Ly
k=0

Par unicité de ce type de décompositions(démontrée a la question
précédente), on en déduit

Vk € [0,n], A\ = k(k + 1) ug.

Ensuite, de deux choses 'une:

e Soit Vk € [0,n], ux = 0, auquel cas on a P = 0.

e Soit il existe (au moins) un entier j € [0,n] tel que pu; # 0.
Dans ce cas, 'égalité A\pu; = j(j+1)p; montre que A = j(j+1).
Pour tout k € [0,n] difféerent de i, on a alors u; = 0. Si ce
n’était pas le cas, on pourrait en effet recommencer 'argument
précedent et obtenir A = k(k + 1), ce qui n’ est pas compatible
avec A = j(j + 1) (car la suite (¢(¢ 4+ 1))gen est strictement
croissante, donc elle ne reprend pas deux fois la méme valeur).

Ainsi, on a montré A = j(j+1) et P = p;L;, pour un certain entier
jeN.

e Clairement, pour tout A € R, le couple (A, 0) convient.

e Pour tout j € N et tout p € R, le couple (j(j + 1), uL;) con-
vient, parce que

¢ (uLj) = pp (Ly) = pj(j + 1)L,

In fine, ’ensemble des couples cherchés est

{0 [N eRYU | {(G(G + 1), nLy) | € R}.
jeN



Ezercice 3 1. On sait que I et T commutent : ToT =T ol =7T. On
peut donc appliquer la formule du binéme de Newton a (I + 7)™, d’ou

<Z> Tk = I+é (Z) T,

P
2. On suppose Vk € [1,p], ux = ZaTker. On a alors

r=1

n

I+T)"=>"

k=0

PP

- Z Z bskarses
s=1r=1
P P

= Z arsbsk €s
r=1 s=1

757‘](3
prd ek’
On a bien le résultat souhaitée.
Partie I

3. (a) La suite nulle appartient & €, et une combinaison linéaire de suites
p-périodiques est encore p-périodique ; €2, est donc bien un sous-
espace de F.

(b) La linéarité de ¢ est immeédiate
Soit u € €, et r € N. Une récurrence immédiate montre que, pour

tout k € N, 4,4, = u,; en particulier, si n € N et si r est le reste
dans la division euclidienne de n par p, alors u, = u,. On en déduit

esiu e Qet plu) = 0, alors u, = 0 pour tout r vérifiant
0<r<p—1,etdoncu, =0 pour tout n € N par la remarque
précédente ; donc ker p = {0} et ¢ est injective.

e sia=(ag,...,a,—1) € CP, définissons la suite u par : pour tout
n € N, u, = a, ol r est le reste dans la division euclidienne de
n par p. Il est alors clair que u € Q, et que p(u) = a, d’ou la
surjectivité de ¢.
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4.

6.

(c) On remarque que la suite c¥ est la suite dont tous les termes sont
nuls sauf ceux d’indice n avec n = k[p]. Soit u € §,,, alors pour
tout n € N, il existe k € [0,p — 1] tel que u, = ux. On a alors

p—1
u = E urc®.  Ainsi, u s’écrit comme combinaison linéaire de la
k=0

famille. De plus, les coefficients intervenants dans cette CL sont
uniques puisque ce sont les p premiers termes de la suite. On en
déduit que (%,...,cP71) est une base de ,. Remarque: On peut
en déduire que 2, est de dimension finie égale & p.

Si on avait eu la dimension, on aurait pu aussi raisonner ainsi: Pour
tout k& € {0,...,p — 1}, ©(cF) est I’élément de CP dont toutes les
composantes sont nulles, sauf celle d’indice £ + 1 qui vaut 1, donc
est le k + 1-eme vecteur de la base canonique de CP. Par suite, B,
est 'image de la base canonique de CP par I'isomorphisme ¢!, c’est
donc une base de F.

(d) D’apres la question précédente, les coordonnées de u dans B, sont
(uo, -y Up—1).

SiueQyetneN, alors T(u)nip = Untpt1 = Unt1 = T(u), et donc
T'(u) € Q. Donc €, est stable par T ; il I'est clairement par I, donc €,
est aussi stablepar L=1T+4+T.

Si u € kert, alors, pour tout n € N, t(u), = up+1 = 0 donc  u, =0
pour tout n € N* ; et donc ug = u, = 0 puisque p > 2. Par suite
kert = {0}. On en déduit que t est injectif. Remarque: En utilisant les
résultats de dimension finie, on aurait pu dire plus de choses: Puisque
t est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, c’est donc un
automorphisme de F.

(a) Par définition de [, on a, pour tout n € N, l(u), = up + Upt1-
On obtient donc le systéme (S) en écrivant ’égalité [(u), = 0 pour
n € {0,...,p—1} et en remplacant dans la derniére équation w, par
uQ-

(b) Les p—1 premiéres équations expriment que la suite est géométrique
de raison —1 jusqu’au rang p — 1 ; le systéme (S) équivaut donc a
{ Vee{l,...,p—1} wup = (—1)*ug

Ug = (—=1)Pug



Si p est impair, la derniére équation fournit ug = 0 et donc ug =0
pour tout k : la seule solution est le p-uplet nul.

Si p est pair, la derniére équation s’élimine ; les solutions de (S) sont
donc les p-uplets de la forme ug.(1,—-1,1,—1,...,1,—1) o up € C,
qui forment une droite vectorielle de CP.

D’apres la question 77 le systéme (S) équivaut en fait a ¢ (I(u)) = 0,
donc a I(u) = 0 puisque ¢ est un isomorphisme ; les éléments de
ker [ sont donc exactement les u de €, tels que ¢(u) vérifie (S).
D’apres 77, kerl = {0} si p est impair ; et, si p est pair, ker[ est la
droite vectorielle engendrée par la suite ((—1)") (qui est bien dans
2, puisque p est pair).

2i(k—1)(j—1)w —2i(j—=1)(k=1)7

7. (a) On pose ayj = wij =e P et by; = wf:ll =e P
. - . . —T
les coefficients d’indice (k,j) des matrices A et A, en notant my;
. - . =T
le coefficient d’indice (k,7) du produit A A, on a, par la formule
du produit matriciel :
P
Chj = Z brrarj
r=1
p —2i(k—1)(r—1)n 2i(r—1)(j—Dm
= Z (&} P (& p
r=1
p 2i(r—1)(j—k)m
e D
r=1
p 2iG—k)x \ "1
-3 (e
r=1
On a donc
psik=j
)1 p2ii—k)m
Ck] = 1 e . .
e 0 sinon
l1—e »
On retrouve le coefficient d’indice (k, j) de la matrice pIp, on a donc
A'A= pl,.
. . . . 17
(b) D’apres la question précédente, A est inversible, d’inverse —A .
p
8. Pour tout j € {0,...,p — 1}, définissons epsilon’ par epsilond, = Win

pour tout n. On a alors
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° ef)zl
e Vn € N
ejer.

J — — . = ; R T
€ntp = Wilntp) = Wjn = €n  puisque wjp, = 1 ; donc

e VneN #(e)y =wjpir) = wje% donc  t(€l) = wjel.

p—1
9. Soit Ao, ..., Ap—1 des complexes tels que Z/\kék = (0)pen. Alors pour
k=0
tout j € [0,p— 1], on a
p—1 p—1
Z )\ke;? = 0 c’est-a-dire Z Apwr; = 0.
k=0 k=0
Avec un changement d’indice, on obtient
p .
¥j € [0.p— 11, ) Ae—awp_y-
k=1
ce qui, aprés changement d’indice, s’écrit :
l
Vje [[Lp]]’ Z )\k—lwifl-
k=1
Ao
A1
On reconnait alors le produit matriciel de A avec Ce pro-
Ap—1

duit matriciel est nul; la matrice A étant inversible, cela impose
(Ao, -5 Ap—1) = (0,...,0) donc la famille est bien libre.

(a) On sait que pour tout j € {0,...,p— 1}, t(e/) = wjel donc (€)=
e +t(e) =€ +wjed = (1 +wj)¢!. On a donc, pour tout n € N,

p—1
M) =Y ap(1+ wi)mer.
k=0

10.

Posons 0 = 2kxw/p ; on a donc wy = e On a alors 1+ wy

e0/2(e0/2 4 ¢=19/2) = 2cos(A/2)e?/2. D’autre part, puisque 0 <

1
*‘2%‘ — |cos(0/2)] < 1. Par

k<p,onal<6/2<metdonc ‘

1 n
suite, (%) a bien pour limite 0.



(¢c) D'aprés la question ??, on a pour tout n il”(u)o _ (e) Soit j € {0,...,p — 1}. Sil’on applique la question ??7 a la suite
o1 2 u = ¢, on obtient 1/p comme limite (puisque dans le cas de ¢/, la
1 n . .
Ziﬂk( —|—2wk) 68 Puisque wy = 1, le coefficient de 68 dans cetto somme des p premiers termes de la suite ;faut 1).
somme vaut xg pour tout n ; et, d’aprés la question précédente, les Drautre part, pour tout n,  I"(c/)o = Z <q> Cé' Or ¢y est nul,
. .. =0
autres coefficients ont pour limite 0 quand n tend vers +00. On en sauf si g est congru & j modulo p, Cest aqdire est de la forme kp +
déduit . - . ot k € Z vérifie 0 < kp+j <n  soit ngg(n—j)/p;
HETOO QTJ (u)o = zoen = 7o puisque c; = 1 dans ce dernier cas, on a pour tout n "()g =
S () e
(d) On utilise comme suggéré la question des préliminaires que l'on kp+j cb done
. N . . 0<k<(n—j)/p
applique & la matrice A et son inverse. En effet, on remarque que
pour tout k € [0,p — 1], 1 n |
’ lim — Z Chrti =
n—-+oo 21 ) p
p—1 0<k<(n—j)/p
k J
€ = wycd,
Z K Bonus:
7=0
on en déduit que . 3. (a) Soit n € N, alors
1 :
k _ —k_j n
ct = — w, e, 1 n k
pjz; J 2—nLn(u)0—a :272 <k‘>T (u)o—a
k=0
On écrit maintenant " /n
_ - k _
= QnZ <k> (T (u)o a)
k
u = UpC n
k=0 Z <k> (ux —a)
p—1 1:0—1 k=0
= Z kaz w;kﬁj On a bien I'égalité souhaitée.
pi=
];f(l) ;:? (b) i Soit n > N. Posons o = max{|uy — €]; k € {N +1,...,n}}.
_ Z lzukwf o Alors  |ux — ¢ < a pour tout k € {N +1,...,n}, et donc
=0 \Pi=o 1 « n o o n a o [n a
— ___9on _
" | _— vl 30 (Hmet<g 3 () <X (i) -5
En identifiant le coefficient z¢ devant €’ (par unicité des coordon- k=N+1 k=N+1 k=0
nées), on en déduit que ce qui constitue le résultat demandé.
pe1 o1 ii. Soit toujours n > N. Notons tout d’abord que, pour tout
1 1
:coszukwé“:quk. ke{0,...,N}, ona
Pi=0 Pi=o n n! 1kl 1kt nk
0<<>: ——=—|ln—q¢ <=]|]|n=-
On a bien I'égalité souhaitée. Ak (n — k)!K! k!ql:[() h k![}:[() k!
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Posons 3 = max{|uy — {|; k € {0,...,N}}. On a alors

(c¢) On suppose que (Sp)nenN converge, montrer que

1< (n B al B " n . ~ 1 :
vl < g2 () 1< 3= () < iy = g Pt S D g Ao = o
k=0 =0 k= =
ce qui constitue le résultat demande. (=)™

iii. Puisque N est fixé, la suite (Py(n)) est polynomiale en n
; plus précisément, Py(n) est équivalent a n”/N! quand n
tend vers +o0o. Donc cette suite est négligeable devant la suite

géomeétrique (2"), ce qui fournit le résultat.

(c) Soit € > 0. On peut choisir N € tel que |u, — ¢| < ¢/2 pour
tout n > N. Avec les notations de 77, on a donc, pour tout n > N,
a<e/2 donc [Tn(n)|l <e/2.

Ayant ainsi fixé N, on peut définir S comme en ??. La suite
(BPn(n)/2™) a pour limite 0 d’aprés ??, on peut donc choisir
no = N tel que, pour tout n > ng, on ait [Px(n)/2" < &/2. La
question ?? montre alors que |Sy(n)| < e/2  pour tout n = ny.

1

Enfin, la question ?? montre que Q—nL"(u)o — 4| = |Sp(n) +

Ry(n)] < |Sv(n)| + |Rn(n)| pour tout n > N, donc en parti-

culier pour tout n > ng. On a donc trouvé un rang ng tel que
1

2—nL"(u)0 —¢| < e pour tout n >

e >0,

ng. Ceci étant vrai pour tout

1
On abien lim —L"(u)y ="/

n——4oo 2N

n—1
4. Soit u € E. On définit une suite s par so =0 et s,, = Zuk, pour tout
k=0

(a) Montrer les inégalités ci-dessous, pour tout entier naturel n.

n

1
:272

k=0

n > 1.0n définit également une suite S,

n+1 n+1 n n n n
S ()= (1) (7)o
k=0 k=0 k=0
1
(b) En déduire que pour tout entier naturel n, Sp41—.S, = TS L™(u)o.
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5. On considére les suites u et J définies par u,, =

1
etJn:/(l—
0

2n+1
2?)" da.

n

(a) Montrer que J,, = E
k=0

()

22n(n!)2
(b) On admet que pour tout n € N, J,, =

Gnt ) (intégrale de Wallis)
n !

et que lim Zuk =

(série de Fourier), montrer que
n—-+o0o

T
4

Qk_l(kj')Q

I =)
Moo £ (2k +1)!

n—-+00
k=

=71



