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Devoir surveillé 7.

Chaque résultat doit être justi�é, les réponses doivent être soulignées ou

encadrées. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaître sur la

copie. On peut admettre un résultat ou une question en le précisant

explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la

présentation de la copie seront prises en compte dans l'évaluation.

Exercice 1.

Soit E un K-espace vectoriel. Soit A une partie de E. On dit que A est un
sous-espace a�ne de E ssi A = ∅ ou s'il existe un sous-espace vectoriel F de
E et a ∈ E tels que:

A = {a+ u, u ∈ F}.

1. (a) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un
sous-espace a�ne de E.

(b) Soit a ∈ E, montrer que {a} est un sous-espace a�ne de E.

(c) Montrer que si A = {a + u, u ∈ F} est un sous-espace a�ne et
(v, w) ∈ A2, alors v − w ∈ F

(d) Montrer que si A = {a+ u, u ∈ F} et α ∈ A, alors A = {α+ u, u ∈
F}

2. Dans cette question, on pose: E = K[X],

F = {P ∈ E, P (1) = P (−1)} et A = {P ∈ E, P (1) = 2 + P (−1)}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que X ∈ A.
(c) Montrer que A est un sous-espace a�ne de E.

3. Dans cette question, on pose: E = RN (l'ensemble des suites réelles),

F = {(un) ∈ E, lim
n→+∞

(un+1 − un) = 0}

et A = {(un) ∈ E, lim
n→+∞

(un+1 − un) = 1}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(b) On pose: ∀n ∈ N, vn = n.
Montrer que (vn)n∈N ∈ A.

(c) Montrer que A est un sous-espace a�ne de E.

4. Soit A un sous-espace a�ne de E. Montrer que A est un sous-espace
vectoriel de E ssi 0E ∈ A.

5. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Soient a, b ∈ E.
On considère les sous-espaces a�nes de E:

A = {a+ u, u ∈ F} et B = {b+ v, v ∈ G}.

(a) Montrer que: A ⊂ B ⇔ (a− b ∈ G et F ⊂ G).

(b) Montrer que: A = B ⇔ (a− b ∈ G et F = G).

On a donc prouvé que si A est un sous-espace a�ne non vide de E, il
existe un unique sous-espace vectoriel F de E tel que:

A = {a+ u, u ∈ F} avec a ∈ E.

L'espace vectoriel F est appelé la direction du sous-espace a�ne A.

6. Soient A et B des sous-espaces a�nes non vides de E de directions re-
spectives F et G.
On suppose que A ∩B 6= ∅.
Montrer que A ∩B est un sous-espace a�ne de E de direction F ∩G.

7. Soient A et B des sous-espaces a�nes non vides de E de directions re-
spectives F et G.
Soient a, b ∈ E tels que:

A = {a+ u, u ∈ F} et B = {b+ v, v ∈ G}.

On suppose dans cette question que F ⊕G = E.

(a) Justi�er l'existence de u ∈ F , v ∈ G tels que:

b− a = u+ v.

(b) Montrer que A ∩B 6= ∅.
(c) En déduire que A ∩B est un singleton.
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Exercice 2.

Dans tout ce problème, étant donné un entier n, on dé�nit les polynômes
réels

Qn = (X2 − 1)n et Ln =
1

2nn!
Q(n)
n .

Attention: Qn est la puissance nième de X2 − 1, Ln est la dérivée

nième.

Partie I. Propriétés de la suite (Ln)n∈N.

1. Calculer L0 et L1. Véri�er que L2 = 3
2X

2 − 1
2

2. Soit n ∈ N.

(a) Déterminer le degré et le coe�cient dominant du polynôme Qn.

(b) En déduire le degré et le coe�cient dominant du polynôme Ln

3. Soit n ∈ N . Montrer que la fonction polynomiale x 7→ Ln(x) est de
même parité que n.

4. Soit n ∈ N.

(a) En écrivant Qn = (X−1)n(X+1)n, exprimer Ln comme une combi-
naison linéaire de polynômes de la forme (X − 1)n−k(X + 1)k (pour
k variant entre 0 et n ).

(b) Montrer Ln(1) = 1 et déterminer Ln(−1).

5. Racines de Ln. Soit n > 1.

(a) Déterminer les racines de Qn, avec leur multiplicité.

(b) Pour tout k ∈ [[1, n]], on note H(k) l'assertion " il existe un réel non
nul λ ∈ R∗ et une liste de réels −1 < α1 < · · · < αk < 1 tels que
Q

(k)
n = λ (X − 1)n−k (X + 1)n−k (X − α1) · · · (X − αk)". Montrer
∀k ∈ [[1, n]], H(k) par récurrence.

(c) En déduire qu'il existe n réels −1 < α1 < · · · < αn < 1 tels que

Ln =
1

2n

(
2n
n

) n∏
k=1

(X − ak) et ∀k ∈ [1, π], αk + αn+1−k = 0.

(d) À quelle condition le nombre 0 est-il racine de Ln ?

Partie II: Spectre d'un opérateur di�érentiel.

Dans cette partie, on considère l'application

ϕ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→
((
X2 − 1

)
P ′
)′

=
(
X2 − 1

)
P” + 2XP ′

.

6. Justi�er que ϕ est linéaire.

7. Soit n ∈ N. Montrer que Rn[X] est stable par ϕ, c'est-dire que ∀P ∈
Rn[X], ϕ(P ) ∈ Rn[X].

8. Déterminer l'ensemble ker(ϕ).

9. On veut montrer que pour tout entier naturel n, ϕ (Ln) = n(n+ 1) Ln

(a) Montrer cette propriété pour n ∈ {0, 1, 2}.
(b) On suppose maintenant n > 2

i. Montrer
(
X2 − 1

)
Q′n = 2nXQn

ii. En dérivant n+ 1 fois la relation précédente, conclure.

10. Montrer que pour tout entier n, la famille (L0, . . . , Ln) est libre.

11. Montrer par récurrence que, pour tout entier n ∈ N et tout polynôme
P ∈ Rn[X], il existe un unique (n+ 1)-uplet (µ0, . . . , µn) ∈ Rn+1 tel que

P =

n∑
k=0

µkLk.

12. On souhaite �nalement trouver tous les couples (λ, P ) ∈ R × R[X] tels
que ϕ(P ) = λP .

(a) Soit P 6= 0 tel que ϕ(P ) = λP . Montrer qu'il existe i ∈ N et µi ∈ R
tels que P = µiLi.

(b) En déduire l'ensemble des couples (λ, P ) ∈ R×R[X] tels que ϕ(P ) =
λP .

2



Exercice 3.

Dans tout le problème, on désigne par E le C-espace vectoriel des suites à
valeurs dans C. Si u est une telle suite, on note, pour tout entier naturel n,
un son terme d'indice n. On note I l'application identité de E. On dé�nit un
endomorphisme T de E en posant

T :

{
E −→ E
u 7−→ T (u) = (un+1)n∈N

c'est-à-dire que, pour tout entier naturel n, le n-ième terme de la suite T (u)
véri�e T (u)n = un+1.
On considère également l'endomorphisme L de E dé�ni par L = I + T .

En�n, on rappelle que pour tout endomorphisme ϕ de E, on dé�nit par récur-
rence l'endomorphisme itéré ϕk par ϕ0 = I et pour tout entier naturel k non
nul, F k = F ◦ F k−1.
Préliminaires

1. Soit A = (aij)16i,j6p une matrice inversible d'inverse B = (bij)16i,j6p.
On se donne deux familles (f1, . . . , fp) et (e1, . . . , ep) de E. Montrer que

∀k ∈ [[1, p]], fk =

p∑
r=1

arker ⇒ ∀k ∈ [[1, p]], ek =
n∑
s=1

bskus.

2. Exprimer, pour tout entier n, Ln en fonction des puissances de T et de
I.

Partie I

Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 2. On note Ωp l'ensemble des
suites complexes p-périodiques, c'est-à-dire l'ensemble des suites u = (un)n∈N
de E véri�ant ∀n ∈ N, un+p = un.

1. (a) Montrer que Ωp est un ssev de E.

(b) Soit ϕ l'application dé�nie par

ϕ :


Ωp −→ Cp

u 7−→

 u0

...
up−1

 .

Démontrer que ϕ est un isomorphisme.

(c) Pour j ∈ [[0, p− 1]], on dé�nit la suite cj en posant

∀n ∈ N, cjn =

{
1 si n ≡ j[p] c'est-à-dire n− j est un multiple de p

0 sinon

Montrer que la famille de suites Bc =
(
c0, . . . , cp−1

)
est une base de

Ωp.

(d) Soit u ∈ Ωp, expliciter les coordonnées de u dans la base Bc.

2. Justi�er que Ωp est stable par T et L.

Dans la suite du problème, on �xe p > 2 et on s'intéresse aux endomorphismes
induits sur Ωp par T et L que l'on note respectivement t et l (on a donc

t = T |ΩpΩp
et l = L|ΩpΩp

).

3. Déterminer ker(t). Qu'en conclure?

4. (a) Soit u ∈ ker(l). Montrer que ϕ(u) véri�e le système S:

(S)



u0 + u1 = 0
u1 + u2 = 0

. . .
. . .

...
...

up−2 + up−1 = 0
u0 + up−1 = 0

(b) Résoudre le système S en discutant selon la parité de p.

(c) Déterminer Ker(l).

5. On note pour tout k ∈ [[0, p − 1]], ωk = e
2ikπ
p et on considère la matrice

A =
(
ωj−1
k−1

)
16k,j6p

=

(
e
i(k−1)(j−1)π

p

)
16k,j6p

.

(a) Montrer que A
>
A = pIp, où A désigne la matrice conjuguée de A

c'est-à-dire celle dont les coe�cients sont les conjugués des coe�-
cients de A.

(b) En déduire que A est inversible et préciser son inverse.

6. Déterminer p suites ε0, ε1, . . . , εp−1 de Ωp telles que pour tout k ∈ [[0, p−
1]], εk0 = 1 et

∀k ∈ [[0, p− 1]], t(εk) = ωkε
k.
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cette page blanche n'est pas une erreur, c'est pour vous permettre d'avoir
les deux parties de cet exercice côte à côte (et distribuer le sujet avec un
verso blanc).
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7. Montrer que Bε =
(
ε0, ε1, . . . , εp−1

)
est une famille libre. On admet que

c'est alors une base de Ωp.
Indication: Si A est inversible, le système associé à AX = (0) admet
uniquement la solution nulle.

8. On note x0, . . . , xp−1 les coordonnées de u dans la base Bε ce qui permet

d'écrire u =

p−1∑
k=0

xkε
k.

(a) Exprimer l(u) puis ln(u) pour tout entier naturel n en fonction des
xk, ωk, ε

k.

(b) Montrer que pour tout k ∈ [[1, p− 1]], on a lim
n→+∞

(
1 + ωk

2

)n
= 0.

(c) En déduire que lim
n→+∞

1

2n
ln(u)0 = x0

(d) Montrer que x0 =
1

p

p−1∑
k=0

uk.

Indication: Utiliser la question préliminaire.

(e) En déduire que pour tout j ∈ [[0, p − 1]],

lim
n→+∞

1

2n

∑
06k6n−j

p

(
pk + j
n

)
=

1

p
.

����������-�n o�cielle du sujet ��������������-
Bonus:

9. Soit n ∈ N. Soit u une suite de E admettant a pour limite réelle.

(a) Véri�er que
1

2n
Ln(u)0 − a =

n∑
k=0

(
n
k

)
(uk − a).

(b) Soit N ∈ N. On pose

SN (n)
1

2n

N∑
k=0

(
n
k

)
(uk − a) et RN (n)

1

2n

n∑
k=N+1

(
n
k

)
(uk − a)

i. Montrer que |RN (n)| 6 max
k∈[[N+1,n]]

|uk − a| .

ii. On pose PN (x) =
N∑
k=0

xk

k!
pour x ∈ C. Montrer que

|SN (n)| 6 1

2n
PN (n) max

k∈[[0,N ]]
|uk − a|

iii. Justi�er que lim
n→+∞

1

2n
PN (n) = 0.

(c) En déduire que lim
n→+∞

1

2n
Ln(u)0 = a.

10. Soit u ∈ E. On dé�nit une suite s par s0 = 0 et sn =
n−1∑
k=0

uk, pour tout

n > 1.On dé�nit également une suite Sn =
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
sk.

(a) Montrer les inégalités ci-dessous, pour tout entier naturel n.

n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
sk =

n∑
k=0

(
n
k

)
sk +

n∑
k=0

(
n
k

)
sk+1.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, Sn+1−Sn =
1

2n+1
Ln(u)0.

(c) On suppose que (sn)n∈N converge, montrer que

lim
n→+∞

n∑
k=0

1

2k+1
Lk(u)0 = lim

n→+∞
sn.

11. On considère les suites u et J dé�nies par un =
(−1)n

2n+ 1
et Jn =

∫ 1

0
(1−

x2)n dx.

(a) Montrer que Jn =

n∑
k=0

(
n
k

)
uk.

(b) On admet que pour tout n ∈ N, Jn =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
(intégrale de Wallis)

et que lim
n→+∞

n∑
k=0

uk =
π

4
(série de Fourier), montrer que

lim
n→+∞

n∑
k=0

2k−1(k!)2

(2k + 1)!
=
π

4
.
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Correction provisoire du DS n 7,
sujet 2

Exercice 1 1. (a) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E,
alors A est un sous-espace a�ne de E. On suppose que A est un
ssev de E, on a bien A 6= ∅ car OE ∈ A. Par ailleurs, on a

A = {OE + u, u ∈ A}, avec A un ssev de E

A est donc bien un sous-espace a�ne.

(b) Soit a ∈ E, montrer que {a} est un sous-espace a�ne de E.
On a A 6= ∅. De plus, si on considère le ssev {0E}, alors on a
{a} = {a+ u, u ∈ {0E}}, on a donc bien {a} ss-espace a�ne de E.

(c) Montrer que si A = {a + u, u ∈ F} est un sous-espace a�ne et
(v, w) ∈ A2, alors v − w ∈ F
Soit (v, w) ∈ A2, alors il existe (u, u′) ∈ F 2 tel que v = a + u et
w = a + u′. On a donc v − w = u − u′ et, comme F est un ssev,
u− u′ ∈ F . On a donc bien v − w ∈ F .

(d) Montrer que si A = {a+ u, u ∈ F} et α ∈ A, alors A = {α+ u, u ∈
F}

On va raisonner par double inclusion. Soit b ∈ A, alors il existe u ∈ F
tel que b = a+ u. On écrit alors

b = α+ a− α︸ ︷︷ ︸
∈F

+u,

d'après la question précédente, on a donc a− α+ u ∈ F et b appartient
bien à {α+ u, u ∈ F}.
Soit maintenant b ∈ {α+u, u ∈ F}, alors il existe u ∈ F tel que b = α+u
et on fait comme précédemment, on écrit

b = a+ (α− a) + u avec (α− a) + u ∈ F,

on a donc bien b ∈ A ce qui achève de montrer l'égalité des deux ensem-
bles.

2. Dans cette question, on pose: E = K[X],

F = {P ∈ E, P (1) = P (−1)} et A = {P ∈ E, P (1) = 2 + P (−1)}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Le polynôme nul appartient à F . Si (P,Q) ∈ F 2 et λ ∈ K, alors

(λP +Q) (1) = λP (1) +Q(1)
= λP (−1) +Q(−1)
car (P,Q) ∈ F 2

= (λP +Q) (−1)

On a bien λP +Q ∈ F et F est bien un ssev de E.

(b) Montrer que X ∈ A.
On a 2 +X(−1) = 2− 1 = 1 = X(1) donc X ∈ A.

(c) Montrer que A est un sous-espace a�ne de E.

Tout d'abord A est non vide puisqu'il contient X. On va montrer que
A = {X + P, P ∈ F} par double inclusion. Soit Q ∈ {X + P, P ∈ F},
alors il existe P ∈ F tel que Q = X + P avec P ∈ F . On a donc

2 +Q(−1) = 2 + (−1) + P (−1) = 1 + P (1) = Q(1),

donc Q ∈ A.
Réciproquement, si Q ∈ A, alors on montre facilement que Q −X ∈ F
on a donc

Q = X +Q−X︸ ︷︷ ︸
∈F

,

donc Q ∈ {X + P, P ∈ F}. On a bien l'égalité par double inclusion.

3. Dans cette question, on pose: E = RN (l'ensemble des suites réelles),

F = {(un) ∈ E, lim
n→+∞

(un+1 − un) = 0}

et A = {(un) ∈ E, lim
n→+∞

(un+1 − un) = 1}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
La suite nulle appartient bien à F . Si (u, v) ∈ F 2 et λ ∈ R, montrons
que w = λu+ v appartient à F . Soit n ∈ N, on a

wn+1 = λun+1 + vn+1

= λun + vn
car (u, v) ∈ F 2

= wn
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donc a donc bien w ∈ F et F est un ssev de E.

(b) On pose: ∀n ∈ N, vn = n. Montrer que (vn)n∈N ∈ A.
Soit n ∈ N, alors vn+1 − vn = (n + 1) − n = 1, on a donc bien
(vn)n∈N ∈ A.

(c) Montrer que A est un sous-espace a�ne de E.

On pose v = (vn)n∈N. Tout d'abord A est non vide puisqu'il contient v.
On va montrer que A = {v + u, u ∈ F} par double inclusion. Soit donc
w = v + u avec u ∈ F , alors pour tout n ∈ N,

wn+1 − wn = vn+1 + un+1 − vn − un = 1,

on a donc bien w ∈ A.
Réciproquement, si w ∈ A, montrons que w − v ∈ F pour pouvoir écrire
w = v + (w − v). Soit donc n ∈ N , alors

wn+1 − vn+1 − (wn − vn) = wn+1 − wn − (vn+1 − vn) = 1− 1 = 0,

on a bien w−v ∈ F . Ceci achève la preuve de l'égalité A = {v+u, u ∈ F}.

4. Soit A un sous-espace a�ne de E. Montrer que A est un sous-espace
vectoriel de E ssi 0E ∈ A.
On pose A = {a + u, u ∈ F}. On raisonne par double implication On
suppose tout d'abord 0E ∈ A, alors d'après la question ??, on a A =
{0E + u, u ∈ F} = F donc A est bien un ssev de E.

Réciproquement, si A est un ssev, alors A contient 0E . On a montré
l'équivalence.

5. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Soient a, b ∈ E.
On considère les sous-espaces a�nes de E:

A = {a+ u, u ∈ F} et B = {b+ v, v ∈ G}.

(a) Montrer que:A ⊂ B ⇔ (a− b ∈ G et F ⊂ G).
À nouveau, on raisonne par double implication. On suppose A ⊂ B.
Alors a ∈ B et d'après la question ??, on a b − a ∈ G. De plus, si
u ∈ F , alors a + u ∈ A donc a + u ∈ B. On a alors a + u = b + v
avec v ∈ G, ce qui permet d'écrire

u = b− a︸ ︷︷ ︸
∈G

+v ∈ G,

on a bien montré l'inclusion F ⊂ G.
Supposons maintenant b − a ∈ G et F ⊂ G. Soit x ∈ A, alors
x = a+ u, u ∈ F . On a donc

x = b+ (a− b) + u.

Or a − b = −(b − a) ∈ G puis que G est un ssev et u ∈ F avec
F ⊂ G donc u ∈ G. On en déduit que a− b+ u ∈ G donc x ∈ B ce
qui montre l'inclusion A ⊂ B.
On a bien montré l'équivalence.

(b) Montrer que: A = B ⇔ (a− b ∈ G et F = G).

On utilise la question précédente et l'équivalence B ⊂ A ⇔ (b − a ∈
F et G ⊂ F ) qui se montre par symétrie des rôles. On obtient
l'équivalence souhaitée. On a donc prouvé que si A est un sous-espace
a�ne non vide de E, il existe un unique sous-espace vectoriel F de E
tel que:

A = {a+ u, u ∈ F} avec a ∈ E.

L'espace vectoriel F est appelé la direction du sous-espace a�ne A.

6. Soient A et B des sous-espaces a�nes non vides de E de directions re-
spectives F et G.
On suppose que A ∩B 6= ∅.
Montrer que A ∩ B est un sous-espace a�ne de E de direction F ∩ G.
Soit x ∈ A ∩B, on veut montrer que A ∩B = {x+ u, u ∈ F ∩G}.
Soit y ∈ A ∩ B, alors y − x ∈ F et y − x ∈ G donc y − x ∈ F ∩G, on a
donc y ∈ {x+u, u ∈ F ∩G}. Réciproquement, soit u ∈ F ∩G, montrons
que x + u ∈ A ∩ G. On a x + u ∈ A car x ∈ A et u ∈ F . De même
x+ u ∈ B donc x+ u ∈ A ∩B.

7. Soient A et B des sous-espaces a�nes non vides de E de directions re-
spectives F et G.
Soient a, b ∈ E tels que:

A = {a+ u, u ∈ F} et B = {b+ v, v ∈ G}.

On suppose dans cette question que F ⊕G = E.

(a) Justi�er l'existence de u ∈ F , v ∈ G tels que:

b− a = u+ v.
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On sait que b − a ∈ E car (a, b) ∈ E2 et E est un ev. Comme
E = F ⊕G, on sait qu'il existe (u, v) ∈ F ×G, b− a = u+ v.

(b) Montrer que A ∩B 6= ∅.
D'après la question précédente, on a b− v︸ ︷︷ ︸

∈B

= a+ u︸ ︷︷ ︸
∈F

donc on a bien

b− v ∈ F ∩G et l'intersection est non vide.

(c) En déduire que A ∩B est un singleton.

Soit x ∈ A ∩B, alors d'après la question ??, on a

A = {x+ u, u ∈ F} et B = {x+ v, v ∈ G}

Soit maintenant y ∈ A ∩ B, alors y = x+ u = x+ v avec (u, v) ∈ F ×G, on
a alors u = v ∈ F ∩G, or F ∩G = {0E} donc u = v = 0E et y = x.
On a bien montré que A ∩B est un singleton.

Exercice 2 Partie I. Propriétés de la suite (Ln)n∈N

1. Calculer L0 et L1. Véri�er que L2 = 3
2X2 − 1

2 . On a

- Q0 =
(
X2 − 1

)0
= 1, danc L0 =

1

20 − 0!
Q

(0)
0 = 1.

- Q1 = X2 − 1, danc L1 =
1

21 − 1!
Q′1 =

2X

2
= X.

- Q2 =
(
X2 − 1

)2
= X4 − 2X2 + 1, danc L2 =

1

22 · 2!
Q′′2 =

1

8

(
12X2 − 4

)
=

3

2
X2 − 1

2

2. Soit n ∈ N.

(a) Déterminer le degré et le coe�cient dominant du polynôme Qn.
Le degré d'un produit étant la somme des degrés, le degré de Qn est
n deg

(
X2 − 1

)
= 2n. Le polynôme (X2− 1) étant unitaire, Qn l'est

aussi.

(b) En déduire le degré et le coe�cient dominant du polynôme Ln.
D'après la question précédente, on peut trouver un polynôme Rn

de degré strictement inférieur à 2n tel que l'on puisse écrire Qn =

X2n + Rn. Après dérivation n−uple, on a donc Q(n)
n = (2n) · · · (n+

1)Xn +R
(n)
n = (2n)!

n! X
n +R

(n)
n , puis

Ln =
1

2nn!
Q(n)
n =

1

2nn!

(2n)!

n!
Xn +

1

2nn!
R(n)
n .

On sait que deg R
(n)
n 6 deg Rn − n < n, donc ce calcul montre que

Ln est de degré n et de coe�cient dominant

1

2nn!

(2n)!

n!
=

1

2n

(
2n
n

)
.

3. Soit n ∈ N. Montrer que la fonction polynomiale x 7→ Ln(x) est de même
parité que n.
La fonction x 7→ Qn(x) est manifestement paire, par opérations. La
dérivation envoyant les fonctions paires sur les fonctions impaires, et
réciproquement, on en déduit que Q

(n)
n , et donc Ln, sont de la même

parité que n.

4. Soit n ∈ N.

(a) En écrivant Qn = (X−1)n(X+1)n, exprimer Ln comme une combi-
naison linéaire de polynômes de la forme (X − 1)n−k(X + 1)k (pour
k variant entre 0 et n ).
On applique la formule de Leibniz :

Q(n)
n = [(X − 1)n(X + 1)n](n)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
[(X − 1)n](k) [(X + 1)n](n−k)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
n · · · (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸

=n!/(n−k)!

(X − 1)n−k n · · · (k + 1)︸ ︷︷ ︸
=n!/k!

(X + 1)k

donc Ln =
1

2nn!

n∑
k=0

(
n
k

)
n!2

k!(n− k)!
(X − 1)n−k(X + 1)k

=
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)2

(X − 1)n−k(X + 1)k.

(b) Montrer Ln(1) = 1 et déterminer Ln(−1).
On déduit du calcul précédent que tous les termes de la somme
s'annule en 1 sauf celui d'indice k = n, on a donc

Ln(1) =
1

2n

(
n
n

)2

1 · 2n =
2n

2n
= 1.
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On peut appliquer le même raisonnement en −1 (tous les termes
de la somme s'annule en −1 sauf celui d'indice k = 0) ou bien dire
que la fonction polynomiale associée à Ln est de même parité que
n donc Ln(−1) = (−1)n.

5. Racines de Ln. Soit n > 1.

(a) Déterminer les racines de Qn avec leur multiplicité.
L'expression Qn = (X − 1)n(X + 1)n montre directement que, si
n > 1, les racines de Qn sont -1 et 1, avec multiplicité n dans les
deux cas. Naturellement, Q0 = 1 n'a pas de racine.

(b) Pour tout k ∈ [[1, n]], on note H(k) l'assertion "il existe un réel
non nul λ ∈ R∗ et une liste de k réels −1 < α1 < · · · < αk < 1 tels
que Q

(k)
n = λ

(
X2 − 1

)n−k
(X − α1) · · · (X − αk) · · · · ". Montrer

∀k ∈ [[1, n]],H(k) par récurrence.

Initialisation. On a Q′n = n
(
X2 − 1

)′ (
X2 − 1

)n−1
=

2nX
(
X2 − 1

)n−1
, ce qui montre H(1) : les réels λ = 2n et

α1 = 0 conviennent.

Hérédité. Soit k ∈ [[1, n− 1]] tel que H(k). On peut donc trouver
λ̃ ∈ R∗ et −1 < α̃1 < · · · < α̃k < 1 tels que

Q(k)
n = λ̃ (X − 1)n−k (X + 1)n−k (X − α̃1) · · · (X − α̃k) = λ(X+1)n−k (X − α̃1) · · · (X − α̃k) (X−1)n−k.

Montrons H(k + 1). - Comme k < n, les réels -1 et 1 sont racines
de Q(k), de multiplicité n− k dans les deux cas. On en déduit que
1 et −1 sont racines de Q(k+1)

n de multiplicité n− k − 1.

Soit ` ∈ [[1, k−1]]. En appliquant le théorème de Rolle à la fonction

(de classe C1
)
x 7→ Q

(k)
n (x) entre α̃` et α̃`+1, on obtient l'existence

d' un nombre réel α`+1 ∈] α̃`, α̃`+1 ( tel que Q
(k+1)
n (α`+1) = 0. En

appliquant le même argument entre -1 et α̃1 (resp entre α̃k et 1), on

obtient une nouvelle racine α1 (respαk+1) de Q
(k+1)
n . Notons que

l'on a les inégalités

−1 < α1 < α̃1 < α2 < α̃2 < · · · < α̃k−1 < αk < α̃k+1 < αk+1 < 1,

ce qui montre notamment que les racines −1, α1, . . . , αk+1 et 1 sont

distinctes. Par ailleurs, Q(k+1)
n est de degré 2n − (k + 1) et on a

trouvé k + 1 + 2(n− k − 1) = 2n− k − 1 racines de Q(k)
n comptées

avec multiplicité, on a donc trouvé toutes ses racines. On peut donc
trouver Λ ∈ R tel que

Q(k+1)
n = λ(X + 1)n−(k+1)(X − 1)n−(k+1)

k+1∏
l=1

(X − αl)

ce qui montre Hk+1, et clôt la récurrence.

(c) En déduire qu'il existe n réels −1 < α1 < · · · < αn < 1 tels que

Ln =
1

2n

(
2n
n

) n∏
k=1

(X − αk) et ∀k ∈ [1, n], αk+αn+1−k = 0.

D'après H(n), on peut trouver λ ∈ R∗ et −1 < α1 < · · · < αn < 1
tels que

Q(n)
n = λ

n∏
i=1

(X− αi) .

donc il existe λ′ ∈ R? tel que

Ln = λ′
n∏
i=1

(X− αi) . ∗

L'expression montre que λ′ est nécessairement le coe�cient domi-

nant de Ln, donc λ′ = 1
2n

(
2n
n

)
. Il reste simplement à montrer

la propriété de symétrie des racines, qui est un re�et de la parité,
ou l'imparité suivant les cas, de la fonction x 7→ Ln(x). Pour tout
k ∈ [[1, n]], on a

Ln (−αk) = (−1)nLn (αk) = 0,

donc les nombres −αn < −αn−1 < · · · < −α1 sont des racines
de Ln. Comme il y en a n, on peut même a�rmer qu'il s'agit
de toutes les racines de Ln. Mais l'expression ( ∗ ) montre que
les racines de Ln sont α1 < α2 < · · · < αn. On en déduit donc
α1 = −αn, . . . , α2 = −αn−1 et ainsi de suite jusqu'à αn = −α1, ce
qui équivaut à l'assertion de l'énoncé.
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(d) À quelle condition le nombre 0 est-il racine de Ln ?
Si n est impair, l'imparité de x 7→ Ln(x) montre Ln(0) = 0, c'est-à-
dire que 0 est racine de Ln.
Par ailleurs, la propriété de symétrie due à la question précédente
montre que Ln a autant de racines strictement positives que de
racines strictement négatives. Il possède en particulier un nombre
pair de racines non nulles. Si 0 est racine de P, le nombre total de
racines doit donc être impair. Mais ce nombre est précisément n.
Ainsi, on a montré par double implication que 0 était racine de Ln
si et seulement si n était impair.

Partie II. Spectre d'un opérateur di�érentiel. Dans cette partie, on
considère l'application

ϕ :

{
R[X |→
P 7→

((
X2 − 1

)
P′
)′

=
(
X2 − 1

)
Pn + 2XP′.

6. Justi�er que ϕ est linéaire
L'application est linéaire par linéarité de la dérivation.

7. Soit n ∈ N. Montrer que Rn[X] est stable sous ϕ, c'est-à-dire que
∀P ∈ Rn[X], ϕ(P) ∈ Rn[X].

� Si n = 0, on a, pour tout P ∈ Rn[X],P′ = 0 et donc ϕ(P) = 0. A
fortiori, ϕ(P) ∈ Rn[X].

� Supposons désormais n > 1. On a alors deg P′ 6 deg P− 1 6 n− 1,
donc P′ ∈ Rn−1[X]. On en déduit

(
X2 − 1

)
P′ ∈ Rm+1[X] puis

ϕ(P) =
((

X2 − 1
)

P′
)′ ∈ Rn[X].

8. Déterminer l'ensemble Ker(ϕ).
On va montrer Kerϕ = R. L'inclusion réciproque a été montrée à la
question précédente. Sait P ∈ {P ∈ R(X) | ϕ(P) = 0}. On va montrer
que P est constant. Comme 0 = ϕ(P) =

((
X2 − 1

]
P′
)′
, on a

(
X2 − 1

]
P′

constant. Autrement dit,

2 + deg P′ = deg
((

X2 − 1
)

P′
)
6 0.

Cela entraine que deg P′ 6 −2, c'est-à-dire que deg P′ = −∞, ou encore
P′ = 0. Ainsi, le polynôme P est constant, ce qui montrer Kerϕ = R.

On peut aussi poser P =

n∑
k=0

akX
k et traduire ϕ(P ) = 0 avec les coe�-

cients. On obtient alors an = an−1 = 0 et

∀k ∈ [[0, n− 2]], k(k + 1)ak + (k + 1)(k + 2)ak+2 = 0.

Par récurrence descendante, on obtient bien que tous les coe�cients
jusqu'à a1 sont nuls. L'égalité en k = 0 ne donne pas d'information
sur a0, on a donc bien a0 quelconque et P est un polynôme constant.

9. On veut montrer que pour tout entier naturel n, ϕ (Ln) = n(n+ 1)Ln.

(a) Montrer cette propriété pour n ∈ {0, 1, 2}.
Un calcul direct montre que ϕ (L0) = 0, ϕ (L1) = 2 L1 et ϕ (L2) =
6 L2, ce qui montre la propriété demandée.

(b) On suppose maintenant n > 2.

i. Montrer
(
X2 − 1

)
Q′n = 2nXQn.

C'est un calcul immédiat à partir de Q′n =(
X2 − 1

)′ (
X2 − 1

)n−1
= 2X

(
X2 − 1

)n−1
.

ii. En dérivant n+ 1 fois la relation précédente, conclure.
On dérive n + 1 fois, en appliquant la formule de Leibniz :

comme
(
X2 + 1

)(r)
= 0 dès que r > 2 et que X(r) = 0 dès que

r > 1, les sommes se simpli�ent et l'on a :(
n+ 1

0

)(
X2 − 1

)
Q(n+2)
n +

(
n+ 1

1

)
2XQ(n+1)

n

(
n+ 1

2

)
2Q(n)

n

= 2n

(
n+ 1

0

)
XQ(n+1)

n + 2n

(
n+ 1

1

)
Q[n]
n

donc(
X2 − 1

)
L′′n+2(n+1)XL′n+n(n+1)Ln = 2nXL′n+2n(n+1)Ln

puis (
X2 − 1

)
L′′n + 2XL′n = n(n+ 1)Ln,

c'est-à-dire ϕ (Ln) = n(n+1)Ln, Cela montre donc la propriété
cherchée.

10. Montrer que pour tout entier n, (L0, . . . , Ln) est libre
On remarque que cette famille ne contient pas le polynôme nul puisque
deg(Lk) = k pour tout k et les degrés sont distincts donc elle est libre.
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11. Montrer par récurrence que, pour tout entier n ∈ N et tout polynôme
P ∈ Rn[X], il existe un unique (n+ 1)-uplet (µ0, . . . , µn) ∈ Rn+1 tel que

P =
n∑
k=0

µkLk.

Pour tout n ∈ N, on note B(n) l'assertion

∀P ∈ Rn[X],∃! (µ0, . . . , µn) ∈ Rn+1 : P =

n∑
k=0

µkLk.

Montrons ∀n ∈ N,B(n) par récurrence.
Initialisation : Soit P ∈ R0[X], alors P est constant, il existe un réel
µ0 ∈ R tel que P = µ0L0 et µ0 est unique puisque L0 6= 0.

Hérédité Soit n ∈ N tel que B(n). Montrons B(n+ 1). Sait P ∈ Rn+1[X].

Posons µn+1 = 2n 2n
n

an+1 où an+1 est le coe�cient (éventuellement

nul) de P d'indice n+ 1. Les polynômes µn+1 Ln+1 et P sont alors deux
éléments de Rn+1[X] possédant le même coe�cient de degré n + 1. On
en déduit que P−µn+1 Ln+1 est un élément de Rn[X]. D'après B(n), on
peut donc trouver µ0, . . . , µn ∈ R tels que P−µn+1 Ln+1 =

∑n
k=0 µk Lk.

On a donc P =
∑n+1

k=0 µkLk. L'unicité de (µ0, . . . , µn+1) découle de la
liberté de la famille (L0, . . . , Ln+1), ce qui montre H(n + 1), et clôt la
récurrence.

12. On souhaite �nalement trouver tous les couples [λ,P) ∈ R × R[X] tels
que ϕ(P) = λP.

(a) Soit P 6= 0 tel que ϕ(P ) = λP . Montrer qu'il existe i ∈ N et λi ∈ R?
tel que P = µiLi.
On peut trouver n ∈ N tel que P ∈ Rn[X], ce qui permet de trouver

des scalaires µ0, . . . , µn ∈ R tels que P =

n∑
k=0

µk Lk On a alors

ϕ(P ) = ϕ

(
n∑
k=0

µk Lk

)

=

n∑
k=0

µkϕ( Lk) par linéarité de ϕ

=
n∑
k=0

µkk(k + 1) Lk car ϕ(Lk) = k(k + 1)Lk

Par unicité de ce type de décompositions(démontrée à la question
précédente), on en déduit

∀k ∈ [0, n], λµk = k(k + 1)µk.

Ensuite, de deux choses l'une:

� Soit ∀k ∈ [[0, n]], µk = 0, auquel cas on a P = 0.

� Soit il existe (au moins) un entier j ∈ [0, n] tel que µj 6= 0.
Dans ce cas, l'égalité λµj = j(j+1)µj montre que λ = j(j+1).
Pour tout k ∈ [0, n] di�érent de i, on a alors µk = 0. Si ce
n'était pas le cas, on pourrait en e�et recommencer l'argument
précédent et obtenir λ = k(k + 1), ce qui n′ est pas compatible
avec λ = j(j + 1) (car la suite (`(` + 1))`∈N est strictement
croissante, donc elle ne reprend pas deux fois la même valeur).

Ainsi, on a montré λ = j(j+ 1) et P = µjLj , pour un certain entier
j ∈ N.

� Clairement, pour tout λ ∈ R, le couple (λ, 0) convient.

� Pour tout j ∈ N et tout µ ∈ R, le couple (j(j + 1), µLj) con-
vient, parce que

ϕ (µLj) = µϕ (Lj) = µj(j + 1)Lj .

In �ne, l'ensemble des couples cherchés est

{(λ, 0) | λ ∈ R} ∪
⊔
j∈N
{(j(j + 1), µLj) | µ ∈ R} .
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Exercice 3 1. On sait que I et T commutent : I ◦ T = T ◦ I = T . On
peut donc appliquer la formule du binôme de Newton à (I + T )n, d'où

(I + T )n =

n∑
k=0

(
n
k

)
T k = I +

n∑
k=1

(
n
k

)
T k.

2. On suppose ∀k ∈ [[1, p]], uk =

p∑
r=1

arker. On a alors

p∑
s=1

bskus =

p∑
s=1

bsk

p∑
r=1

arses

=

p∑
s=1

p∑
r=1

bskarses

=

p∑
r=1

(
p∑
s=1

arsbsk

)
︸ ︷︷ ︸

=δrk

es

= ek

On a bien le résultat souhaitée.
Partie I

3. (a) La suite nulle appartient à Ωp, et une combinaison linéaire de suites
p-périodiques est encore p-périodique ; Ωp est donc bien un sous-
espace de E.

(b) La linéarité de ϕ est immédiate

Soit u ∈ Ωp, et r ∈ N. Une récurrence immédiate montre que, pour
tout k ∈ N, ur+kp = ur; en particulier, si n ∈ N et si r est le reste
dans la division euclidienne de n par p, alors un = ur. On en déduit
:

� si u ∈ Ωp et ϕ(u) = 0, alors ur = 0 pour tout r véri�ant
0 6 r 6 p− 1, et donc un = 0 pour tout n ∈ N par la remarque
précédente ; donc kerϕ = {0} et ϕ est injective.

� si a = (a0, . . . , ap−1) ∈ Cp, dé�nissons la suite u par : pour tout
n ∈ N, un = ar où r est le reste dans la division euclidienne de
n par p. Il est alors clair que u ∈ Ωp et que ϕ(u) = a, d'où la
surjectivité de ϕ.

(c) On remarque que la suite ck est la suite dont tous les termes sont
nuls sauf ceux d'indice n avec n ≡ k[p]. Soit u ∈ Ωp, alors pour
tout n ∈ N, il existe k ∈ [[0, p − 1]] tel que un = uk. On a alors

u =

p−1∑
k=0

ukc
k. Ainsi, u s'écrit comme combinaison linéaire de la

famille. De plus, les coe�cients intervenants dans cette CL sont
uniques puisque ce sont les p premiers termes de la suite. On en
déduit que (c0, . . . , cp−1) est une base de Ωp. Remarque: On peut
en déduire que Ωp est de dimension �nie égale à p.
Si on avait eu la dimension, on aurait pu aussi raisonner ainsi: Pour
tout k ∈ {0, . . . , p − 1}, ϕ(ck) est l'élément de Cp dont toutes les
composantes sont nulles, sauf celle d'indice k + 1 qui vaut 1, donc
est le k + 1-ème vecteur de la base canonique de Cp. Par suite, Bc
est l'image de la base canonique de Cp par l'isomorphisme ϕ−1, c'est
donc une base de E.

(d) D'après la question précédente, les coordonnées de u dans Bc sont
(u0, . . . , up−1).

4. Si u ∈ Ωp et n ∈ N, alors T (u)n+p = un+p+1 = un+1 = T (u)n et donc
T (u) ∈ Ωp. Donc Ωp est stable par T ; il l'est clairement par I, donc Ωp

est aussi stable par L = I + T .

5. Si u ∈ ker t, alors, pour tout n ∈ N, t(u)n = un+1 = 0 donc un = 0
pour tout n ∈ N∗ ; et donc u0 = up = 0 puisque p > 2. Par suite
ker t = {0}. On en déduit que t est injectif. Remarque: En utilisant les
résultats de dimension �nie, on aurait pu dire plus de choses: Puisque
t est un endomorphisme d'un espace de dimension �nie, c'est donc un
automorphisme de E.

6. (a) Par dé�nition de l, on a, pour tout n ∈ N, l(u)n = un + un+1.
On obtient donc le système (S) en écrivant l'égalité l(u)n = 0 pour
n ∈ {0, . . . , p−1} et en remplaçant dans la dernière équation up par
u0.

(b) Les p−1 premières équations expriment que la suite est géométrique
de raison −1 jusqu'au rang p− 1 ; le système (S) équivaut donc à{

∀k ∈ {1, . . . , p− 1} uk = (−1)ku0

u0 = (−1)pu0
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Si p est impair, la dernière équation fournit u0 = 0 et donc uk = 0
pour tout k : la seule solution est le p-uplet nul.
Si p est pair, la dernière équation s'élimine ; les solutions de (S) sont
donc les p-uplets de la forme u0.(1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1) où u0 ∈ C,
qui forment une droite vectorielle de Cp.

(c) D'après la question ?? le système (S) équivaut en fait à ϕ (l(u)) = 0,
donc à l(u) = 0 puisque ϕ est un isomorphisme ; les éléments de
ker l sont donc exactement les u de Ωp tels que ϕ(u) véri�e (S).
D'après ??, ker l = {0} si p est impair ; et, si p est pair, ker l est la
droite vectorielle engendrée par la suite

(
(−1)n

)
(qui est bien dans

Ωp puisque p est pair).

7. (a) On pose akj = ωj−1
k−1 = e

2i(k−1)(j−1)π
p et bkj = ωk−1

j−1 = e
−2i(j−1)(k−1)π

p

les coe�cients d'indice (k, j) des matrices A et A
>
, en notant mkj

le coe�cient d'indice (k, j) du produit A
>
A, on a, par la formule

du produit matriciel :

ckj =

p∑
r=1

bkrarj

=

p∑
r=1

e
−2i(k−1)(r−1)π

p e
2i(r−1)(j−1)π

p

=

p∑
r=1

e
2i(r−1)(j−k)π

p

=

p∑
r=1

(
e

2i(j−k)π
p

)r−1

On a donc

ckj =


p si k = j

1− e2i(j−k)π

1− e
2i(j−k)

p

= 0 sinon

On retrouve le coe�cient d'indice (k, j) de la matrice pIp, on a donc

A
>
A = pIp.

(b) D'après la question précédente, A est inversible, d'inverse
1

p
A
>
.

8. Pour tout j ∈ {0, . . . , p − 1}, dé�nissons epsilonj par epsilonjn = ωjn
pour tout n. On a alors

� εj0 = 1

� ∀n ∈ N εjn+p = ωj(n+p) = ωjn = εjn puisque ωjp = 1 ; donc
εj ∈ Ωp.

� ∀n ∈ N t(εj)n = ωj(n+1) = ωjε
j
n donc t(εj) = ωjε

j .

9. Soit λ0, . . . , λp−1 des complexes tels que
p−1∑
k=0

λkε
k = (0)n∈N. Alors pour

tout j ∈ [[0, p− 1]], on a

p−1∑
k=0

λkε
k
j = 0 c'est-à-dire

p−1∑
k=0

λkωkj = 0.

Avec un changement d'indice, on obtient

∀j ∈ [[0, p− 1]],

p∑
k=1

λk−1ω
j
k−1.

ce qui, après changement d'indice, s'écrit :

∀j ∈ [[1, p]],

l∑
k=1

λk−1ω
j−1
k−1.

On reconnaît alors le produit matriciel de A avec


λ0

λ1

...
λp−1

. Ce pro-

duit matriciel est nul; la matrice A étant inversible, cela impose
(λ0, . . . , λp−1) = (0, . . . , 0) donc la famille est bien libre.

10. (a) On sait que pour tout j ∈ {0, . . . , p− 1}, t(εj) = ωjε
j donc l(εj) =

εj + t(εj) = εj + ωjε
j = (1 + ωj)ε

j . On a donc, pour tout n ∈ N,

ln(u) =

p−1∑
k=0

xk(1 + ωk)
nεk.

(b) Posons θ = 2kπ/p ; on a donc ωk = eiθ. On a alors 1 + ωk =
eiθ/2(eiθ/2 + e−iθ/2) = 2 cos(θ/2)eiθ/2. D'autre part, puisque 0 <

k < p, on a 0 < θ/2 < π et donc
∣∣∣1 + ωk

2

∣∣∣ = | cos(θ/2)| < 1. Par

suite,
(1 + ωk

2

)n
a bien pour limite 0.
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(c) D'après la question ??, on a pour tout n
1

2n
ln(u)0 =

p−1∑
k=0

xk

(1 + ωk
2

)n
εk0. Puisque ω0 = 1, le coe�cient de ε00 dans cette

somme vaut x0 pour tout n ; et, d'après la question précédente, les
autres coe�cients ont pour limite 0 quand n tend vers +∞. On en
déduit

lim
n→+∞

1

2n
ln(u)0 = x0ε

0
0 = x0

(d) On utilise comme suggéré la question des préliminaires que l'on
applique à la matrice A et son inverse. En e�et, on remarque que
pour tout k ∈ [[0, p− 1]],

εk =

p−1∑
j=0

ωjkc
j ,

on en déduit que

ck =
1

p

p−1∑
j=0

ω−kj εj ,

On écrit maintenant

u =

p−1∑
k=0

ukc
k

=

p−1∑
k=0

uk
1

p

p−1∑
j=0

ω−kj εj

=

p−1∑
j=0

(
1

p

p−1∑
k=0

ukω
k
j

)
εj .

En identi�ant le coe�cient x0 devant ε0 (par unicité des coordon-
nées), on en déduit que

x0 =
1

p

p−1∑
k=0

ukω
k
0 =

1

p

p−1∑
k=0

uk.

On a bien l'égalité souhaitée.

(e) Soit j ∈ {0, . . . , p − 1}. Si l'on applique la question ?? à la suite
u = cj , on obtient 1/p comme limite (puisque dans le cas de cj , la
somme des p premiers termes de la suite vaut 1).

D'autre part, pour tout n, ln(cj)0 =

n∑
q=0

(
n
q

)
cjq. Or cjq est nul,

sauf si q est congru à j modulo p, c'est à dire est de la forme kp+ j
où k ∈ Z véri�e 0 6 kp + j 6 n soit 0 6 k 6 (n − j)/p ;
puisque cjq = 1 dans ce dernier cas, on a pour tout n ln(cj)0 =∑
06k6(n−j)/p

(
n

kp+ j

)
et donc

lim
n→+∞

1

2n

n∑
06k6(n−j)/p

Ckp+jn =
1

p

Bonus:

3. (a) Soit n ∈ N, alors

1

2n
Ln(u)0 − a =

1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
T k(u)0 − a

=
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)(
T k(u)0 − a

)
n∑
k=0

(
n
k

)
(uk − a)

On a bien l'égalité souhaitée.

(b) i. Soit n > N . Posons α = max
{
|uk − `| ; k ∈ {N + 1, . . . , n}

}
.

Alors |uk − `| 6 α pour tout k ∈ {N + 1, . . . , n}, et donc

|RN (n)| 6 1

2n

n∑
k=N+1

(
n
k

)
|uk−`| 6

α

2n

n∑
k=N+1

(
n
k

)
6

α

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
=

α

2n
2n = α

ce qui constitue le résultat demandé.
ii. Soit toujours n > N . Notons tout d'abord que, pour tout

k ∈ {0, . . . , N}, on a

0 6

(
n
k

)
=

n!

(n− k)!k!
=

1

k!

k−1∏
q=0

(n− q) 6 1

k!

k−1∏
q=0

n =
nk

k!
.
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Posons β = max
{
|uk − `| ; k ∈ {0, . . . , N}

}
. On a alors

|SN (n)| 6 1

2n

N∑
k=0

(
n
k

)
|uk−`| 6

β

2n

N∑
k=0

(
n
k

)
6

β

2n

N∑
k=0

nk

k!
=

β

2n
PN (n)

ce qui constitue le résultat demandé.

iii. Puisque N est �xé, la suite
(
PN (n)

)
est polynômiale en n

; plus précisément, PN (n) est équivalent à nN/N ! quand n
tend vers +∞. Donc cette suite est négligeable devant la suite
géométrique (2n), ce qui fournit le résultat.

(c) Soit ε > 0. On peut choisir N ∈ tel que |un − `| < ε/2 pour
tout n > N . Avec les notations de ??, on a donc, pour tout n > N ,
α 6 ε/2 donc |TN (n)| 6 ε/2.

Ayant ainsi �xé N , on peut dé�nir β comme en ??. La suite
(βPN (n)/2n) a pour limite 0 d'après ??, on peut donc choisir
n0 > N tel que, pour tout n > n0, on ait βPN (n)/2n < ε/2. La
question ?? montre alors que |SN (n)| < ε/2 pour tout n > n0.

En�n, la question ?? montre que
∣∣∣ 1

2n
Ln(u)0 − `

∣∣∣ = |Sn(n) +

RN (n)| 6 |SN (n)| + |RN (n)| pour tout n > N , donc en parti-
culier pour tout n > n0. On a donc trouvé un rang n0 tel que∣∣∣ 1

2n
Ln(u)0 − `

∣∣∣ < ε pour tout n > n0. Ceci étant vrai pour tout

ε > 0,

On a bien lim
n→+∞

1

2n
Ln(u)0 = `.

4. Soit u ∈ E. On dé�nit une suite s par s0 = 0 et sn =

n−1∑
k=0

uk, pour tout

n > 1.On dé�nit également une suite Sn =
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
sk.

(a) Montrer les inégalités ci-dessous, pour tout entier naturel n.

n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
sk =

n∑
k=0

(
n
k

)
sk +

n∑
k=0

(
n
k

)
sk+1.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, Sn+1−Sn =
1

2n+1
Ln(u)0.

(c) On suppose que (sn)n∈N converge, montrer que

lim
n→+∞

n∑
k=0

1

2k+1
Lk(u)0 = lim

n→+∞
sn.

5. On considère les suites u et J dé�nies par un =
(−1)n

2n+ 1
et Jn =

∫ 1

0
(1−

x2)n dx.

(a) Montrer que Jn =
n∑
k=0

(
n
k

)
uk.

(b) On admet que pour tout n ∈ N, Jn =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
(intégrale de Wallis)

et que lim
n→+∞

n∑
k=0

uk =
π

4
(série de Fourier), montrer que

lim
n→+∞

n∑
k=0

2k−1(k!)2

(2k + 1)!
=
π

4
.
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