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Devoir d’entrainement 8

Exercice 1 (pas dur, pour la culture).
Soit (a,b) € C?, on considére E = {(u,)nen € CV,Vn € Nyt 0 = atly g1 + buy, }.

1. Montrer que E est un C-ev.
2. On considére (v,)nen € E et (wy)neny € E définies par
vo=0,v1 =1wy=1¢et wy =0.

a) Montrer que la famille ((v,,)nen, (Wn)nen) est a la fois libre et génératrice de E.

(

(b
(c
(d

En déduire la dimension de FE.

On suppose (a,b) = (0,0), donner une base de E.

)
)
)
) On suppose b = 0, donner une base de E.

2
(e) On considére P : { L — C
(Un)nen > (ug,u1)

retrouver le résultat de la question précédente.
On souhaite trouver une base de E formée de suites dont le terme général est explicite.
3. On suppose que (r"),en est un élément de E. Pourquoi peut-on supposer que r # 07

4. Que doit satisfaire le complexe r?

Montrer que ® est un isomorphisme et

5. Sir est solution de I’équation dite caractéristique r? — ar — b = 0, montrer que (r"),ey est un

élément de E.

6. On suppose a®+4b # 0, donner une base de £ a I'aide des solution de I’équation caractéristique.

7. On suppose a® + 4b = 0, on note alors 9 € C tel que a = 2ry et b = —r2.

(a) Montrer que (u,)peny € F & (u_:> € F,avec F' = {(z,)ney € CNVn € N, 1,40 =
neN

7o
2.fl§'n+1 — QTn}.
(b) Montrer que pour tout (2, )nen € F, (¥nt1 — Tn ),y €St constante.
(c) En déduire un élément non constant de F'.

(d) Donner une base de E dans ce cas-la.

On suppose désormais (a,b) € R? et on note E = {(tup)nen € RY Vn € N w0 = attpyy + bu,}-

L’ensemble E est alors un sous-R-ev de E.

8. Justifier rapidement que E est un R-ev de dimension 2.

9. Donner une base de E dans le cas ou I’équation caractéristique admet des racines réelles.

On suppose désormais que I’équation caractéristique admet 2, et 25 pour racines complexes conjuguées

avec z; = pe? p >0 et € R.

10. (a) Soit (up)nen € E, justifier qu’il existe (A, 1) € C? tel que Vn € N, u,, = Az} + pzb.
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(b) Montrer que p = A
(c) En déduire qu’il existe (a, 3) € R? tel que Vn € N, u,, = ap™ cos(nf) + Bp" sin(nb).
(d) Justifier que ((p™ cos(nf))nen, (p" sin(nd))nen) est une base de E.

Exercice 2 (sujet 1).

1. Soit
Iy R* — R?
| (r,y,2,t) = (r+9,0,2,2)
(a) Montrer que f est un projecteur.

(b) Déterminer son noyau et son image.

(c) Donner I'image de (1,2,3,4) par le projecteur sur Ker(f) parallélement a Im(f).

2. Soit
[ RY - R?
g (x,y,2,t) — (x+y—2t,—x+32z—1t,20+y+ z— 5t)

On pose ¢ = go f.

Donner une expression de ¢(z,y, 2,t) pour (z,y,2,t) € R%.
Déterminer le noyau de ¢.
A-t-on ker(f) C ker(p)?

De maniére générale, si u et v sont deux applications linéaires, a-t-on l'inclusion ker(u) C
ker(v o u)?
(Montrez-le ou donnez un contre-exemple).

Déterminer Im(yp).

Déterminer Im(g).

A-t-on une inclusion entre Im(p) et Im(g)? Si oui, laquelle.

De maniére générale, si u et v sont deux applications linéaires, a-t-on Im(v o u) C Im(v)?
(Montrez-le ou donnez un contre-exemple).

3. (a) Donner une famille génératrice de Im(f).

(b) Déterminer un supplémentaire de Im(f) dans R* différent de ker(f).

Exercice 3 (sujet 1,5). On considére la fonction suivante :

1
F:z— / e~ o1+ 44
0

1. Montrer que la fonction F' est bien définie sur R, c¢’est-a-dire que pour tout = € R, 'intégrale
F(z) = [, e7*™04) d¢ est bien définie.

2. (a) Justifier que F est a valeurs dans [0, +oc[ puis que F' ne s’annule pas sur R.
(b) Calculer F(—1), F(0) et F(1).

(¢) Que peut-on dire de la parité de la fonction F' ?



Résoudre I'équation sinh(u) = 1 puis calculer F(1) grace au changement de variable
t = sinh(u).

1 2

A Taide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale / m dt puis en déduire
0

la valeur de F'(2).

Soit n € N*. Exprimer F'(n + 1) en fonction de F'(n).

Soit n € N*. En utilisant la formule du binéme de Newton, exprimer F'(—n) a I’aide d’une

somme.

En déduire F(—2) que l'on écrira sous la forme d’une fraction irréductible.

. Variations de F

A ce stade, nous ne sommes pas capables d’étudier la dérivabilité de la fonction F'. Démontrer
néanmoins que la fonction F' est décroissante sur R.

. Limite de F' en —o0

(a)
(b)

Soit 2 < 0 fixé. Décrire les variations de la fonction g, : t — e *™(+#) gur [0, 1]. Calculer
92(3). Démontrer & l'aide de la relation de Chasles que F(z) > 1g.(3).

En déduire la limite de F' en —oo.

. Limite de F' en +00

(a)

(b)

(c)

(d)

Démontrer que V¢ € [0;1], on a & < In(1 +¢2). En déduire que :

—a:t2

1
Vo > 0, F(x)</62 dt
0

En comparant u? et «, montrer que :
Ve o
Ve > 1, / e 2 du<?2
1

Démontrer que :
2

1 b
Ve>1, Fl(x S—(Q—i—/e‘?du)
(@) VT 0

En déduire la limite de F' en +oo0.

&. Un résultat intermédiaire

Pour cette section on fixe un réel z non-nul et on pose pour tout ¢ € R:

(a)
(b)

(c)

X

o) = ¢ — (1 42— 1) — <x_t)2(ex—1—x)

Justifier que ¢ est dérivable, calculer sa dérivée.

Calculer ¢(0) et ¢(z), en déduire qu'il existe un réel ¢ compris entre 0 et = tel que
et —1—x3=2L¢
5e’.

En déduire que: 0 <e* —1—2 < x2—26|$‘.

9. Dérivabilité en 0




1
(a) A T'aide d’une intégration par parties, calculer I = / In(1 + %) dt.
0
(b) Utiliser la question 8 pour démontrer que:

F(h) — F(0)

Vh € R*
er |H0

h
+ [‘ < %2’1 In?(2)

(c¢) Que peut-on en conclure sur la fonction F' 7

2
L pa(1+2)

dt.

Exercice 4 (sujet 2). On pose pour tout réel x : F(z) = / Nz
0

1. Montrer que F' est définie sur R, & valeurs positives, et calculer F(0).
2. Montrer que F' est croissante sur R.
3. (a) Montrer que, pour tout x > 0, F(x) > F(0)e”, et déduisez-en que F(x) —— +00.

T——+00

(b) Avec un raisonnement analogue, montrer que F(x) —— 0.
T—>—00

W~

. Pour cette question, nous admettrons provisoirement le résultat de la question 5. :
! 2
F est dérivable sur R et Vo € R, F'(z) = / "+t
0

(a) Soit g: x € R+ F(—z?). Montrer que g est dérivable sur R et donner une expression de
sa dérivée sous forme intégrale.

x 2
(b) Justifier que la fonction ¥ : x € R — ( / etzdt> est dérivable sur R, puis prouver que
0

pour tout x € R, \I//(x) — 2936_902/ e_xQUQdU.
0

(c) En déduire que

(d) Conclure que / e dt —— Yo
0

F(xo+h) — F(xo) B fol ero(1+%) 1t ().

5. On fixe xg € R et on cherche donc & prouver que N =
o

(a) Montrer qu’il existe C' € R telle que pour tout y € [—2,2] , e — 1 — y| < Cy?.
(b) En déduire que pour tout h € [~1,1] et tout ¢ € [0, 1], ["0+*) — 1 — h(1 + ¢2)| < 4CRH2.

(c) En déduire que pour tout h petit,
! 2
’F(LI?U + h) — F(J;O) — h/ €x0(1+t )dtl < 4Ch2€2|$0|.
0

(d) Conclure.



Exercice 5 (sujet 2). Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
On rappelle qu'un endomorphisme est dit nilpotent s’il existe un entier m tel que f™ = O gy.

Partie I: étude générale.

1. Soit f un endomorphisme nilpotent. Justifier 'existence d’'un plus petit entier n tel que f" =
Oz(g)- On I'appelle indice de nilpotence et on le note v(f).

2. Soit f un endomorphisme nilpotent. L’objectif de cette question est de montrer que v(f) <
dimF. Pour cela, on pose Vp € N, N, = ker f”.

(a) Déterminer N, ().

(b) Montrer que pour tout p € N, N, C Np41.
)
)

(c
(d) Conclure.

Montrer que s’il existe p € N tel que N, = Ny, alors N, = N, Vg > p.

Partie 1I: Cas ou v(f) = dim(F).

Soit f un endomorphisme nilpotent tel que v(f) = dimE. Pour alléger les notations, on note désor-
mais n = v(f).

On note C(f) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

1. Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. Soit g € C(f).

(a) Justifier qu’il existe zq tel que f"!(xq) # Op.
(b) Montrer que la famille B = (xq, f(xo), ..., f" '(x0)) est une base de E.

(¢) Onnote ag,ay, ..., a,—1 les coordonnées de g(xy) dans B. Pour tout entier k de {0,...,n—
1}, exprimer g(f*(z0)) comme combinaison linéaire des vecteurs de B.

(d) En déduire que g = apld + a1 f + ... a,_1 "L
(e) Conclure que C(f) = Vect(id, f, f,..., "1
(f) Déterminer la dimension de C(f).

Exercice 6 (sujet 2). Notation: f*) est la dérivée k-iéme de la fonction et par convention f(© = f.

a
On suppose par I'absurde qu’il existe (a,b) € (N*)? tels que m = 7

z"(a — bx)"

Pour n € N*, on pose f,(z) = — et F.(x) = E (—1)kf7(b2k) (x) et pour tout entier naturel
n!
k=0

n

gr x>k
1. Montrer que pour tout x de [0, 7], f.(m —x) = fu(x)

2. Exprimer (m — x) en fonction de fr(lj)(x).

3. Montrer que pour tout z de [0,7], on a 0 < f(x) < T C'L
n!
T 1
4. Montrer qu’il existe M tel que n > M —> / fu(t)sin(t) dt < 3
0

On suppose dorénavant que n est un entier vérifiant la propriété précédente.



2n
5. Montrer qu’il existe a,, ..., as, tels que f, = Z argr et donner I'expression des ay.

k=n
k!

6. Montrer que, pour j < k, g,ij) = mgk—j
JR— j .

7. Montrer que pour 0 < j <n, on a féj)(O) =0

8. Déterminer féj)(ﬂ') pour 0 < j < n.

9. Pour n < j < 2n, exprimer fy(Lj)(O) et montrer que c¢’est un entier relatif.
10. Que pouvez-vous dire sur fr(Lj)<7T) pourn < j<2n?
11. Montrer que F,(0) et F,(7) sont des entiers relatifs.
12. Montrer que pour tout x € [0, 7], F,,(x) + F)/(x) = fu.(x)

13. Calculer la dérivée de x — F/(x)sin(x) — F,(z) cos(x)
14. Montrer que / fn(t)sin(t) dt est un entier relatif.
0

15. Conclure

Exercice 7 (sujet 2). 1. Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent (c’est-a-dire tels
que uov = v owu). Démontrer que ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Dans la suite de I’exercice, u désigne un endomorphisme de E tel que u? = 0.

2. Démontrer que Im(u) est inclus dans ker(u).

3. Montrer que rg(u) < g

4. On suppose ici que n = 2 et que u est non nul.

(a) Démontrer qu’il existe une droite D de E telle que ker(u) = Im(u) = D.
(b) Soit v un endomorphisme de E tel que v> =0 et uov =vou.
i. Démontrer que v(D) C D.
ii. Démontrer que uov = 0.
(c) Soit v et w deux endomorphismes de E tels que v? = 0, w? = 0, uov = vou et uow = wou.
Démontrer que v ow = 0.

5. On revient au cas général. Soit m > 2 un entier naturel. Soit uy, ..., u,, des endomorphismes

de E tels que :
Vi,j€[1,m], u? =0 et U; © Uj = Uy O Uj.
On pose Fy = Im(uy) et, pour chaque entier i € [2,m],
F; =Im(uj ougo---ou;_q0uy).

(a) Démontrer que, pour tout entier ¢ € [1,m — 1], F; est un sous-espace vectoriel de E, stable
par Uji1.

(b) A Taide de la question précédente et de la question 3, montrer que, pour tout entier

. , n

i € [1,m], dim(F;) < 5

(c) Dans le cas o n < 2™, démontrer que uj 0 U © -+ - 0 Uy, = 0.



Correction du devoir d’entrainement n 8

Ezxercice 1 1. Montrer que E est un C-espace vectoriel
La suite nulle appartient bien & E. Soit (u,)nen, (Un)neny deux éléments de E et A € C, on pose
(W) nenA(Un ) nen + (Un)nen. Alors, pour tout n € N, alors

Wnia = Alpt2 + Unyo
= Mauns1 + buy,) + (avyyq + bvy,)
= a(Mupi1 + Vng1) + 0(Auy + vy)
= awp41 + bw,

On a bien (wy)neny € E donc E est un C-espace vectoriel.

2. On considére (vy)neny € E et (wy)nen € E définies par

(a)

(e)

U():O,Ul:l,w():].etwlzo.

Montrer que la famille ((vn)nen, (Wn)nen) est a la fois libre et génératrice de E.

On commence par montrer la liberté : soit (A, p) € C? tel que AN(vp)nen + p(Wn)nen =
(0)nen, alors Avg 4+ pwy = 0 = p et Avy + pwy = 0 = A donc la famille est libre.

Soit maintenant (x,) € E, montrons qu’il existe (a, 3) € C? tel que (2, )nen = (Vn )nen +
B(wp)nen. On considére la suite z1(vp)neny + To(wp)nen. Cette suite a les mémes deux
premiers termes que (z,)nen (& savoir respectivement xy et xq1). Par récurrence double,
on montre facilement que Vn € N, z,, = z1v,, + xqw,.

On a montré que la famille ((v,)nen, (Wn)nen) est a la fois libre et génératrice de £

En déduire la dimension de E.
D’apres la question précédente, la dimension de E est égale a 2.

On suppose (a,b) = (0,0), donner une base de E. On considére la suite (v, ),en dont tous
les termes sont nuls sauf celui d’indice 1 qui vaut 1 et (wy,),en 1a suite dont tous les termes
sont nuls sauf celui d’indice 0 qui vaut 1. D’apreés la question précédente, ces deux suites
forment une base de FE.

On suppose b =0, donner une base de E.

On suppose a # 0 sinon on est dans le cas précédent. On considére la suite (a"),en
et la suite (wy,)nen la suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice 0 qui vaut
1. On remarque que (a")peny = (Vn)nen — (Wn)neny OU (vy,) est la suite de E dont les
deux premiers termes sont (0,1). On sait que ((Un)nen, (Wn)nen) st une base de E. Par
opérations élémentaires, ((a")nen, (W )nen) est aussi une base de E.

E — C?

un)nEN — (u07u1)
retrouver le résultat de la question précédente.

Montrer que ® est un isomorphisme et

On considére © : { (

L’application @ est linéaire. Soit maintenant («, 3) € C?, alors la suite définie par

T =a,r1 = f3,Vn € N, 2,19 = az,11 + bz,

est bien un élément de E qui a pour image («, 3), application est bien surjective.



Par ailleurs, cette application est injective car deux suites de F ayant méme deux premiers termes
seront, égales par une récurrence double sur n.

On souhaite trouver une base de E formée de suites dont le terme général est explicite.

3.

On suppose que (1"™)nen est un élément de E. Pourquoi peut-on supposer que v # 07
Sir = 0, alors la suite est nulle a partir du rang 1. Pour étre un élément de F, il faut donc
avoir b = 0 ce qui a déja été traité.

Que doit satisfaire le complexe r?

Si (1")nen est un élément de E, on a, Vn € N,7"2 = ar"*1 4+ br™ donc, comme r™ # 0,
2

r*—ar—b=0.

2

Si 1 est solution de l’équation dite caractéristique r* — ar — b = 0, montrer que (r"),en est un

élément de E.

Soit n € N, alors
Vn € N, 7" = r"(ar +b) = ar" ™ + br",

on a donc bien (r"),ey € E.

On suppose a®>+4b # 0, donner une base de E a l’aide des solution de ’équation caractéristique.
On a donc deux racines distinctes de I’équation caractéristique, notons-les z; et zo. D’aprés la
question précédente, on sait que les suites (2] ),en et (25)nen sont des éléments de E, montrons
qu’ils forment une famille libre. Soit (A, ) € C? tel que A(27)nen + (28 )neny = (0)nen. Alors

A =
tp=0 . On a donc
)\Zl + MHzo = 0

A=—p
)\(21 —ZQ) =0

On a z; # 2z donc A = 0 puis p = 0 et la famille est bien libre. La famille ((z1)nen, (22)nen)
est donc libre et comme elle est de cardinal 2, c’est une base de F.

On suppose a* + 4b = 0, on note alors ry € C tel que a = 2ry et b= —r3.

(a) Montrer que (up)neny € E < <U—Z> € F, avec
7o / neN
F= {<xn)n€N € Cvan € N, Tnt2 = 2$n+1 - xn}
Alors
(un)neny € B < Vn € N w19 = 2roup g1 + rau,
Upro  27Uni1 | ToU,

& Vn e N’ nte n+2 n+2
To To To
car g # 0
Up+2 Unp+1 Up,
SVneN, —— =2—7F+ —

u
& (—Z) €F
70 / nen

(b) Montrer que pour tout (xn)nen € F, (Tny1 — Tp),cy €St constante.
Soit n € N, 219 = 211 — 2y, dONC Ty 2 —Tpy1 = Tpgy — Ty, O0 & donce bien (Tp41 — ), o
constante.

On a bien montré I’équivalence.



(¢) En déduire un élément non constant de F.
On considére la suite zg = 0 et ;1 = 1 de F. On a alors x,.1 — z, = 1 donc la suite est
arithmétique de raison 1, on a donc z,, = n pour tout n.

(d) Donner une base de E dans ce cas-la.
La question précédente nous donne la suite (nr{),en € E (puisque (n),eny € F) et on
savait déja que (r])nen était un élément de E. On a donc deux éléments de E. On vérifie
avec les premiers termes qu’ils forment une famille libre, de cardinal 2, ¢’est donc une base
de L.

On suppose désormais (a,b) € R2 et on note E = {(un)nen € RY,¥n € N, thyrs = ating1 + bun}.
L’ensemble E est alors un sous-R-ev de L.

8. Justifier rapidement que E est un R-ev de dimension 2.

E — R?

est un isomorphisme
(un)neN L (u07u1) P

On peut, par exemple, dire que 'application ¢ : {
donc E est un R-ev de dimension 2.
9. Donner une base de E dans le cas ot ’équation caractéristique admet des racines réelles.

On note r1 et r les racines réelles de I'équation caractéristique. Soit (un)nen € E, alors (up)nen €
E donc il existe (A, 1) € C? tel que (uy,)neny = A )nen + 1(rY) nen-

On sait que pour tout n € N, u,, € R donc A\rf + frd = Arl + pry. On a donc

AT =A+pu
XTl + ﬁ?”g = )\7’1 + Uro

donc

A=A+ p
f(ry —r1) = p(ra — 1)

en faisant Ly < Lo — riL;. Comme ry # 1y, on obtient u = i puis A = A. On a donc montré
qu’il existe (A, 1) € R? tel que (up)nen = A(r])nen + (15 )nen. De plus, la famille étant libre, cette
combinaison linéaire est unique done ((r™)nen, (r)nen) est une base de E (ou bien ¢’est une famille
génératrice de E et de cardinal 2 donc une base).

On suppose désormais que [’équation caractéristique admet z1 et zo pour racines complexes con-
juguées avec z = pe® p >0 et § € R.

10. Soit (un)pen € E

(a) Justifier qu’il existe (A, p) € C? tel que Vn € N u,, = Az} + puz7.

Cela découle du fait que ECE.

(b) Montrer que p1 = A
On sait que (uy)nen est une suite réelle, on a donc (un),cy = (Un)nen. ¢’est-a-dire

/\(z_ln)neN + ﬁ(Z_Qn)nEN = A(z?)neN + M(ZS)HEN'
Or, Z1 = 23, on a donc
B2 Jnen + X(Zg>n€N = A(27)nen + 1(25 )neN-

La famille ((27)nen, (25 )nen) étant libre, on peut identifier les coefficients, on a donc A = .



(c)

(d)

En déduire qu’il existe (o, 3) € R? tel que Vn € N,u,, = ap” cos(n) + [Sp™ sin(nh).

On a, pour tout n € N,
Uy = )\pneinO _|_Xpnefin9 _ p"QRe ()\ein0> )

On pose A = o' + i, on a alors Re (/\eme) = o/ cos(nf) — [#'sin(nf). Donc, en posant
/

/
a= % et f = —%, on a bien Vn € N, u,, = ap™ cos(nf) + [p" sin(nh).

Justifier que ((p" cos(nf))nen, (p" sin(nf))nen) est une base de E.
D’aprés la question précédente, la famille ((p™ cos(nf))nen, (p" sin(nf)),en) est une famille
génératrice de F. Elle est de cardinal 2 donc c’est une base de E.

Ezercice 2 1. (a) 1l suffit de montrer que fo f = f. Soit donc (z,y, z,t) € R*, alors

foflx,y,z,t)=flx+9,0,2,2) = (x+y,0,2,2) = f(z,y, 2, )

donc f est un projecteur.

Certain(e)s ont montré que f était linéaire, effectivement ¢a vaut le coup au moins de le
mentionner.

Soit (x,v, 2,t) € R, alors
(%?J;%t) < ker(f) < f(x7y727t> = (0707070) Sr=-—yetz= 0
On a donc
ker(f) = {(z,—,0,t), (z,t) € R*}

Si vous commencez par " Soit X € Ker(f)", vous montrez seulement une inclusion ! Pour
déterminer I'image, on se donne (a,b,c,d) € R* et on cherche a savoir si f(z,y,z2,t) =
(a, b, c,d) posséde des solutions, c¢’est-a-dire si le systéme suivant posséde des solutions:

rt+y=a r=a-—1Y
0=0> o z=c
z=c b=0
z=d c=d

On a donc deux conditions de compatibilité: b = 0 et ¢ = d. Si elles sont vérifiées, le
systéme admet des solutions donc on a:

Im(f) = {(a,0,c,¢),(a,c) € R*}

On peut aussi prendre I'image d'une base, par exemple la base canonique de R*. On a
e f(1,0,0,0) = (1,0,0,0)
e £(0,1,0,0) = (1,0,0,0)
e f(0,0,1,0)=(0,0,1,1) et
e £(0,0,0,1) =(0,0,0,0)
donc Im(f) = Vect ((1,0,0,0),(0,0,1,1)), en enlevant la répétition et le vecteur nul.

Enfin, on peut dire, par le thm du rang, que rg(f) = 2 donc il suffit de prendre deux
vecteurs non colinéaires pour obtenir une base de Im(f). Certains posent le systéme, le
triangularise mais conclut a coté. Attention dans le cadre de la détermination de 'image,
ce ne sont pas les solutions du systéme qui nous intéresse mais seulement les conditions
pour que des solutions existent toujours
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(c)

On sait que f est le projecteur sur Im(f) parallelement a ker(f) (montré en cours) donc
le projecteur g sur Ker(f) parallélement & Im(f) est g =id — f. On a donc

9(1,2,3,4) = (1,2,3,4) — f(1,2,3,4) = (=2,2,0,1)

On peut aussi écrire (1,2,3,4) = (3,0,3,3) + (—2,2,0,1) avec ((3,0,3,3),(-2,2,0,1)) €
Im(f) x ker(f). L’'image de (1,2, 3,4) par la projection sur Ker(f) parallélement a Im(f)
est donc (—2,2,0,1).

beaucoup d’erreurs (de lecture de ’énoncé?) sur cette question

Soit (z,y, 2,t) € R, alors
oz, y,z,t) =glx +y,0,2,2) = (x +y — 2z, —x — y + 22,20 + 2y — 42)
Soit (z,y,2,t) € RY,
(x,y,2,t) € ker(p) < p(z,y,2,t) = (0,0,0) Sz +y—22=0
On a donc
ker(¢) = {(z,y,2,t) € R,z +y — 22 = 0}

On a vu que ker(f) = {(z,—x,0,t), (z,t) € R*}. Il est clair que les éléments de ker(f)
vérifient la condition trouvé a la question précédente donc ker(f) C ker(yp)
Soit u € L(E,F) et v € L(F,G).
Soit = € keru, alors u(z) = Op d’ott v o u(x) = v(u(z)) = v(0p) = 0g puisque v est
linéaire. On a donc v o u(x) = Og ce qui montre que x appartient a ker(v o). On a bien
I'inclusion

ker(u) C ker(v o u)

Pensez a bien définir v et v !!

Soit (a,b,c) € R3, existe-t-il (z,y,2,t) € R?* tel que ¢(z,y, 2,t) = (a,b,c)? On résout le
systéme:

r+y—2z=a 0 - —b
—r—y+2z=0 <:>{C :Qa
2r+2y—4z=c N
On a deux conditions de compatibilité: a = —b et ¢ = 2a. Si elles sont vérifiées, le systéme

posséde des solutions donc
Im(p) = {(a, —a,2a),a € R}
On peut aussi utiliser le thm du rang, on obtient rg(p) = 1 donc on prend un vecteur de

I'image (f(1,0,0) par exemple).

Soit (a,b,c) € R?, existe-t-il (z,y,2,t) € R* tel que g(z,vy,2,t) = (a,b,c)? On résout le
systéme:

r+y—2t=a r+y—2t=a r+y—2t=a
—x+3y—t=b S y—22—-2t=a+b &< y—2z—-2t=a+b
2r+y—z—t=c y+52—3t=c+2b —T7z+t=a—c—0»

Le systéme est triangulaire, il posséde toujours une solution. On a donc Im(g) = R3.

Certains ont raisonné en faisant des opérations élémentaires a I'intérieur de " Vect" pour
montrer que 'on obtient R3.

11



(2)
(h)

Il est clair que Im(p) C Im(g) puisque Im(y) est un sous-espace vectoriel de R3.
Soit u € L(E,F) et v € L(F,G). Soit y € ker(v o u) alors il existe x € E tel que
y=vou(x)=wv(u(x)). On au(x) € F donc y € Im(v). Ainsi, on a bien 'inclusion

Im(v o u) C Im(v)

Si u € Im(f), il existe (a,c) € R? tel que u = (a,0,c,c) = a(1,0,0,0) + ¢(0,0,1,1) donc
{((1,0,0,0),(0,0,1,1))} est une partie génératrice de Im(f).

Soit u = (z,vy, z,t) € R, alors
u=(x,0,2,2)+ (0,y,0,t — 2)
donc tout élément de R* s’écrit comme un élément de Im(f) et un élément de

F ={(0,0,0,8), (e, B) € R?*}

On a donc R* = Im(f) + F.

Montrons que la somme est directe. Soit u un élément de l'intersection, alors il existe
(r,2) € R? tel que u = (z,0,2,2) et il existe (o, 3) € R? tel que u = (0,a,0,3) ce
qui impose z =0 =a = zet z = d’ou u = (0,0,0,0). La somme est directe, les deux
espaces sont supplémentaires dans RY. F est différent de ker(f) car (1, —1,0,0) appartient
a ker(f) mais pas a F.

Ezercice 3 1. Soit x un réel. Alors la fonction f, : t — e~ 1+ ogt définie sur le segment

2.

[0, 1], car pour tout ¢ € [0,1], 1 + ¢ est strictement positif.

De plus cette fonction est continue par composition de fonctions continues, donc l'intégrale
1
/ fz(t) dt est définie.
0

Ceci démontre que pour tout z € R, F(z) est bien définie, donc que la fonction F' est définie
sur R. Il est impératif de parler de continuité (en toute généralité la continuité par morceaux
suffit mais vous ne verrez ¢a que I’an prochain). Si f est continue, elle admet une primitive et
I'intégrale est alors bien définie

(a) Soit x un réel. Alors on peut écrire:

Vie[0,1] eI >

Par positivité ou croissance de l'intégrale ceci donne :

1 1
/ e—mln(1+t2) dt > / 0dt =0
0 0

et donc F'(z) > 0. Ainsi la fonction F' est positive sur R, donc & valeurs dans [0, +o0.
Démontrons par ’absurde que F' ne s’annule pas. On utilise le théoréme suivant :

Soit f est une fonction continue et positive sur un segment |a, b|.
b
Si / f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle.

Pour tout x € R la fonction f, : t — e~*In(1+1*) ogt continue et positive sur le segment
1
[0,1]. Si F(z) =0 alors / f2(t)dt = 0 donc par théoréme la fonction f, est nulle sur le
0
segment [0, 1]. Ceci est faux: par exemple pour ¢t = 0 on obtient f,(0) = 1.
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1

—zln

Ainsi par 'absurde pour tout x € R l'intégrale / e~n(1+) q¢ est non-nulle, donc la

0
fonction F' ne s’annule pas sur R. Aucune excuse, j’ai bien dit que pour avoir stricte
positivité de l'intégrale, la fonction doit étre continue. Si le mot "continue" n’apparait
pas, vous n’avez pas la totalité des points.

(b) On obtient:
1

F(-1) 2/11+t2dt: [t+§}0:§
F(0) :/lldt:[t]ézl

1
F1) = / 1Jr%dt = [arctant]é =12
0

(c) Comme F(—1) est différent de —F(1) et de F(1) alors la fonction F' n’est ni paire ni
impaire.

(d) Par équivalences:
sinhu=1 & ———=1 & ¢*=2"-1=0

Ceci nous améne a I’équation P(e*) = 0 ou P est le polynéme X? —2X — 1.
Ses racines sont 1 = 1 ++v2 et 2y = 1 — \/5, donec:

sinhu =1 & P(e") =0 & e’ =1 ou e = x9
Or x est positif et xy est négatif alors que e* est positif, donc :
sinhu =1 & e =1 & u=In(1+v?2)

L’équation sinhu = 1 admet donc u = In(1 4 /2) pour unique solution.

On calcule maintenant F' (%)grace au changement de variable ¢ = sinh u.

dt

La fonction u ~ sinhu est de classe C!, de dérivée u — coshwu, donc 4c = coshu puis

dt = cosh udu.

si t = 0 alors u = 0 car la fonction sinh ne s’annule qu’en 0. Si ¢ = 1 alors u = In(1 + v/2)
d’aprés ce qui précede.
Par changement de variable:

F(

1) /1 dt /ln(Hﬁ) coshu

1) S —du

2 o V1412 0 V1 + sinh? u

On sait que pour tout v € R:  cosh?u — sinh?u =1

Ceci donne v/1 + sinh? u = |cosh u|, puis comme la fonction cosh est strictement positive

alors \/1 + sinh? u = cosh u. Ainsi:

- (l) B /1n(1+x/§)1du B [u]1n(1+\/§) — In(1 + \/5)
2) 0 - 0 -

deux choses vous ont posé¢ probléme:

e Déterminer les nouvelles bornes de U'intégrale (peut-étre que c¢’est pour cela qu’on vous a
fait étudier sinh(u) = 1...)
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e Simplifier y/1+sinh®(u). La vous devez reconnaitre la "formule fondamentale de la

géomeétrie hyperbolique" (rien que ca), a savoir cosh?(x) — sinh*(z) = 1. Le plus gé-
nant n’est pas que vous I'ayez oublié¢ mais que vous ayez voulu reconnaitre une dérivée de
arccos (alors que rien & voir)
On pose pour tout ¢t € [0, 1]:

t

U(t) =1et ’Ul(t) = m

Ces deux fonctions sont de classe C! et pour tout ¢ € [0, 1]:

1

u(t)=1etv(t) = D)

Par intégration par parties:

1 1 1
_ |t 1,1 1 _ &
/0 (IHQ)Q dt = [2(1+t2)]0 +/0 1+t2 dt = —7 + 5 [arctant]; = § —

Grace a la linéarité de l'intégrale on calcule F(2):

1 1 1 + t2 1 t2
F2)= | ——sdt= ——dt— | s dt
N R e e e =
D’aprés la calcul de F(1) et celui de I'intégrale ci-dessus:
7r m 1 m 1
F2)==-—(=-—-=)==+-
2) 4 (8 4) 8 * 4

Etonnamment, c¢’est la deuxiéme partie qui a posé probléme, vous avez visiblement oublié
la technique du +1 — 1

PN

Comme dans la question précédente on utilise la linéarité de I'intégrale:
1 Lo

1 1
2
= / (1+t2 dt / (1+tt2)n+1 dt
0

On simplifie la seconde intégrale en intégrant par parties.
On pose pour tout ¢ € [0, 1]:

V'(t) = s et u(t) =t
On a: .
u'(t)=1etv(t) = TS

Par intégration par parties:
1 2 1 1
t —t 1
/ ——dt=|———— | + / ————dt
o (14¢2)ntt 2n(1+2)" ], Jo 2n(1 +t2)n

/ P L Lrm
- — - n
o (14¢2)ntt n2ntl - 2n
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On en déduit:

F(n+1):F(n)—( ;jtiF(n)) = Qn_lp(n)JrL

S p2ntl T oop 2n n2ntl

Cette formule permet de calculer F'(n+ 1) en fonction de F(n).
Comme nous connaissons la valeur de F(1) nous pouvons de proche en proche obtenir la

valeur de F(n) quel que soit n € N*.
1
4. (a) Soit n € N*. Alors F(—n) = / (1 + t2)"dt.
0
On applique la formule du binéme de Newton :
1"
F(—n) = / > (k:) 2F dt
O k=0

Par linéarité de I'intégrale:

On en déduit que:

n 2k+1 1 n n 1
o § O] 5 (0
= \k) [2k+1], = \k)2k+1

On en parle de ceux qui s’arrétent aprés avoir fait Newton et ne prenne pas la peine de

1 1 28
P =2 i : F(=2)=1 2— - = —
(b) Pour n on obtient (—2) + 2 + T

5. Soit x et 2’ deux réels tels que x < a’.

Pour tout ¢ € [0,1], comme t*> > 0 alors 1+ t> > 1 et donc par croissance de la fonction In:
In(1+¢*)>Inl1=0

Comme z < 2/ alors:
vt €[0,1] —zln(1 +#*) > —2'In(1 + #?)
La fonction exponentielle est croissante également, donc:

Vie[0,1] e m(Ht) > omalin(14t?)

Par croissance de 'intégrale:

1 1
/ efmln(1+t2) dt > / efx/ In(14t2) dt
0 0

V(z, ) eR* x<a <« F(z)>F()

On a démontré que:

Ceci signifie exactement que la fonction F' est décroissante.
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6. (a) Par composition la fonction g, est dérivable sur [0, 1]. Sa dérivée est:

2t
vt € [0,1] g.(t) = — . +Ithfxln(1+t2)

Comme z est négatif alors:
Vte[0,1]  g¢.(t)>0
Ceci montre que la fonction g, est croissante sur [0, 1].

On calcule ensuite que:  g,(3) = emTng — (2) “
La fonction g, est croissante sur le segment [0, 1] donc:

vie [0,i] g >0etvie L 1] g(t) > g.(2)

Par croissance de l'intégrale:

1 1 1 1
/zgx(t) dt > / 0dt =0 et / gz(t)dt > / gx(%)dt = %gx(%)
0 0 1 1

2 2

On additionne ces deux inégalités et on utilise la relation de Chasles:

/Olgx(t) df — /Oégx(t) dt+[gx(t) dt > 39.(3)

2

Nous avons démontré que:  F(z) > $g.(3)

(b) D’aprés la question précédente:

1
Ve <0 F(z) > 56_“1%
5 - D
Comme § > 1 alors:  lim (—zIn—) = +o0
T——00 4

. : _zlnd
Par composition:  lim %e i — 400
Tr—r—00

Par théoréme de divergence par minoration F' admet +o0o pour limite en —oo:

lim F(z)= 400

T——00

7. (a) On définit la fonction h sur [0, 1] par:
t2
vVt € [0,1] h(t) =In(1 +t?) — 5

Par composition et combinaison linéaire cette fonction est dérivable. On calcule sa dérivée:

2t C2t—t—t°  t(1—t)(141)

1y T 1y o 1412

vte0,1 ()

On constate que cette dérivée est positive sur le segment [0, 1], donc la fonction h est
croissante sur ce segment. Elle est donc minorée par ~(0) = 0.

Ainsi h est positive sur [0, 1], ce qui montre que:

t2
vt € [0,1] 5 < In(1 4 %)
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On pouvait aussi gagner du temps en faisant un taux d’accroissement :

In(1 1
Yu € [0,1], 3c €]0, u, n(l+u) _ ,
U 1+c¢
In(1+ 2 1 1 1
donc pour tout ¢t € [0,1],3d €]0,¢*[C [0,1], n( tj ) =1z ° 1 7 > = pulsque

d*> < 1. On a donc bien I'inégalité souhaitée.

Soit x > 0. Par multiplication par (—1) puis croissance de la fonction exponentielle on

obtient:
2

i
> —xIn(1 + %) puis e72 > e v

1, 1
/ 6% dt 2 / e—xln(1+t2) dt
0 0

vt € [0,1]

Par croissance de l'intégrale:

On a donc démontré que:

1
Ve >0 F(x)g/e > dt (1)
0
Soit x > 1. Si u € [1,/x] alors u > 1, donc u? > u. En conséquence :
2 2 U.
Yu € [1, \/E] — % < —g puis -5 <e

Par croissance de l'intégrale:

—

On calcule: v
/ 2 du [ e_%}ﬁ = —2€_§ + 26_%
1

NE L

Comme 2¢~ 2 > 0 alors —2e~

< 0, de plus e~2 < 1 donc on obtient bien:
\/5 ’lt2

Vo > 1 / < de 72 (2)
1

Soit = > 1 fixé.
1 2
On applique le changement de variable u = \/z ¢ a l'intégrale / e~ dt.
0

La fonction t — \f est de classe C!, de dérivée t +— \f’ donc: % =
Sit=0alors u=0etsit=1alors u=+/x.

Par changement de variable:
/ o / e
0 0

Par linéarité de l’intégrale et relation de Chasles:

1 (Ve . 1 1o Ve e )
e 2 du=— / e 2 du+ / e 2 du 4
\/— \/_ 0 1

Par transitivité, les inégalités et égalités (1), (3), (4) et (2) donnent:

1 b
Vo >1 F(m)ﬁ—(?—l—/e_Qdu)
z 0
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vz (3)
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8.

(d)

On sait que la fonction F' est positive, donc:

1 1 e
Ve >1 0< F(z §—<2+/6_2du)
(@) VT 0

Le membre de droite tend vers 0 lorsque x tend vers +o0o, donc par théoréme de conver-
gence par encadrement la fonction F' tend vers 0 lorsque x tend vers 4oc0:

lim F(z) =0

T—+00

Dans la mesure ou la majoration vous est donnée, on attend de vous la positivité de F' pour
vous assurer que vous pouvez conclure avec le thm des gendarmes

(a)

Les fonction polynomiales et la fonction exponentielle sont dérivables, donc par produit
et combinaison linéaire la fonction ¢ est dérivable sur R. On obtient:

r—t

VteR  ¢(t)=—(z —t)e' +2

(" —1—2)= (z—1) (3<ef—1—x)—et)

2 2

On obtient :  ¢(0) =e*—(1+2)—(e*—1—2)=0
o) =€e"—e*(1+zx—2)+0=0
On applique le théoréme de Rolle.

e La fonction ¢ est continue sur U'intervalle [0, z] (ou [z, 0]).

e La fonction ¢ est dérivable sur l'intervalle |0, z[ (ou |z, 0]).

e $(0) = ()
D’aprés le théoréme de Rolle il existe ¢ € ]0,z[ (ou ¢ € |0,z]) tel que ¢'(c) = 0. Ceci
donne:

T2

2
(x —c) (—(ex—l—x)—ec> =0
Comme c est strictement compris entre 0 et x alors ¢ # x, donc x — ¢ # 0 puis :

2
eczﬁ(ex—l—x)
Il existe bien un réel ¢ compris entre 0 et x tel que: e* —1—x = %Qec
On n’applique JAMAIS un thm sans citer précisément ses hypothéses !!!!

Par ailleurs, j’attire votre attention sur le fait que tous les réels ne sont pas positifs et
qu’un intervalle s’écrit avec des bornes croissantes!

Enfin, certains affirment que ¢ appartient & [0, z]. Ici, ¢a ne porte pas a conséquence mais
vous pourriez avoir des soucis alors souvenez-vous que Rolle donne l'existence d'un réel
dans l'intervalle OUVERT

Supposons que z est positif. Alors 0 < ¢ < x = |x| donc e® < el?l,

Supposons que z est négatif. Alors < ¢ < 0 < |z| donc e® < el*l,

Dans les deux cas on obtient 0 < %Qec < %em et donc d’aprés la question précédente:

x 2% el
0<e —1—x§?e
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9. (a) On pose pour tout t € [0,1]: w(t) =In(1+¢*) et v(t) =t
Alors les fonctions u et v sont de classe C!.
Pour tout ¢ € [0,1]:  u/(t) = 5 et /(t) = 1.
Par intégration par parties:

I= /1 In(1+#*)dt = /lu(t)v’(t) dt
= [u(®)o(t)], /0 U (t)o(t)dt = [tin(1 + )], — /O

212
1+¢2

dt

On en déduit:

1
1
I:1n2—2/0 1—1+t2dt:1n2—2[t—arctant]é:1n2—2+g

La encore, les techniques d’intégration classiques ont été oubliées

(b) Soit h € R* fixé pour I'instant. On utilise la linéarité de I'intégrale.

F . 1 1 1
Fh) = F(O) +1=— (/ e~ h(+£%) _ 1dt) +/ In(1 4 %) dt
0 0

h h
1 _—hIn(1+t%) _ 1
:/ w4
0 h
/1 e~hm(+t%) _ 1 4 hin(1 + tz)
= dt
0 h

D’aprés I'inégalité triangulaire:

LUUI L

e+ _ 1 4 pin(1 + ¢2)
h

dt (5)

On applique le résultat de la question 8, avec x = —hlIn(1 + ¢?). On remarque que ce
résultat reste correct si x = 0. On obtient:

2 2 2
vt € [0,1] )eihln(lﬂz) — 14+ hIn(1 +t?)| < %]'—i_t)em“n(l‘ﬁ?)

En divisant par |A[:

e M+ _ 1 4 pin(1 + )

vVt € [0,1] -

< |h| In*(1 + t2)e\h|ln(1+t2)
2

De plus, si t € [0,1] alors In(1 + ¢?) < In2 donc

e+ 1 4 pin(1 + ¢2)

vt € [0, 1] -

2
< || In 2€|h|1n2 _ ﬂg\hl In2 2
2 2

Par croissance de l'intégrale:

/

Ceci est valable pour tout h € R*. En combinant avec l'inégalité (5) on aboutit a:

F(h) — F(0)
h

e+ _ 1 4 pin(1 + )
h

1
h h
dt </ UQW In?2dt = u2"” In?2
0 2 2

Vh € R* ' + I‘ < @2’1 In%2
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N AT o
() Comme pour tout h € R*: Lokl = Ble=lhin2 510 lim 72 In®2 = (0. Par théoréme de
—

convergence par encadrement:

h—0 h

Ceci donne:
I
ho h

Ainsi la fonction F' est dérivable en 0, et sa dérivée est F'(0) =2 —1n2 — 7.

Ezxercice 4 On pose pour tout réel x :

1 a(142)
Fla) = / dt.
0

14 ¢2

1. Montrer que F' est définie sur R, & valeurs positives, et calculer F(0)

L e2(14%) : . .
Pour tout x € R, lapplication ¢ e est continue sur [0, 1], Pintégrale est donc bien
6:c(lthQ)
définie pour tout x. De plus, on a = > ( pour tout z et ¢t donc F' est a valeurs positives.

Enfin,

1
1 1 m
F(0) = /0 T tht = [arctan(t)], = arctan(1) = 1

On demande F' positive, inutile donc d’invoquer la stricte positivité. Pour que l'intégrale soit
définie, dire que l'intégrande est définie ne suffit. Il faut parler de continuité de la fonction
z(t'41) ():L'(tl—‘rl)

. Attention & ne pas parler de la continuité de —
241 2 +1
quelle variable !

t— sans préciser par rapport a

2. Montrer que F' est croissante sur R.

Soient x > y, alors , pour tout ¢ € [0,1], on a
er(1+t?) ey(1+t?)

>
14+ ¢2 14 ¢2

par croissance de l'exponentielle d’oi, en intégrant entre 0 et 1, F(x) > F(y) et F est bien
croissante.

WV

F(0)e*, et déduisez-en que F(x) T oo
T—r+00

1 6x(1+t2) T 1 ex(1+t2) — et
F<x>_F<o>ew:/ _dt_ew/ _dt:/ ¥
o 1+1t2 o L+t 0 1+¢t2

or 1 +t* > 1 pour tout ¢t € [0,1] donc pour z > 0, on a x(1 + ¢*) > x d’ou l'inégalité
souhaitée en utilisant la croissance de I’exponentielle puis en intégrant.

3. (a) Montrer que, pour tout x > 0, F(x)

On a

On passe ensuite a la limite quand « tend vers +00. Comme F(0) > 0, on a F'(0)e* — +o00

donc par comparaison, lim F(x) = 4o0.
r—r+00
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(b)

Avec un raisonnement analogue, montrer que F(x) —— 0.
T—r—00

On suppose désormais x < 0, on a alors z(1+¢%) < z donc par croissance de I'exponentielle,
61‘(1+t2) P
<
1+t 1+t
et finalement F(z) < F(0)e” en intégrant entre 0 et 1.

Pour passer a la limite, il faut utiliser la question 1 dans laquelle nous avons montré que
F est a valeurs positives. On a donc

F(0)e" > F(z) 20,V <0

2 ~
ex(lth ) < e doil

donc en passant a la limite quand x* — —oo, par le théoréme d’encadrement, on peut

conclure que lim F(z) = 0.
T—r—00

Plusieurs personnes ont majoré par F'(0)e?®, oubliant que x était négatif étant donné que I'on
va le faire tendre vers —oc.

Attention & ne pas oublier de dire que F' est positive pour bien avoir le thm des gendarmes

4. Pour cette question, nous admettrons provisoirement le résultat de la question 5. :

(a)

1
F est dérivable sur R et Vo € R, F'(x) = / ) gt
0

Soit g : v € R+ F(—2?%). Montrer que g est dérivable sur R et donner une expression de
sa dérivée sous forme intégrale.

La fonction ¢ est la composée de F, supposée dérivable et x — —x? qui est dérivable, elle
est donc dérivable et sa dérivée est

1
gl(l’) = _2$F,(—;p2) — _21,/ 6_$2(1+t2)dt
0

z 2
Justifier que la fonction ¥ : x € R — </ e—tzdt> est dérivable sur R , puis prouver
0
que pour tout v € R, V' (z) = 21:6—322/ .
0

La fonction z — [ e~ dt est Punique primitive de ¢ — e qui s’annule en 0, elle est donc

dérivable ce qui montre que la fonction W est dérivable en tant que carré d’une fonction

dérivable.
T T ! T
U'(z) =2 (/ e_t2dt) (/ e_tzdt) = 26_$2/ e dt
0 0 0

On pose t = xu, dt = xdu d’ou

Sa dérivée vaut

1 1
U'(z) = 2 / e xdu = 2we™ / e du
0 0

Certains me démontrent en détail que x — fom et dt est dérivable ou bien le justifie en
parlant de la dérivabilité de ses bornes. On s’intéresse a la dérivabilité des bornes quand
elles ne sont pas de la forme cste et x, c’est-a-dire en s’appuyant sur ce cas-1a puis en
raisonnant par composition. Il suffit donc de parler de I'unique primitive ou bien de citer
le thm fondamental de analyse pour justifier la dérivabilité de z — fol' e dt

21



(¢) En déduire que la fonction x € R — g(z) + V(x) est constante, puis que

T 2
Vz e R, F(-2%) + (/ e‘t2dt) = %
0

Cette fonction est dérivable et d’aprés les deux questions précédentes, sa dérivée vaut :
1 1 1 1

—Qx/ e T W) gt 4 2ge / e~ dy = —Qx/ eI gt 4 2o / e~ gt
0 0 0 0

en posant t = u, d’ou
1 2 2 2 2,42
J(2) + V(z) = 2 / (e e dr = 0
0
la fonction est donc constante; on a par exemple g(z)+V(z) = g(0)+V¥(0) = F(0)+0 = %
(d) Conclure que / eVt —— Y-
0

On passe a la limite quand =z — +oo dans 1'égalité que l'on vient de montrer. Comme

s
lim F(—2?) = lim F(z) = 0, on a lim g(z) = —. La racine carrée étant continue, et
r——+00 T——00 x——+00 4

I'intégrale positive on a y/g(x) = fol e Tt dt — \/g = \/7E

Attention, \/y? = |y| donc pour avoir la limite de I'intégrale sans valeur absolue, il faut justifier
de son signe

5. On fize xg € R et on cherche donc & prouver que

F(Q:O + h) - F(:CO) . 1ex0(1+t2)dt — O
h 0 h—0

(a) Montre qu’il existe C > 0 tel pour tout x € y € [—2,2],

e =1 —y| < Oy

Soit y € [—2,2]. On applique I'inégalité de Taylor Lagrange a 'ordre 2 & la fonction exp
entre 0 et y:

2
e —1—y| < % sup el
[min(0,y),max(0,y)]

on a donc, pour tout y € [—2,2],

2.2
y-e
e —1—y[ < 5
o2
On a donc bien le résultat voulu en posant C' = 5

Je crois qu’il y a une seule personne qui m’a cité correctement Taylor Lagrange, en faisant
le sup sur le bon intervalle (et en prenant en compte le signe de y. Vous allez trop vite en
citant Taylor et en majorant par le sup sur [—2,2].
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(b) Montrer que pour tout h € [—1,1] et tout t € [0, 1]
|0+ 1 — p(1 +12)] < ACH2

Pour tout i € [—1,1] et tout ¢ € [0, 1], on a bien h(1+t*) € [—2,2] donc on peut appliquer
I'inégalité donnée a y = h(1 + t?):

‘eh(1+t2) o 1 N h(l +t2)| < C(h(l +t2))2

et comme (1 +t?) < 2, on a (14 t?)> < 4 d’ou le résultat souhaité.

(c) En déduire que pour h petit, on a

X 2 X 2
/1 bt o) )
0 1+ 2 1+ 2

1
— ‘F(mo + h) — F(x0) — h/ ewo(HtQ)dt’
0

6x0(1+t2)
Soit h € [—1,1]. On multiplie I'inégalité trouvée a la question précédente par Tie qui
est positif, cela ne change donc pas 'inégalité:
eaco(1+t2) . ) 6x0(1+t2)
(1+12) 2 2
—e —1—-h(1+t*)| < —4Ch
6170(1+t2)
donc, en faisant rentrer Tie dans la valeur absolue ce qui est légitime puisque c’est
positif, on obtient:
x 2 x 2 x 2
e(zoth)(1+4t?) e o(1+t?) B hexo(1+t2) - ero(l+t )4Ch2_
1+t 1+t 1+t2
On a o
T o
14t

et comme zo < |zo|, on a zo(1 + t2) < |zo|(1 + t?) < 2|zo| d'on, par croissance de
exponentielle, e*0(+) L g2l

On intégre enfin I'inégalité entre 0 et 1 :

1
/
On sait, par ailleurs, que la valeur absolue de l'intégrale est plus petite que 'intégrale de
la valeur absolue, on a donc
1
<]
0

1 T 2 T 2
/ 6( oth)(1+E) o € O(1+t ) - hexo(l-‘rtz) dt
0 1+ ¢2 1+¢2

et par linéarité de 'intégrale,

X 2 x 2
/1 elaoth(1+8)  gaoll4eh) A
. 1+¢2 1+¢2

d’ou I'inégalité souhaitée.

(xo+h)(1+t?) xo(1+t?)

(& €

14 ¢2 14 ¢2

1
— he™(H| qt < / 4Ch2 2ol 4t = 4C h2e2l*ol
0

e(:c0+h)(1+t2) e:vo(1+t2)

. —h a:()(1+t2)
1+ 1+

dt

1
— ‘F(xo + h) — F(z0) — h/ gro1+) dt‘
0
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(d) Conclure .
On divise par h 'inégalité précédente:

F(zo+ h) — F(xg)
h

1
_/ 6I0(1+t2) dt‘ < 4C he?!ol
0

g h
et on fait tendre h vers 0. On a alors lim (o + 1)

B 1
F (o) = / e®0 () 4t donc F est
h—0 h 0

1
dérivable en tout point zg, de dérivée F'(zq) = / e (1+%) ¢,
0

Vous étiez sans doute contents d’étre arrivés au bout du probléme mais la conclusion attendue est
dans 'intro de la question: on cherche & montrer la dérivabilité de F’

Ezercice 5 Partie I: étude générale.
1. On pose A = {n € N, f* = Oz }. Cet ensemble est non-vide puisque f est nilpotente et
minoré par 0, il admet donc un plus petit élément.
On vous demande de justifier 'existence d’un minimum, ne cherchez pas plus loin: ensemble
non vide et minoré
2. (a) Par définition, f*¥) =0 donc N, = E.
(b) Soit € N,, alors fP(z) = 0 et comme [ est linéaire, fP*(z) = f(0) =0 donc = € Npy ;.

(¢) On suppose qu'’il existe p tel que N, = N,.;. Montrons que N,;; = N2, ce qui permettra
de conclure par récurrence. On sait déja que N,y1 C Npjpo. Soit donc & € N9, alors
fP2(z) = 0 donc f(x) € Nyiq or N, = N,yq done f(z) € N, et on a done fP(f(z)) =0 =
fP(z) ce qui montre que x € N,,1. Question trés peu traitée.

(d)
La question précédente montre que la suite dimNy, k = 1...v(f) est strictement croissante a valeurs
dans [|1,dimFE|] donc v(f) < dim(E).
Partie II: Cas ou v(f) = dimF.
1. L’ensemble est non vide car il contient le vecteur nul. Soient h,g € C(f) et A € R, montrons

que \g+heC(f). Ona(A\g+h)of=Agof+hof=ANfog+ foh=fo(Ag+h)donc
Ag+h e C(f) et C(f) est bien un sous-espace vectoriel de L(E).

Beaucoup oublient non vide!
2. Soit g € C(f).

(a) Par définition de n, on sait que f"~! # Oy donc il existe bien zg tel que f"!(zg) # Op.

(b) Comme cette famille est de cardinal n, il suffit de montrer qu’elle est libre. Soient donc
Aoy A1y e ey A1 tels que
)\0.’13‘0 + ..+ )\nflfn_l(l'o) = OE

On applique f"~! et on obtient \gf" !(x¢) = Og et comme f"~!(zy) # Og, on a Ay = 0.
On applique ensuite f?~2 a P’égalité originale pour obtenir \; = 0 et ainsi de suite.

(¢) On a g(zg) = agro+ ...+ an_1f" ' (x0) donc
fk o) g(l‘o) = aofk(l'o) + ...+ an,lf]”"*l(xo) = (lofk(xo) + ... an,k,lfnfl(xo).

Comme g € C(f), ona fFog(xg) = g(f*(z0)) dont les coordonnées sont donc (0, . .., ag, ..., Gn_1_)
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(d) D’aprés la question précédente, on sait que cette relation est vérifice pour f*(xg), k =
0...,n—1. Elle est donc vraie sur une base de £ donc sur F tout entier.

(e) On a montré que pour g € C(f) quelconque, g était combinaison linéaire de Id, f, f%,..., f*!
ce qui montre que C(f) C Vect(Id, f,..., f" 1) et comme f* € C(f),Vk, on a égalité par
double inclusion.

(f)

On a une famille génératrice, il suffit donc de montrer qu’elle est libre. Soient donc Ag, ..., A\,_1
tels que

MId+Mf+ .o+ A1 f77 =0
Alors pour g choisi tel que [ !(zy) # O, on a
)\01’0 + Alf(xo) 4+ ...+ )\nflfnil(l'o) = O(E)

ce qui implique \g = \; = ... = \,_1 = 0 d’aprés la question b. La famille est donc une base de
C(f) et comme elle est de cardinal n, on a dimC'(f) = n. Attention, il est impératif d’avoir la liberté
de la famille pour affirmer que la dimension vaut n

Ezercice 6 On suppose m = %. flx) = q:”(an——'bx)" et Fz) =1 _o(—=1FfCH (z).
1. Soit z € [0, 7],
@ )" (@ —be +bx)" @) (pg)n
flr—z) = (g -y = GO Lol w b))y

n! n!

On a bien le résultat souhaité. Certains ont écrit une page de calcul, je n’ai pas encore compris
pourquoi

2. Parrécurrence sur j, on montre que 'égalité f(m—2) = f(x) implique V) (r—z) = (=1) f9)(z),
pour tout x € [0, 7).

3. Pour tout x de [0, 7], ™ < 7" d’une part et d’autre part 0 < (a — bx) < a d’ou le résultat.

4. Sur [0, 7], sin(z) > 0 donc 0 < f(z)sin(z) < =4 Par croissance de 'intégrale, / f(t)sin(t) dt <
,]rn+1an ,/Tn—l—lan 0
- Or ‘ tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il est donc inférieur & % A partir
n! n!
d’un certain rang.

Pour avoir une inégalité correcte, il ne faut pas oublier de mentionner le fait que le sinus est
)

positif (sinon, pour sortir le sup d’une des deux fonctions, il faudrait une valeur absolue dans

I'intégrale.

5. Soit x € R, alors

Ainsi,
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10.
11.

12.

donc

On pose k =n + j et on obtient
2n
n (_JJk—nbk—nak
=3 () S .
k=n
() _

Le résultat g’ = (kﬁ!j)!gk,j pour j < k se montre par récurrence sur j:

pour 7 = 0, le résultat est clair. On suppose que le résultat est vrai pour un certain entier j.
On écrit

j+1
g = (g
= <( B 519k~ ]> par hypotheése de récurrence
AT .
= ;5 J)j' gk—j—1 car g;_ -5 = = (k= J)gk—j-1-
k—j 1 N . ) s ,
Or = aprés simplification, d’ou le résultat.

(k=) (k—j—1)
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout entier j.
Comme c’était classique, j’ai accepté le "par récurrence descendante" ou "par récurrence im-
médiate".
Si 0 < j < n, Pexpression fU)(z) est un polynéome dont le terme de plus petit degré est 2"~
d’aprés la question 5. Donc tous les termes s’annulent en 0 et ainsi fU)(0) =0
Il est impératif de mentionner le fait qu’il n’y a pas de terme constant dans le polynéme (donc
de préciser n — j > 0)
Avec la question 2, fU)(7) =0 pour 0 < j < n.

Pour n < j < 2n, on se sert encore de I'expression de la question 5 les termes en (z*)0)
sont nuls si j > k car on finit par dériver une constante. De plus, en x = 0, si j < k, il
reste du 2"~/ qui va s’annuler. Ainsi, f9)(0) est le coefficient de 27 dérivé j fois, ¢’est-a-dire

Jla = (j ﬁ n) (=1)77"""a’ qui est entier car chacun des termes l'est.

Les termes d’indice différents de j sont nuls pour des raisons différentes, il faut donc préciser
pourquoi ils sont nuls.

C’est aussi un entier d’apreés la question 2.

F(0) est une somme de f*)(0) qui sont tous des entiers, donc F(0) est un entier. Il en est de
méme pour F (7).

Soit x € [0, 7).
F(z) =) (1) (a),
k=0
donc F"(x) =Y (=1)FfZ+2)(x). Or @) et f7+2) sont nuls car f est un polynéme de de-
k=0 n—1
gré 2n. Ainsi, F"(z) = Y (=1)*f*2)(z). On pose j = k+1et F"(z) = Y0 (—1)7+1 f%) ().
k=

En regroupant les deux sommes, on a bien F(z) + F"(z) = f(x)
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On peut aussi remarquer que ¢’est une somme télescopique en la faisant apparaitre explicitement

n n

F(a)+F (2) = ) (=D @)+ (DR () =37 (=18 (2) — (1) fEED) ()
k=0

k=0 k=0

On a donc
F(z) + F"(x) = f(z) = (=1)""f**2 = f(x),

car f2""2 est nulle puisque f est un polynoéme de degré 2n.
13. Soit z € [0, 7], On a

F7(z)sin(z) + F'(z) cos(z) — F'(x) cos(x) + F(z)sin(z) (F(z)+ f7(z))sin(x)
= f(z)sin(x).

La dérivée de x — (F'(x)sin(z) — F(x) cos(z)) est donc z — f(x)sin(zx)

14. D’apreés la question précédente, on connait une primitive de ¢ — f(¢)sin(¢), on a donc

/wa(t) sin(t) dt = [F'(z)sin(z) — F(z) cos(z)]y = F(0) + F(m)
qui est un entier.

15. / f(t)sin(t) dt est un nombre entier d’aprés la question précédente. Il n’est pas nul car on
0

intégre une fonction continue strictement positive et il est strictement inférieur & % d’aprés la

. a . .
question 4. C’est absurde et donc 7 = 5 est absurde, donc 7 est irrationnel.

Ezercice 7 1. Montrons que ker(u) est stable par v. Soit x € ker(u). Alors, comme uov = vou,
on a

u(v(z)) = v(u(z)) = v(0p) = Op.

Ainsi, v(z) € keru.

Ce travail montre que |v(ker u) C ker(u) |, ou autrement dit que ker(u) est stable par v.

Montrons que Im(u) est stable par v. Soit y € Im(u) et x € E tel que y = u(x). On a alors,
comme 4 o0v = v ou,

v(y) = v(u(x)) = u(v(z)) € Im(uw).

Ainsi, [v(Imw) C Imu |, ou autrement dit, Im(u) est stable par v.

2. Soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(z). Donc u(y) = u*(z) = O, donc y € ker u.

On a bien montré que

3. Comme FE est de dimension finie égale a n, d’aprés le théoréme du rang, on a n = rg(u) +
dim(ker u).

SIE

Or, comme Im(u) C ker(u), on a rg(u) = dim(Imu) < dim(ker ), donc |rg(u) <
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4.

5.

(a) Comme wu n’est pas nul, on a rg(u) > 1. L’inégalité précédente donne directement que

(b)

i. Comme D = ker(u) et comme u et v commutent, d’aprés la question 1, |v(D) C D.
i.Onawvov =0 < Im(v) C Ker(u). SilIm(v) = {Og} (cad v = 0.(E)), alors

rg(u) = 1, donc Im(u) est une droite vectorielle, que nous noterons D.

Le théoréme du rang (c¢f. question précédente) donne directement que dim(kerw) =
dim(F) — rg(u) = 1.

D’apreés 2, on a Im(u) C ker(u) et ces deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension,

donc sont égaux.
Il existe donc bien une droite vectorielle D telle que Im(u) = ker(u) = D.

uov = 0gg).

Sinon, Les arguments précédents s’appliquent a v : il existe une droite D’ telle que
Imv = kerv = D'. Montrer I'inclusion Im(v) C Ker(u) (ou D' C D) revient a montrer
I’égalité puisque ce sont des droites vectorielles.

Supposons par I'absurde D # D', alors D N D' = {0g} et comme 2 = dim(FE) =
dim(D) +dim(D’), on a E = D @ D'. Soit x € E. Il existe d € D et d' € D’ tels que
r=d+d.

Comme d’ € ker(v), on a v(z) = v(d) + v(d') = v(d).

Donc v(z) = v(d) € v(D) C D. D’autre part, v(d) € Im(v) = D’. On a donc
v(x) € DN D', donc v(x) = Op.

Ceci étant vrai pour tout x € E, on a donc v = 0, ce qui est exclu. Contradiction.

On a donc Im(v) = ker(v) = D.

De 14, pour tout x € F, v(x) € Im(v) = ker(u), donc uov(z) = 0.

Ainsi,

Elle n’était pas évidente cette question et vous allez me dire que la réponse sort du
chapeau. En fait, pas vraiment. En effet, comme on travaille en dimension 2, deux
droites vectorielles sont soit confondues, soit supplémentaires dans F.

(c) On peut appliquer le raisonnement précédent : D = Im(v) = ker(v) = Im(w) = ker(w).

Donc pour tout z € E, w(z) € Im(w) = ker(v), donc v ow(x) = 0.

Ains,

(a) Posons v = ujo---ou; : ¢’est un endomorphisme de E, comme composée d’endomorphismes,

1 < k <1, donc avec v. D’aprés la question 1,

notamment F; = Im(v) est bien un sev de F. Ensuite, u;,; commute avec chaque uy pour

F; est un sev de E stable par w; ;.

(b) Montrons par récurrence finie sur i € [1, m] la proposition :

(i) : " dim(F)) <2ﬁ

e Initialisation : la question 3 montre H(1).
e Hérédité : soit 7 € [1, m — 1]. Supposons H (7).

Posons v la restriction de u;y; a F;. D’apres la question précédente, on peut voir
v comme un endomorphisme de F; et, comme u?, , = 0, alors v* = 0. D’apreés la
question 3, on a

< dimF; N
rg(v) = 2 = 94l
Or
Im(v) = v(F) = w1 (F;) = uia (w0 - - oup)(E)) = Fia
) n
Donc dim(Fjyq) < PESE
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e Conclusion : pour tout i € [1,m], dim(F;) < %

(c) Sin < 2™ alors, d’aprés la question précédente, dimF,, < 1, donc Im(u; o --- o u,,) =
F,, = {0g}. Directement, |uj o - -- 0 u,, = 0. ‘
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