1

9. u, =
Un = n
: 1
Correction du TD n 20 On a ¢/n = exp( n(n)) Par le théoréme de croissances comparées, on a

. In(n) . .
lim =0donc lim {/n =1. On en déduit que u,, ~ —. Par compara-

n—+oo N n—+00 n

ison a la série harmonique, la série diverge.

Correction 1 1. u, = n2—1+n 10. up = (Vn+1—+/n)°.
On écrit

1 no TV -V
Onaunw—2 donc > u, converge. b ( " 1 \/ﬁ) ¢
n R
(\/n—i-l—&-\/ﬁ)

n

2. Uup = =55

. _ U . . 1 1 1 )
On remarque que nll}rfoo u, = 400 par le théoréme de croissances comparées On a N done wu,, ~ — . On sait que 1/n® = n®/2 don,
donc la série diverge grossiérement. Vn+l+yn 20 20y/n

par comparaison & une série de Riemann :

3w — cos(n)
" n e Si a > 2, la série converge.
On a ny/nu,, = cos(n) et lim ny/nu, =0 car cos est bornée. On en déduit : Ao i
n NG N0 n = : ’ e Si a < 2, la série diverge.

ar comparaison a une série de Riemann, que u,, converge. _
p p , que D un 8 ll.un:nlnne\/ﬁ

4.y, = —1 Par le théoréme de croissances comparées, on sait que lim n?u, = 0. Par
coon n+In(n) n——+oo
. In(n) L . ) 1 comparaison a une série de Riemann, la série converge.
On a lim —— =0 par le théoréme de croissances comparées donc u, ~ —.
n—+oo n n 1 n
Par comparaison & la série harmonique, la série diverge. 12. u, =
n In3n
5. u, = (—1)"cos o 1
n=(1) n+1 On écrit u, = exp nlnl— = ezp(—nlnln(3n)). On va montrer que
La suite (up)nen diverge donc la série ) u,, diverge grossiérement. n(3n)

lim n?u, = 0. On écrit :

1 ™ n—-+o0o
6. u, = —sin o
v il T T T n*u, =n2exp(—nlnln(3n))
On a lim — = 0 donc sin— ~ —. On en déduit que u, ~ . Par n2 9
n—+oo 2n ) 2n 2n 2ny/n = ————— . (—nInln(3n))” exp (—nlInln(3n))
comparaison a une série de Riemann, la série converge. (—nlnln(3n))
N —— —0
—0
7. unzln(l——)
n+2 1 la deuxiéme limite étant 0 grace au théoréme de croissances comparées. On en
. o . R - 1
On a nﬁlfoo nto 0 donc uy, ~ Thnt2 T Par comparaison a la série déduit que u, = o (—2> Par comparaison & une série de Riemann, la série
harmonique, la série diverge. converge. "
8. u, = In(cos(1/2n)) 3 e=2n 4 p
1 Uy = —————
On a lim cos— =1 donc u, ~ cos— — 1 ~ —. Par comparaison & une " nd+1
n—o+oo  2n 2n 2n? 1 . R L. .
série de Riemann, la série converge. On a u, ~ 3 On en déduit, par comparaison & une série de Riemann, que



—2n
la série de terme général

5 converge. Par le théoréme de comparaison entre
n

séries & termes positifs, on en déduit que Y u, converge.

cos(n?) + nsin(n)

14. u, =
" n2y/n
1+n n+1 1 . . L. .
On a |u,| < — et ~ . Par comparaison & une série de Riemann,

n+1
ny/n
des séries a termes positifs, on en déduit que la série > |u,| converge. La série
de terme général u,, est donc absolument convergente donc convergente.

la série de terme général

est convergente. Par le théoréme de comparaison

15. u, — 1+ ’)”LC(2)S(7L7T)
n

On écrit u,, =

=
n2 )

termes généraux de séries convergentes. On en déduit que Y u, converge.

Ainsi, on a écrit u, comme la somme de deux

16. On va chercher un équivalent du terme général. On écrit :

1 1
“n +1— {l/ﬁ =exp| — ln(n + 1)> —exp (— ln(n)
n n
1 1 1
=exp| — <ln(n) +1n (1 + —>> —exp <— ln(n))
n n n
Inn 1 1
=exp| — ) |exp(—In|1+— -1
n n n
Inn 1 1
=eap|——) e | +o 3 -1
Inn 1 1
—e\ T )\t

Par le théoréeme de croissances comparées, on a
Yn+1—Yn~ L
n2’

Le terme général de la série est positif, par croissance de z — {/x et équivalent

lim exp <1n_n> = 1 donc
n

n—-+o0o

1 . . , L.
a — qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc affirmer

n
que la série Y (¥/n + 1 — {/n) converge.

17. On cherche un équivalent du terme général. On écrit :

3 2
ln(1+—+—2
n o n

In(n?)
On en déduit que :

Or EIE > =0 donc In((n+ 1)(n +2)) ~ In(n?).

In((n+1)(n+2)) In(n?)
n(n+ 3) n?
En multipliant cet équivalent par n+/n, on trouve une limite nulle par croissances
comparées. On en déduit que :
1
=0 .
ny/n

In((n+1)(n+2))

n(n+ 3)
1 1 2
Par comparaison & une série de Riemann, la série n((n+1)(n+2) est donc
n(n+ 3)

convergente.

1 ) Inn L .

18. Ona {/n=exp|—In(n)| — 1 car 11111 —— = 0 par le théoréme de crois-
n n—+oco N

sances comparées. La série diverge donc grossiérement.

un n
T, o X
1+ n2u, n2u,

. 1 . .
a son terme général majoré par — donc, par comparaison & une série
n

Correction 2 On écrit ainsi, la série & termes positifs
U

2 1+ n2u,
de Riemann, elle converge.

Correction 3 Comme la suite (uy,)nen est décroissante, on a :

Vn € N*, Vunpty, < A/ tuny/Un_1
donc :
Vn € N*, SUntn_1 = Up.

Le terme général est positif et majoré par le terme général d’une série convergente
donc la série > u,, converge.

Correction 4 1. A partir d’un certain rang, u, < 1 car v, — 0, on a donc
u? < u,. Par le thm de majoration des séries & termes positifs, on en déduit

2
que Y uZ converge.



2. On peut dire que u,, > 0 donc < up et par le thm de majoration des | 4. On pose v, = —u, + L On écrit

+ up -1
u
séries a termes positifs, 1+” converge. On peut aussi dire que u,, — 0 1 1
n v, = — e Un—1
. A .- —1 —1
donc T ~ u, et par le thm de comparaison des séries & termes positifs, 710 a N 17;
u = — e UYUn-—
> Un cnonver e 7&_11
1+ uy, 8¢ ~—=
n—1
1
1 ~J
3. On sait que u,, — 0 donc il existe un rang & partir duquel u,, < > on a alors ({L - 1)
1 ~ —
1—u, > 3 donc < 2u,. Par le thm de majoration des séries & termes n?
~ Un On a bien I’équivalent souhaité.
positifs, on en déduit que > T converge. On peut aussi dire que u, — 0 1 1 1
" 5. D’aprés la question précédente, on a —Up,=— +o0 <—2) donc
donc ~ u, et par le thm de comparaison des séries & termes positifs, n—1 n n
> tn crz)nverge _ ! 1 1
1—u nEaT1 o\ )
2, 72 On a donc
. a*+b Vu u 1
4. On sait que pour tout a, b, ab < 5 on a donc n 7" + o2 Les deux 1 1 1 1 1
, ! . Ty R e R rs R 12*0(2>’
séries > 5 et > e convergent donc par le thm de majoration des séries a n- n n- (2n —1)

donc
Z\/_

termes positifs,

converge. 1 ] 1 ]
ton = Men 1 = o T o —9) A2 @n—1)2 (ﬁ) '
1 1
Correctzon 5 Pas grand chose, Z converge et Z diverge mais Z — converge On en déduit que ].H_li_l n?(ugy, — U, 1) existe et est finie. Ainsi, ug, —ug, 1 =
n—-+0oo
1
ety n2 aussi. 0 (§>

1\m _1\n)\2
(=1) converge. En revanche, Zw

n
1+ (~1)" n n 6. Pour tout n > 1, on pose S, Z u,. Soit N € N, alors
diverge car c’est la somme d’une série convergente =1

1
De méme, ) — converge et )
n

converge mais » (—1)"

et d’une série divergente. 2N

SQN ZZ(—I)kuk
(DFur + Y (—1)*uy

1 . . .
> 2,0< ups1 < -~ donc lim wup41 =0 puis lim w, =0. 1<k<2n

1<k<2n

n—-+oo n—-+oo k pair k impair
N N
> Z

Correction 6 1. Pour tout n > 2, u, > 0 donc e *~ < 1. Ainsi, pour tout

1 1 .
2. On a upy1 = —e " ~ = donc pour tout n > 2, u, ~ puis u, ~ —. =1
n n n n

3. Par le thm de comparaison des séries a termes positifs, on a »_ u,, divergente.



D’aprés la question précédente, et par le thm de comparaison des séries & termes
positifs, la série de terme général us; — ug;—1 est convergente donc (San) N>1
converge vers une limite S. On sait que Sony1 = Son + uan4+1 donc la suite
(San+1) N0 est également convergente, de méme limite que (Son)n>1- On en
déduit que la suite des sommes partielles de > (—1)"u,, converge donc la série
est convergente.

Correction 7 Soit N € N, on a

N N 1 n
YOI P it

3
—
3
Il
—_
>

k=1n=k
N N
=D huk) —
k=1 n=~k
Soit k > 1, alors
N N
1 1 1
EY =1tk ) —
n=k n=k+1
1 1
Or, pour tout n € [k + 1, N, — < — donc
n _
n2 n—1 n/) Tk
n=k+1 n=k+1

On a donc

n==k
On en déduit que
N N
IRy
n=1 k=1
N
On sait que la suite (Z uk> converge donc elle est majorée. La suite des
k=1 N>1

sommes partielles de v, est donc majorée et comme la série est de terme général
positif, on en déduit qu’elle est convergente.

Correction 8 Soit n € N*, alors

n n 1 k
v = LU
]; k gkfkﬂ);
UG
- ;; k(k+1)

=1 k=i

T ‘\i n4+1
=1
n 1 n

M=

Supposons tout d’abord que > u,, converge, alors pour tout n > 1,

n
Uk < E U
= k=1

1
est une série a

>

donc la suite des sommes partielles de Y vi, est majorée. Comme c

termes positifs, elle converge.
n n

Par ailleurs, on a ’égalité E v +nv, = E ug. Comme les deux séries convergent,
k=1 k=1

l
(nvp, )nen+ admet une limite finie. Si elle vaut [ # 0, on a v, ~ — ce qui est absurde
n
n
puisque Y v, converge. Ainsi [ = 0 donc ngrfoo];vk = ngrfoo

n
Zuk et les deux
k=1

séries ont la méme somme.
On suppose maintenant que > u, diverge et, par ’absurde, que > v, converge.
n n

lim nv, = 400 donc, & par-
n—-+oo

D’apres I'égalité E v + nu, = E uy, on obtient
k=1 k=1

tir d’un certain rang ng, on a nv, > 1 ce qui implique ) v, diverge. On a une

contradiction donc 3" v, diverge et les séries ont bien méme nature.

Correction 9 1. (a) On doit montrer que (V;,)pen+ et (Wy,)nen sont de mono-
tonies opposées et que leur différence tend vers 0. Soit n € N*. Alors On

a S = i ﬂ donc
" k
k=1
2n 2n—1
TR N G Ol _ _ (=1)*
Wn—S2n—; L et Vn—82n+l— ; Lk



Commencons par la monotonie. Soit n € N*. On a

Wn+1 - Wn - S2n+2 - S2n

_ Z* (-1* Z (-1)*

= VR o VR
B 27124-:2 (_1)k

k=2n+41 \/E 1
= +

Von+1 2n+2

<0

Ceci étant valable pour tout entier n, on en déduit que (W, )nen+ est

décroissante.
On a aussi :
Vo1 — Voo = Sont1 — Son—1
_ 2%1 (71)}% —2712—1 (71)]@
= vk o vk
_ 2&—}-:1 (_1)k
k=2n \/E
_r 1
2n  V2n+1
>0

Ceci étant valable pour tout entier n, on en déduit que (V;,)nen+ est crois-
sante.

Enfin, pour tout n € N*, on a

lim (W, —V,) =0.

n—-+oo

On a donc bien

Ainsi, les suites (W, )nen+ et (Vi)nen+ sont adjacentes.

D’aprés la question précédente, les suites (Wp,)nen+ et (Vi)nen+ sont ad-

jacentes donc elles convergent vers la méme limite. On sait que (Sa,,)nen+
et (Son+1)nen+ convergent vers la méme limite donc (Sy,)nen+ converge
également, vers cette limite.

(=1)*
VEk

Ainsi, la série de terme général converge.

2 3

2. (a) Ona+1+zxz= 1+§— x—+x—+o(x3) donc, comme

= ,
3 16 —0:

Jn

="
NG

On sait aussi, par divergence de la série har-

(b) D’apreés la question précédente, on sait que est le terme général
d’une série convergente.

1
monique, que ~&n est le terme général d’un série divergente. Enfin, par
n

. . . 1
comparaison & une série de Riemann, o (— est le terme général d’une

ny/n
(="

série convergente et la série de terme général T est absolument con-
ny/n

vergente donc convergente.
="
vn

(comme somme de trois séries convergentes et d’une série divergente).

1+

On en déduit que la série de terme général — 1 est divergente

Il est trés intéressant de remarquer que le terme général de la série est
(="
Vn

théoréme de comparaison des séries & termes positifs ne peut s’appliquer
car ’équivalent n’est pas de signe constant.

équivalent & qui est le terme général d’une série convergente !! Le

Correction 10

_1)n
Correction 11 On a lim L = (0 donc on peut faire un DL :
1" 1" 1 1
(e S0} L ()
n(n +1) nin+1) 2n(n+1) n
0" (L (] 1
T e—— —_— — 0 — e ——
n 2n n 2n(n+1)
Correction 12 On suppose que Y u, converge et, par absurde, que Y v, con-
verge. On a lim v, = 0 donc nu, — +oco. On en déduit que u,v, ~ —
n——+oo n
donc /u,v, ~ —. Or Ju,v, < W donc c’est le terme général d’une série

convergente alors que »  — diverge. On a une contradiction donc ) v,, diverge.
n



. . . . 1
Si Y u, diverge, on ne peut rien dire. Pour w,, = 1, Y v,, converge, pour u,, = o

> uy, diverge.

—1)"
Correction 13 On pose u, = L On fait un DL, on obtient
/e + (_1)n
= = 1 = 1 1
= — — + o
no -+ (_1)n ne/2 1+ (—1)"/na‘ ne/2 In3a/2 n3e/2

Le premier terme du DL est le terme général d’une série convergente (série alternée).

—1)" 1
On pose v, = Uy, — (-1 On aalors ) u, et > v, de méme nature. Or v,, ~

ne/2 " n3a/2’
2
Ainsi, > u, converge si et seulement si 3a/2 > 1 soit o > 3
Correction 14 On écrit :
ontl 2\"
n+lo2—m __ .
o R S . 2 2
On reconnait, & un facteur prés, une suite géométrique de raison 3 avec 3 < 1. La
série converge et sa somme est :
1
18 X ——— = 54.
1-2/3

Correction 15 On écrit :
R 1 /3\"
s+l E 5 ’
La série est donc convergente car c’est un multiple d’une série géométrique de raison

3
3 Sa somme vaut :
1 1 1

15°1-3/5 6

Correction 16 Son terme général est de signe constant négatif et il est équivalent

1 . . .
a ——;, elle est donc convergente par comparaison a une série de Riemann.
n

1 n?—1 n—1 n
ln<1—m)—ln< 3 )—ln( - >—1n<n+1).

On reconnait une somme télescopique. Comme on a :

lim In (n— 1> =0,
n—-+o0o n

On écrit :

. . . 1
la somme de la série est égale & son premier terme, c’est-a-dire In (§> =—In2.

Correction 17 On multiplie le terme général par k? afin de savoir si c’est un

0(%). On a:

k3 1 k k

G+ k—2)k—1k+1

(kfnlzo(%)’

donc la série converge. Pour faire apparaitre une somme télescopique, on écrit :

ce qui tend vers 0. On a donc :

ko k+1-1 1 1
k+1)! (k+1)! & (k+1)

1 1
Comme lim — =0, la somme de la série est alors égale & — = 1.
n—+oo k! 0!
1\ A1
Correction 18 On peut réécrire cette série y k. (g) . On reconnait alors la
k>1

série dérivée. On peut donc affirmer qu’elle converge d’aprés le cours puisque

1

- <1
3 ‘

De plus, on sait que sa somme est

+

8

n+1 1 9
n 2 — 1
k=0 3 (1_%) 4
Correction 19 On pose ! ! La série est alors de la forme )
n p = ———=— —. ri T rm ag —
P vVn—1 +/n F

ar+1. Elle converge donc si et seulement si la suite (aj) converge ce qui est le cas
(vers 0) et on a :

1
lim a,=1-—
—

> (ak — axs1) = az — m 7

k>2

n

Correction 20 Soit n € N, pour tout k € [I,n], 1 = (k+1—k)? = (k+1)% —



2k(k + 1) + k2 donc

3

- 1 "1 - 1 1
- — — -2 +
Yo =02 ;
— k2(k+1) — k = k(k+1) — (k+1)
" "1 1 g
T2 Pl \n k1) TAw
k= k:l + k=2

—_

=1

Z 1
QZk_Q n+1) 1_2(1_n+1)
2

2
Onadonc lim S, =2— _—3="__3
n—-+4oo 6 3

Correction 21 On commence par remarquer que Vn € N,vn+1 — /n

1
——— €]0, 1] donc
vVn+1l++n 10.1]
[Vn+1] = [vn] €{0,1}.
On aura [v/n+ 1] — [v/n] =15l ex1ste un entier m tel que v/n < m < y/n+1. En

élevant au carré, on obtient 0 < m? —n < 1 donc m? =n + 1.
Autrement dit, le terme général de la série est nul sauf lorsque n + 1 est un carré.
On en déduit que pour tout n € N,

n

WE+1] - |VE| 1 1
Z k B Z j2—-1 Z j2—1

k=1 1<j2—1<n

Pour N € N, on a:

al al 1 1 1
D R R I M e )

Jj= 2/ Jj=
[vVn+1] 1 3
puis, aprés un changement d’indice dans les deux sommes, lim Z - =
n—+o00 o 7 — 1 4
Correction 22 1. Pour n # 0, LT — Ainsi, pour N € N*,
n! (n—1)!

ZN: -

n=0

n—l

N

n=

N— nl
n=0

N-1 "
=y
n'

n=0

La série est donc convergente pour tout x € R, par convergence de la série
exponentielle et sa somme vaut ze®.

n(n —1)z" z"
. On procéde de méme, pour n > 2, on a ( ' ) = 0 %) donc pour tout
n. n — :
N >2, ona
i n(n —1z" i ™
] B —9)!
n=0 n n=2 (TL 2)
N-2 xn+2
- n!
"o
o 2"
=X —_—
o n!

La série est donc convergente pour tout x € R, par convergence de la série
exponentielle et sa somme vaut z2e

. Soit P =aX?+bX + ¢, alors P =aX(X — 1)+ (b+ a)X + ¢ donc la série de

terme général P(n)x—' est convergente et sa somme vaut (az?+ (b+a)x + c)e®
n!

. Dans le cas général d’un polynéme P € R, [X], il faut déterminer ses coordon-

nées dans la base (1, X, X(X —1),..., X(X - 1)...

(X —n+1)) de R,[X]. Si
,An), on a alors que la série de terme général P(n)% est

on les note (A, ...

n
convergente et a pour somme ( E /\kxk> er.
k=0



