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Devoir d’entrainement 9.

Exercice 1 (sujet 1). On donne 'équivalent de Stirling:

n"y/2mn

en

n! ~

Dans tout ce probléme, x désigne un nombre réel. On pose a, = ("nﬁ pour tout n € N.

1. Rappeler sans démonstration une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série
1
de terme général — avec a € R.
n
2. On suppose |z| > 1/e. Vérifiez que la série ) a,, diverge grossiérement.
3. On suppose |z| < 1/e.

(a) Montrez que la série > a, converge absolument

(b) Qu’en déduisez-vous ?
4. On suppose que z = 1/e. Quelle est la nature de la série > a,, 7
5. On suppose que = —1/e. On pose b, = (—1)"a,, pour tout entier n > 0.
(a
(b

) Vérifiez que la suite (b,,), est positive et converge vers 0.
)
(¢) Montrer que pour tout n € N, b,./b, = % (1 + %)n
)
)

Montrer que pour tout x €] — 1, 00[, In(1 + z) < z.

(d
(e

En déduire que (b,), est décroissante

On pose S, =Y 1_,(—1)*b.
Montrez que les suites (S,), et (S,41), sont adjacentes.

(f) Déduisez-en que la série > a, converge.

(g) On pose, pour tout n € N, v, = In(1 + a,). Quelle est la nature de la série > v,,?

nx)"

6. Pour tout x € R, on pose a,(z) = et lorsque cela a un sens, on pose S(x) = Z an(x).
n=1

n!

(a) Sur quel intervalle maximal J la fonction S est-elle définie ?
On pose I = JNRT.
(b) Vérifiez que S est croissante sur /.
(c) Montrez que S tend vers +o0o en 1/e.
(Indication: on montrera que S n’est majorée par aucun réel M > 0.)
Exercice 2 (sujet 2). Soit (a,)nen+ une suite de nombres réels. On dit que la suite (a,) vérifie la
propriété (P) si
- ax > 17

- la suite (a,) est bornée,



- Vn e N* a, >0,
- la série > (a,) diverge.

On note alors

= 1 -~ (053
Vn e N, A, = ap et VYn =2, b, = Zk
; In(A,) ; Ay,

Dans tout I'exercice, on utilisera sans la démontrer la propriété suivante, notée (R) :

Soient (up) et (Un) deux suites réelles
4 termes strictement positifs.

n

(a) to0 ) alors Zuk ~ kaz-
(b) la série >_(u,) diverge 4

n

1
1. Pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 1, on pose H, = Z T
k=1
En utilisant les séries de terme général u, = + et v, = In(n 4 1) — In(n) et la propriété (R),
prouver que :
H, ~ In(n)
+oo

2. (a) De facon analogue, montrer que T,, = > 7', m I In(In(n))

(b) En déduire la nature de la série de terme général w,, = m (n > 2).

(c) Retrouver ce résultat sans utiliser la propriété (R).

3. Etude de deux exemples.

(a) On prend dans cette question : Vn € N*, a, = 1. Vérifier que la suite (a,) vérifie la
propriété (P) et déterminer la limite en +o0 de b,,.

(b) On prend dans cette question : Vn € N*, a, = ~. Vérifier que la suite (a,) vérifie la
propriété (P). En utilisant la propriété (R) et la série Y (wy,)n>2, déterminer la limite en
400 de b,.

4. On revient au cas général et on considére une suite (a,) qui satisfait a la propriété (P).

(a) Montrer que A, o~ A1

(b) Prouver que

an, ) A,
A 4o\ A,

(c) Déterminer alors la nature de la série > (a,/An)n>2-

(d) A l'aide de la propriété (R) et des questions précédentes, déterminer alors la limite de b,
en +oo.

5. Soit u, le terme général d'une série & termes strictement positifs divergente. Montrer qu’il
existe une suite (v,,) a termes positifs tels que v, = o(u,,) et > (v,) diverge.

Exercice 3 (sujet 1). Soit Q un polynome de degré au plus 2 et ¢ Papplication linéaire définie sur
Ry[X] par
p(P)=PQ - PQ



1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ro[X].
2. Soient u et v deux réels, on suppose dans cette question que Q = X% 4+ uX + v.

(a) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[X].
(b) Calculer le déterminant de ¢.

) Déterminer une base du noyau.

)

(c

(d) Déterminer une base de I'image.
3. On suppose ici que ) = X — 1.
Montrer que (—1, X%+ X — 1, X — 1) est une base de Ry[X].

Ecrire la matrice B de ¢ dans cette base.
Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique de Ry[X].

Donner la relation liant A et B. On explicitera les matrices de passages.

)
)
)
)
e) Calculer det .
) Déterminer le noyau de ¢.
) Déterminer l'image de .
) Les sous-espaces Imgp et ker ¢ sont-ils en somme directe?
)

Déterminer un supplémentaire de ker ¢.

Exercice 4 (sujet 1). Dans tout le probléme, F est un R-espace vectoriel de dimension 3.

Pour deux matrices A et B de M;3(R), on dit que la matrice A est semblable & la matrice B
lorsqu’il existe une matrice P de GL3(R) telle que : A = P~'BP. Soient B et B’ deux bases de F,
P la matrice de passage de B & B’ et v un endomorphisme de E. Si A = Matg(u) et B = Matg (u),
alors A = P~!BP et par suite la matrice A est semblable & la matrice B.

Partie I
Soient A, B, C trois matrices de M;5(R).

1. Montrer que si A est semblable & B alors B est semblable a A.
Désormais, on pourra alors dire que les matrices A et B sont semblables.

2. Montrer que si d’une part A et B sont semblables et que d’autre part B et C' le sont aussi alors
A et C sont semblables. (la relation ’étre semblable’ est transitive)

3. Montrer que si A et B sont semblables alors elles ont méme rang.

Partie 11
Soit u un endomorphisme de E et v = u? — u.

1. Soient p, ¢ deux entiers naturels et w 'application linéaire de ker u?*? vers E définie par w(z) =
ui(z).

(a) Montrer que Im(w) C ker u?.

(b) En déduire que dim ker u?*¢ < dim ker u? + dim ker u¥.
2. Dans cette question, on suppose que u> = 0 et rgu = 2.
(a) Etablir que dim ker u? = 2.

(b) Justifier qu’il existe un vecteur a de E tel que u*(a) # 0
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(c) Montrer que la famille (u?(a),u(a),a) est une base de E.

(d) Ecrire la matrice U de u et la matrice V de v dans cette base.
3. Dans cette question, on suppose que u? = 0 et rgu = 1.

(a) Montrer que 'on peut trouver un vecteur b de E tel que u(b) # 0.

(b) Justifier I'existence d’un vecteur ¢ de ker u tel que la famille (u(b), c) soit libre, puis montrer
que la famille (u(b), ¢, b) est une base de E.

(c) Ecrire alors la matrice U’ de u et la matrice V' de v dans cette base.

Partie 111
1 a f

Soit A= [0 1 ~ | € M3(R). On se propose de montrer que A est semblable a son inverse A~1.
0 0 1

On pose N=A— I3 = et M = N? — N.

o oo
o o Q
o2 ™

1. (a) Calculer N? et justifier que rgN < 2.
(b) Justifier que A est inversible et que A~ = I3 + M

2. Dans cette question, on suppose que rglN = 2.

(a) En exploitant 2, montrer que la matrice N est semblable & la matrice U =

oS O O
o O =
O = O

(b) En exploitant 2d, dire & quelle matrice " simple " la matrice M est semblable. En déduire
M?3 et rgM.

(c) Montrer que les matrices M et N sont semblables

d) Conclure que A et A~! sont semblables.
(d) q

3. Dans cette question, on suppose que rg/N < 1. Montrer que A et A~! sont encore semblables.

Exercice 5 (sujet 2). Partie I: généralités

Soit A = (a;;) € M,(R). On suppose rg(A) = 1.

1. Montrer qu’il existe (aq,...,ay),(b1,...,b,) des éléments de R™ tels que V(i,7) € [1,n], a;; =
biOéj.

2. Montrer que A? = Tr(A).A.

On rappelle que Tr(A) = Z Aok
k=1

3. On suppose que Tr(A) # 0. Soit f I'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

(a) Que vaut dimKer(f)?
(b) Soit w € Im(f), calculer f(w).
(c) Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R™.



(d) En déduire qu’il existe une base C de R" telle que

Tr(A) 0 ... 0
0 0 :
Matc(f> =
: .0
0 ... 0 0

(e) La matrice A est-elle semblable a une matrice diagonale?

Partie II: un cas particulier

Soit n > 2. On considére la matrice J,, de taille n a coefficients réels dont tous les coefficients sont
égaux a =:

11 1
n o n n
1 1 1
n o n n
Jn: . .
1 1 1
n n n

Le vecteur colonne de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1 est noté V.
4. Montrer 'égalité: J,V =V.
5. Calculer J2.

6. Soit D,, € M,(R) la matrice diagonale suivante:

10 ... 0

00 ... 0
D, =

00 ... 0

Montrer qu’il existe P, € GL,(R) tel que J, = P,D, P, .
7. Deux matrices semblables ont-elles méme déterminant? Justifier.
8. Déterminer {\ € R, J, + AI,, est non inversible }.

9. Montrer que pour tout vecteur colonne W de R", J,W € Vect(V).

Partie III: Application a la résolution d’une équation

Soit M € M, (R). Dans cette question, on considére I'équation (£) d’inconnue le réel z:
det(M + zJ,,) = 0. (E)
On note Sg l'ensemble des solutions de I’équation (E).
10. Lorsque M = 0, ou 0 désigne la matrice nulle, déterminer Sg.

11. Lorsque M = I,, ou I, désigne la matrice identité, montrer que Sg est réduit & un unique
élément. Préciser cet élément.

12. On suppose M inversible. Soit z € R.

(a) Montrer que tout vecteur W dans le noyau de M + x.J, est colinéaire au vecteur M~V
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(b) Soit W = M~'V. On notant ¢ la somme des coordonnées du vecteur W, démontrer
I’équivalence:
(M +2J,)W =0 (1+22) = 0.
n

(c) En déduire que Sk est au plus de cardinal 1.
(d) Pour quelles valeurs de o, 'ensemble Sg est-il vide?
13. On se propose de déterminer Sg lorsque M est non inversible.

(a) Montrer que Sg est non vide.

(b) S’il existe un réel b tel que M + bJ, est inversible, établir une bijection entre Sg et
I’ensemble des solutions de I’équation (F') d’inconnue x € R définie par:

det(M +bJ, +xJ,) =0.  (F)

(c¢) Conclure.



Correction du devoir d’entrainement n 9

Ezxercice 1 Dans tout ce probléme, x désigne un nombre réel.
On donne 1'équivalent de Stirling:

n"\/2mn

en

n! ~

On pose a,, = (nnﬁ pour tout n € N.

1. Vérifiez que la série > a,, diverge grossiérement pour |z| > 1/e.

n"zne” __ (ze)”

D’apres I'equivalent de Stirling, a, ~ 7= = 7.

n
[ze] = inf.

Si |z| > 1/e, |ze| > 1, et donc par croissances comparées, lim
n—+00 \/21mn

En particulier, (a,) n’est pas de limite nulle: la série diverge donc grossiérement. Si vous
minorer |a,| (et pas seulement a,, d’ailleurs) par le terme général d’une série divergente, vous
montrez que Y |a,| diverge donc ni que que > a, diverge, ni qu’elle diverge grossiérement.

2. (a) Montrez que la série Y a, converge absolument pour |z| < 1/e On reprend les calculs

Jze]”
. P ’ n
de la question précédente. |a,| ~ lze — L. op effet, 2 — |ze|"\/2mn3? — 0, par
V2mn n —

croissances comparées (en utilisant 'hypothése |ze| < 1).
Comme ) n—12 est une série de Riemann convergente, par comparaison de séries a termes
positifs, > |a,| converge, i.e. > a, converge absolument.

Donc Y a, converge.

(b) On en déduit que la série Y a,, converge car c’est une série absolument convergente.

3. On suppose que x = 1/e. Quelle est la nature de la série Y a, ?

. 1 1 1 N .. . N L, s s .
Six = o U~ B e est a une constante multiplicative prés le terme général d’une série
de Riemann divergente.

Donc par comparaison de séries a termes positifs, > a,, diverge.

N’oubliez pas de préciser que a,, (ou son équivalent) est positif!
4. On suppose que x = —1/e. On pose b, = (—1)"a, pour tout entier n > 0.

(a) Veérifiez que la suite (b,), est positive et converge vers 0.

Pour tout n € N, b, = (—1)"a, = (—1)"2H% — 2 done b, > 0.

n! enn!

La disjonction de cas pour montrer que b, est positif ¢’est poussif De plus, b, ~ \/ﬁ, qui
est de limite nulle, donc (b,,) également.



(b) Montrer que pour tout x €] — 1,00, In(1 +z) < x

In(1 + x)

X

L’égalité est vraie si x = 0. On suppose x # 0 et z > —1. Alors est un taux

d’accroissement.
: q In(1+x 1 . :
Si z > 0, il existe ¢ €]0, z] tel que ( ) = < 1. En multipliant par = qui est
x

1+c¢
In(1
positif, on obtient U'inégalité souhaitée. Si z < 0, il existe d €]z, 0[ tel que In(1 +2) —
x

T4 > 1. En multipliant par z qui est négatif, I'inégalité chance de sens et on obtient

I'inégalité souhaitée.

On peut aussi faire une étude de fonction, ou bien dire que la fonction exponentielle est
convexe donc au-dessus de ses tangentes et, par croissance de I’exponentielle, on obtient
I'inégalité souhaitée.

Je suis surprise du nb de personnes qui n’ont pas pris les points de cette question, en
écrivant n’importe quoi, en baclant le TAF ou en ne la traitant pas (pourquoi???)

(¢) Montrer que pour tout n € N, b,11/b, = 1 (1+ 1)". En déduire que (b,), est décroissante

Pour tout n € N, b”“ = —wn _ nng D/ (D) 1 (nH) (1 + ) )

an (n+1)l(n/e)m n"e n
Or (1+21)" = exp(nln(l + 1)) < exp(n.1/n) = e d’apreés la question précédente, en
utilisant la croissance de exp.

bn+1

On a donc < 1, et (b,) étant a termes positifs, elle est décroissante.

Le quotient 1nfer1eur a 1 implique la décroissance CAR elle est & termes positifs !!!!

(d) On pose S, = >, (—1)* by

Montrez que les suites (S,), et (S,41), sont adjacentes.

e Pour tout p € N*, Sop1y) — Sop = (=1) 2bgppn + (= 1) bopy1 = bopio — bypr1 <O
par décroissance de (by,).
Donc (Ss,) est décroissante.

e De méme, on montre que (Sy,+1) est croissante.

e Pour tout p € N*, Sy, 1 — Sy, = (—1)2T1by,. 1 qui est de limite nulle car (b,) Test.
Les suites sont donc bien adjacentes.
pourtant j’avais bien dit que c’était classique !

(e) Déduisez-en que la série ) a,, converge.

D’apres la question précédente, (Sap)pen €t (Szpi1)pen convergent vers une méme limite,
donc (S,,)nen converge également vers cette limite. Par ailleurs, on remarque que pour
n

tout n € N, S, = Z ay donc la série Y a, converge.
k=1
Trois choses a dire :
e les suites étant adjacentes, elles ont méme limite
e Comme on a les indices pairs et impairs, la suite S,, converge
e Remarquer que S, est la somme partielle de la série > a,.

Attention, I'existence de la limite de (.S,,) provient du fait que 'on a convergence vers la méme limit:
des suites extraites d’indices pairs et impairs



(f) On a vu que a,, — 0, on écrit donc
a2
In(l+a,) =a, — ?" +0(a?).

1
3 . N
donc > |a,|” converge par comparaison a
V2mn
. . ; i , 1 1
une série de Riemann et ) a? est donc une série convergente. Enfin, a7 ~ Y- et Y. py—=
™m ™m

est le terme général POSITIF d’une série divergente. On en déduit que ) v, diverge (bien
que son terme général soit équivalent a a,, terme général d’une série convergente).

On a vu que Y a, converge. On a |a,| ~

La plupart de ceux qui ont remarqué v,, ~ a,, m’ont ensuite dit que a,, était positif, ce qui
est trés faux, c’est b, qui l'est, a,, change de signe.

5. On pose S(z) =77 a,(z) ot a,(x) = 2] bour tout x € [0,1/e].

T
n.

(a) Sur quel intervalle maximal I C R* la fonction S est-elle définie ?

1
D’apreés les questions 1, 2 et 3, I'intervalle voulu est [——, - {
e e

(b) Vérifiez que S est croissante sur /.

Pour tout z,y € [0,1/e], si 2 < y, on a a,(x) < a,(y).

En sommant, on en déduit que pour tout N € N*, 25:1 an(x) < 27]1\[21 an(y).
En passant a la limite lorsque N — inf, on obtient S(z) < S(y).

S est donc croissante sur [0,1/e].

(¢) (%) Montrez que S tend vers +oo en 1/e. (Indication: on montrera que S n’est majorée
par aucun réel M > 0.)

D’aprés la question précédente et le théoréme de la limite monotone, il suffit de montrer
que S n’est pas majorée au voisinage de %

Soit M > 0. D’aprés la question 3, il existe N € N* tel que fo:l a,(1/e) = 2M.

Par continuité de z — 32 a,(x) en = = 1/e (il s’agit d’une somme finie de fonctions
puissances — donc continues), pour z assez proche de 1/e, |3V a,(z) = SN a,(1/e)| <
M.

On en déduit par inégalité triangulaire que, pour x assez proche de 1/e,
ZnN:1 an(x) = M. On a donc S(z) = Z;fil an(z) = 22;1 an(z) = M.
S est donc non-majorée au voisinage de 1/e, d’ou le résultat.

Exercice 2 1. Les suites u et v sont a termes strictement positifs et v, = In(1 +1/n) ~ 1/n =
un. Comme » (u,) diverge, on peut utiliser (R) pour obtenir (la somme se simplifiant par
télescopage)

H, ~ ka =1In(n+1)
k=1
Enfin, In(n 4+ 1) = In(n) + In(1 + 1/n) ~ In(n) permet de conclure que
H, ~1In(n)

Il est impératif de vérifier TOUTES les hypothéses de (R) (donc aussi les suites sont a termes
strictement positifs). Ne pas oublier de montrer In(n + 1) ~ Inn qui nécessite une preuve.
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2. On pose cette fois u,, =

nT() et v, = In(ln(n+ 1)) —In(In(n)) (définies pour n > 2). On a des
suites a termes strictement positifs. De plus, par télescopage,

ivk =In(ln(n+1)) — In(In(2)) —» +o0

ce qui montre que Y (vy) diverge. Enfin,

I In(n) +In(1 4 1/n) I In(1+1/n) N In(1+1/n) 1
on =1 ( In(n) ) : (1 * In(n) ) In(n) nln(n)

On peut donc encore utiliser (R) pour conclure que

:un

<% ln In(In(n + 1)) — In(In(2)) ~ In(ln(n + 1))

Bien sir, le fait que les séries soient définies a partir du rang 2 seulement ne change rien au
fait que 'on peut utiliser (R).

Comme In(In(n + 1)) = In(In(n) + In(1 + 1/n)) = In(In(n)) + In(1 + %) ~ In(In(n)) on
conclut que

3 k%(k) ~ In(in(n))

La encore, In(In(n + 1)) ~ In(In(n)) nécessite un calcul

. En particulier, la suite des sommes partielles de la série > (w,,) est de limite infinie et la série
diverge.

. De facon alternative, on peut considérer la fonction f : z — 7 f est décroissante sur

zIn(z
[2,4+00] et on peut donc utiliser une comparaison série-intégrale pour montrer que

Vn > 2

kln / I+ 1) — In(n(2) - o0

xIn(z)

On retouve que la suite des sommes partielles de la série > (wy,) est de limite infinie et donc la
série diverge.
La méthode pourrait d’ailleurs donner, en écrivant un encadrement, [’équivalent de 2.1.

. Les trois premiers points de (P) sont immédiats et le quatriéme aussi (on a une série géométrique
de raison 1 qui diverge). Ici, A, = n et

~ In(n)

La question 1 indique que
lim b,=1

n—-+o0o

. Les quatre points de la propriété (P) sont immédiats (la suite est a valeurs dans |0, 1] et la
série associée, de Riemann, est divergente). On a A, = Hy et donc

1 "1
Hn);ka
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10.

11.

Posons u,, = n}{ ; u et w (définies & partir du rang 2) sont strictement positives a partir du
rang 3. Ce sont des suites équivalentes (question 1) de séries divergente (question 2.2). La

propriété (R) indique que
—~ 1 —~ 1
2 kHy 2 ki n(k)
k=3 k=3

Ajouter les termes d’indices 1 et 2 ne change rien a I’équivalence car les sommes sont de limites
infinies (les constantes sont alors négligeables) et avec la question 2.1 on a

Zk—mwlnln( n))

Enfin, In(H,,) = In(In(n ))—HH( ")y ~ In(In(n)) (le second terme, de limite nulle, est négligeable
devant le premier, de limite 1nﬁn1e) On a finalement

lim b, =
n—-+o0o

Ona A, = A, 1+ a,. Par ailleurs A,, — +oo (suite croissante car (a,) est a termes positives,
et non convergente car y_(a,) diverge) et (a,) est bornée donc a, = o(A,). Ainsi, A, =
A,_1+0(4A,) et donc

Ay~ A

On a besoin de (a,)neny bornée ET A, — +o0
Attention, dire que (A,)nen est divergente ne suffit pas car une suite divergente n’est pas
nécessairement de limite infinie !!! elle peut aussi ne pas avoir de limite.

( 1) ~ Aé’_ll —1= g0 Enfin, A,,_; ~ A,, donne
( A, ) an,
In ~ —
A1) + A,
u, = In (AA:> est le terme général (n > 2) d’une suite strictement positive de série divergente

(D k—p ur = In(A,) —In(A;) = In(4,) — +oc). Comme u,, ~ 4= qui est aussi & termes > 0,
on peut utiliser (R) pour obtenir

Zm (A) Z

Ces suites sont de limite infinie et ainsi ) (ax/Ax) diverge.

L’équivalence obtenue ci-dessus s’écrit

n
Qg

k=2

Ajouter le terme pour £ = 1 ne change rien car les termes tendent vers +oo. Ainsi

On va essayer d’utiliser le résultat précédent pour construire (v,). Pour cela, il nous faut une
suite vérifiant (P) et je distingue donc deux cas.
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- Si (uy) est bornée, je pose a; = 1 et Vn > 1, a, = u,. On a alors (a,) qui vérifie (P)

>_(an/Ay) diverge (question 4.3) et 4 = o(ax) (le quotient vaut 1/4, et tend vers 0).

La suite de terme général v, = 4= convient donc.
n

- Sinon, je pose w, = min(u,, 1) ; on a w, > 0 et > (w,) diverge (car u,, est réguliérement

plus grand que 1 et il existe une extraite de w qui est constante égale a 1 ce qui donne la
divergence grossiére de la série). Le premier cas donne une suite v, = o(u,,) a termes > 0
et de série divergente. On a a fortiori v, = o(u,,) (puisque 0 < w,, < uy,).

Ezxercice 3 1. I’application ¢ étant linéaire d’aprés ’énoncé, il suffit de montrer que son do-
maine d’arrivée est bien Ry[X]. Soit P € Ry[X], alors P = aX? + bX + ¢ et par hypothése,
Q = aX?+ X + . Le terme en X? de ¢(P) est donc 2aa — 2aa = 0 done deg p(P) < 2 et
on a bien ¢(P) € Ry[X],VP € Ry[X].

2.

(a)

e (1) =—-2X 4+ u) = —u X
e p(X)=(X?+uX +v) - X(2X +u)=v— X?
o p(X?) =2X(X?+uX +v)— X?(2X +u) =uX?+20X.

—u v 0
donc A=1|-2 0 2w
0 -1 wu

Le déterminant de ¢ est le déterminant de la matrice de ¢ dans n’importe quelle base.
En utilisant la matrice A trouvée a la question précédente, on trouve det ¢ = 0.

x
En raisonnant avec la matrice, on trouve qu’un élément | y | appartient au noyau de A
z
si
x

—ux +vy =0 R U

=2 +2vz=0 <:>{ us &= z =z|wv

—y+uz=0 y . 1

d’ou ker p = Vect(u +vX + X?).
'erreur classique c¢’est d’oublier que ker ¢ est un ssev de Ry[X] et doit donc étre engendré
par des polynomes !

Attention & ne pas diviser par u ou v en résolvant le systéme car ils peuvent s’annuler.

D’apreés le théoréme du rang, rgep = 2, il suffit donc de prendre deux éléments non col-
inéaires de 'image: Img = Vect(u + 2X,v — X?).

Quelques uns ont fait une erreur plus subtile: au lieu de prendre les deux premiéres
colonnes, ils ont pris la premiére et la derniére et ont écrit Imy = Vect(—2X + u, uX? +
2vX). Probléme: si u = 0 les deux vecteurs sont colinéaires et ce n’est donc pas une base
du noyau

3. Attention !l dans cette question on change de polynéme ET ce n’est pas un car particulier du
précédent

(a)

A permutation prés, la famille est & degrés échelonnés donc elle est libre. Comme elle est
de cardinal 3 dans un espace de dimension 3, c’est une base de Ro[X].

montrez seulement que la famille est génératrice de Ry[X] et il faut encore 'argument de
son cardinal (et pas sa dimension car la dimension d’une famille, ¢a n’existe pas).
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e (X —1)=0.
1 2 0
donc B=1| 0 1 0
0 -3 0
() o ¢(1)=-1
° p(X)=-1
o p(X?) =X?2-2X
-1 -1 0
dot A= 0 0 =2
0 0 1

(d) On note C' la base canonique et C' = (=1, X?+ X —1,X —1). On a A = PocvBPcic ol
Poor est la matrice de passage de C' dans C’. On a

-1 -1 -1 -1 -1 0
PCC’ = 0 1 1 et PC’C: 0 0 1
0 1 0 0 1 -1

(e) D’apreés la question b, on a X — 1 € ker ¢ donc det ¢ = 0.

(f) On peut remarquer grace a la forme de la matrice B que le rang de ¢ est 2 ce qui
implique, par le théoréme du rang, que dimkery = 1 et comme X — 1 € ker¢p, on a
ker p = Vect(X —1).

On peut aussi poser un systéme comme dans la question 2 et on retrouve le méme résultat.

(g) Comme rgy = 2, il suffit de choisir deux éléments non colinéaires de I'image. On a par
exemple Imp = Vect(1, X% — 2X).

(h) Les deux espaces seront en somme directe si la famille (X — 1,1, X? —2X) est libre ce qui
est clair puisqu’elle est, a permutation preés, a degrés échelonnés.

(i) On a vu a la question précédente que Imyp et ker ¢ sont en somme directe donc dim ker o @
Imp = dimker ¢ + dimlme = 3 d’apres le théoréme du rang. On a donc ker ¢ & Imyp =
R5[X] ce qui montre qu'un supplémentaire de ker ¢ est Imep.

Exercice 4 Partie I

1. Si A est semblable & B, alors il existe P € GL3(R) telle que A = P7'BP. Posons Q = P! €
GL3(R), on a alors B = Q 'AQ donc Q est semblable a A.

Si vous écrivez B = PAP~!, il vous manque la derniére étape pour montrer que B est semblable
a A

2. Supposons qu'il existe P,Q € GL3(R) telles que A = P7'BP et B = Q7'CQ. On a alors
A=PlQ7ICQP = (QP)'C(QP) avec QP € GL3(R) donc A et C sont semblables.

Attention, on a vu dans le chapitre calcul matriciel que I'inverse de AB et B~'A~!, pas besoin
de le démontrer (ni de douter!
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On sait que la multiplication par une matrice inversible ne change pas le rang car cela revient a
composer par un automorphisme, on a donc rg(B) = rg(BP) = rg(P~'BP) = rg(A).

On peut aussi dire que A et B représente le méme endomorphisme dans des bases différentes et
donc rg(A) =rg(f) = rg(B). Partie 11

1. (a) Soit y € Im(w), alors il existe z € keru? tel que y = w(z) = wi(x). On a donc uP(y) =
uPTi(z) = Op.

(b)

On écrit le théoréme du rang pour w:
dim ker(u?*?) = dim ker w + dimImw

On sait que dimImw < dimkeru? d’aprés la question précédente. Par ailleurs, kerw =
ker t|yer ypra = ker uPtiNker ud, or ker u? C ker uP*? donc ker w = ker u?. On a donc dim ker uP™7 <
dim ker u? 4+ dim ker u?.

Attention Imw # Imu? et Kerw # Keru? I On a Im(w) = u?(Ker(uP™?)) C Im(u?) et
Ker(w) = ker u? N Ker(u?*9).

2. (a) On applique la question précédente & p = 1 = ¢, on a donc dimkeru? < 2dimker u. Or
rgu = 2 donc dimkeru = 1 d’ou dim ker u? < 2.

Appliquons maintenant la question précédente & p = 1 et ¢ = 2, on a donc dimker u?® <
dim ker u? +dim ker u or u® = 0 donc ker u® = F et dim ker u? = 3. On a ainsi dim ker u? >
2 d’ou I'égalité par double inégalité.

(b) D’aprés la question précédente, on sait que dim ker u? = 2 donc ker u? # E. 1l existe donc

a € E tel que u*(a) # 0. Montrons que la famille (u?(a),u(a), a) est libre. Soient A1, A, A3
trois réels tels que \ju?(a) + Aqu(a) + Aa = 0g (1).
On applique u, on obtient Au?(a) + Azu(a) (2) puisque u* = 0. En appliquant encore u,
on obtient A\zu?(a) = Og et comme u?(a) # Og, on a A3 = 0. En reportant dans I'égalité
(2), cela implique A\u®(a) = O donc Ay = 0 et enfin, I'égalité (3) donne A\; = 0. On
a montré que les trois coefficients sont nuls donc la famille est libre. Comme elle est de
cardinal 3 et que dimFE = 3, cette famille est une base de E.

010 0 -1 1
(c) OnaU=|0 0 1]etV=1]0 0 -1
0 00 0 0 0

3. (a) D’aprés le théoréme du rang appliqué a u, on sait que dimkeru = 2 donc keru # E et il
existe par conséquent b € F tel que u(b) # Op.

(b) On a vu que dimkeru = 2, on peut donc compléter la famille libre (u(b)) en une base
(u(b), c) de kerwu.

Montrons que la famille (u(b), c,b) est une famille libre. Soient Aju(b) + Aac + A\3b = Op.
Appliquons u & cette égalité, on obtient Azu(b) = Op puisque u(b) et ¢ appartiennent a
keru. Cela implique A3 = 0 puisque u(b) # O0g. On a ainsi A\ju(b) + Aec = Og et comme la
famille est libre, on a A\ = Ay = 0 donc A\ = Ay = A3 = 0 et la famille est libre. Comme
elle est de cardinal 3, c’est une base de F.
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0 0 1 00 —1
OnalU' =10 0 0]JetV' =10 0 0

0 0O 0 0
Partie II1

1. (a) On a N® = 0. La matrice de N étant triangulaire a coefficients diagonaux nuls, N n’est
pas inversible donc rgN < 3 soit rgN < 2. On peut aussi dire que Im(N) est engendré
par les colonnes de N et comme N a une colonne nulle, 'espace est engendré par deux
colonnes (qui peuvent étre nulles donc le rang peut ne pas étre égal a 2)

(b)
Il suffit de vérifier que A(I3 + M) = (I3 + N)(I3 + N? — N) = I3. Cela implique que A admet
un inverse a droite donc qu’elle est inversible et A= = I3 + M.

De maniére générale, un élément est inversible s’il admet un inverse a droite ET & gauche. Les
matrices étant un cas trés particulier oti un seul inverse suffit, montrez que vous le savez en
précisant votre raisonnement

2. (a) Fixons une base B de F, alors il existe u € L(FE) tel que N = Matg(u). Comme N3 =0
et rgN =2, on a u® = 0 et rgu = 2. On peut donc appliquer la question 2 de la partie 2,
on sait que pour un tel endomorphisme, il existe une base C de F telle que Matc(u) = U.
Les matrices U et N représentant le méme endomorphisme, elles sont semblables.

(b) On sait d’aprés la question précédente qu'il existe P € GL3(R) telle que N = PUP
d'ot M = N> - N =P 'U?P - P 'UP = P_l(U2 —U)P = P7'VP donc M et V sont
semblables.

On a M3 = P~'V3P = ( puisque V? = 0 et rgM = 1gV = 2.
(c)

D’aprés la question précédente, on sait que M3 = 0 et rgM = 2 donc on peut appliquer le
méme raisonnement qu’a la question 2a) pour montrer que M et U sont semblables. On a donc
M et N semblables & U donc ces deux matrices sont semblables.

3. e SirgN=0alors N=0et A= 1I3=A""! donc A est bien semblable & son inverse.

e SirgN = 1, alors, pour une base donnée B de E, il existe u € L(E) tel que Matg(u) = N.
On a alors ©® = 0 et rgu = 1 donc, d’aprés la question 3 de la partie I, on sait qu’il existe
une base C de E telle que Mate(u) = U’. Les matrices N et U’ sont donc semblables.
Comme a la question précédente, on montre ensuite que M est semblable & V' donc M3 = 0
et rgM = 1. Le méme raisonnement que pour N permet de montrer que M est semblable
a U’ donc a N.

Ezercice 5 Partie I: généralités

1. Choisissons un indice jo € [1,n] tel que la colonne j, est non nulle (ce qui est possible, puisque
A #0). On note cette colonne
b1

La matrice A est de rang 1, ses colonnes forment une famille de rang 1; autrement dit, pour

tout j € [1,n], la colonne A; est proportionnelle a la colonne A, ; autrement dit, il existe
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a; € R tel que A; = a;A,,. On obtient alors

ai b
Q; j = Q; bl
Qp, 5 bn

Dit autrement : pour tout i € [1,n], a;; = a;b,.

Ceci étant valable pour tout j € [1,n], on a montré Pexistence des deux n-uplets (o, ..., a,)
et (by,...,b,) € R tels que, pour tous i,j € [1,n], a;; = a;b;.

Certains m’ont dit que toutes les colonnes étaient combinaisons linéaires des autres, cela ne
b1

vous garantit pas l'existence d’une colonne | : | dont elles seraient toutes un multiple. En
bn

effet, si C1 = Cy + C5 et (Cy, C3) libre alors rg(A) =2, Cy = €1 — C5, C3 = C7 — Cy et on n’est

pas du tout dans le cas de la matrice A du pb

2. On revient a la définition du produit matriciel. Soit 7,7 € [1,n]. On a

n

n
(A )ij = Q; k.5 = biozk bk(l/j
k=1 k=1

n
= biOéj E bkak
k=1

n

= Q45 E b,
k=1
n

= Q45 E Ak k

k=1
= tr(A)a;
= (tr(A4) A)i,j

Ceci étant valable pour tous 7,j € [1,n], on en déduit I’égalité matricielle A? = tr(A) A.

3. (a) Lamatrice A étant de rang 1, par le théoréme du rang, on a dim(ker(f)) = n—rg(f) =n—1

(b) Comme w € Im(f), par définition, il existe u € R™ tel que w = f(u). On a alors, par la
question 2:
fw) = f2(u) = A%u = tr(A)Au = tr(A) f(u) = tr(A)w

On a donc f(w) = tr(A)w.
(c) o Soit z € ker(f) N Im(f). On a alors f(z) = 0, et de plus, il existe ' € R™ tel que
x = f(2’). D’ol, par la question 3b
0= f(z) = f(a') = tr(A)z,

ce qui implique, comme tr(A) # 0, que z = 0. Ainsi, ker(f) N Im(f) = {0}.
De plus, comme dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = n = dim(R"), on en déduit la somme
directe attendue: R™ = ker(f) & Im(f).
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Le prochain qui me dit " par le thm du rang, on a Im(f) + Ker(f) = R"" je le mords.
le thm du rang ne vous donne qu’une égalité sur les dimensions. SI on a une somme
directe, alors dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(Im(f) & Ker(f)) et la somme directe
est un ssev de R”, de méme dimension, donc égal a R". En aucun cas, on a ’égalité
Im(f) + Ker(f) = R™ simplement en appliquant le thm du rang.

(d) Soit C := (u,uq,...,u,_1) la base de R™ adaptée a la somme directe R™ = ker(f) ®Im(f).
On a f(u) = Tr(A)u d’aprés la question 3b. Dans cette base, on a

tr(OA) 0
Fle=| .| et = |
0 0

On en déduit que la matrice de f dans la base C est

tr(A) 0 0
0 0

-

0 0 0

(e) D’aprés la formule du changement de base, on a A = PMatc(f)P~! avec P la matrice de
passage de la base canonique a la base C. On en déduit que A est bien semblable & une
matrice diagonale.

Parie II: un cas particulier

(051 n

1
4. On a J,V = : avec pour tout i, o; = E — x1=1 donc on a bien J,V =V.
: n
a, k=1

5. On a Tr(J,) =1 et J, est de rang 1 donc, d’aprés la partie précédente, J> = J,,.

6. Notons f,, 'endomorphisme canoniquement associée a la matrice J,. Il s’agit d’appliquer la
question ?7 de la partie I : la matrice J, est de rang 1, puisque toutes ses colonnes sont
colinéaires; sa trace vaut

"1 1
tr(Jn):ZE:nx—zl
k=1

n

Donc il existe une base C de R" telle que

1 0 0
0 O
(fa)ece = =D,
g
0 0 O

Par la formule de changement de base, on a
In = (fn)can,can = P(;Can(fn)C,CPgan

En posant P, := P

o> On obtient 1'égalité matricielle souhaitée.

17



7. Soit A, B € M,(R), et supposons qu’il existe P € GL,(R) telle que A = PBP~'. On a alors,
par propriété du déterminant:

det(A) = det (PBP~") = det(P) det(B) det (P~") = det(P) det(B) det(P)~" = det(B)
On en déduit que les deux matrices semblables A et B ont bien méme déterminant.

8. Soit A € R. On a les équivalences suivantes, en utilisant la question précédente:

Jy, + A, non inversible < det(J,, + AI,,) =0
& det (P,D, P, — A,) =0
& det (Py(Dy — AL)PY) =0
& det(D, — M) =0

Or,
1-X 0 0
0 =X . o m1
det(D, — \I,,) = det = (1=X\)(=1)" 1\
. . 0
0 0 -\

Ainsi, on a les équivalences:

Jn + A, non inversible < (1 — ) (=) '\ 1 =0 A=00ul=1

L’ensemble cherché est donc {0;1}.

Trés peu ont vu que la question précédente était la pour vous aider et vous vous étes donc lancés
dans le calcul du déterminant. J’ai vu plusieurs fois I’erreur suivante: vous faites simultanément
des opérations et vous perdez ’équivalence. Par exemple, si vous faites C; <— C; — C;1 pour
tout i € [1,n— 1] ET C, < C, — C1, vous ne pouvez pas retrouver C1, ..., C, car vous n’avez
plus que les différences entre deux colonnes.

wq
9. Soit W = : € R" On a
wn
11 ... 1 w1 wy + -+ wp
1 11 ... 1 1 N
T = — , = - e
n : n n
1 L/ \w, wy + - wy,

On en déduit que J,W € Vect(V).

Partie II: Application a la résolution d’une équation

10. L’équation & s’écrit 2" det J, = 0. Sin > 2, det J, =0, donc S¢e =R. Sin=1,detJ, =1 et
Se = {0}.

11. Supposons maintenant M = I, 'équation E s’écrit

det(l, +xJ,) =0
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12.

Comme det(I,,) # 0, 0 n’est pas solution. Supposons donc = # 0; on a alors les équivalences:

1 1 1
x solution < z" det (—In + Jn) =0 < det (—In + Jn> =0« J,+ —1, non inversible
x x x
Or, par la question 8, I'’ensemble des valeurs A € R telles que J, + A, est non inversible est
{0;1}; on en déduit I’équivalence

1 1
zsolution & — =0 ou —=1lz=1
z x

On a ainsi montré que Sg = {1}.
(a) Soit U € ker (M + x.J,,). On a alors
0=(M+2J,)U=MU+2J,U, cad U= —xM 'J,W

Or, par la question 9, on sait que J,,U € Vect(V'), donc il existe a € R tel que J,,U = aV.
Ceci montre que

U=—axM™ 'V : donc U colinéaire a M 'V
(b) On utilise le calcul de la question 9; on a alors les équivalences:
(M +z2J )W =0 < MW +2J,W=0& MM 'V +zJ,W=0
SV4zlv=0
n
e (1+22)v =0
n
sl+22l=0 (car V #0)
n

Tout d’abord, on a I’équivalence

ker(M + z1,) # {0} & W € ker(M + z1,)

Montrons-le. Tout d’abord, la question 12a permet d’avoir 'implication directe. Sup-
posons en effet qu'il existe U € ker(M + zJ,), U # 0. Par la question 12a, on en déduit
que U est colinéaire a W: il existe A € R tel que U = AW, avec A\ # 0 car U # 0.

On a donc par définition de U:
(M + zJ,)(A\W) =0,
et comme A # 0, cela implique que
(M + xJ,)W =0, donc W € ker(M + xJ,,)

L’implication directe a été démontrée.

La réciproque est assurée par le fait que W # 0, ce qui est vrai car V' # 0 et M inversible
(donc de noyau réduit a {0}).

On a donc deux cas selon la valeur de o

e Si o # 0, alors la question précédente a montré que W (qui est non nul) est dans le

o
noyau de M + xJ, si et seulement si 1 +x— =0, cad x = ——.
n o

. n
Ceci montre que Sg = {——}.
o
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o
e Si 0 =0, alors, pour tout x € R, on a 1 + x— # 0, ce qui par la question précédente,
n
montre que (M + xJ,) W # 0, donc que W n’est pas dans le noyau de M + z.J,.
Ainsi, M + xJ, est inversible, ce qui implique que Sg = (.

13. (a) Comme, par hypothése, M est non inversible, on a det(M) = 0; autrement dit,

det(M +0x J,) =0 : donc 0 € Sg

(b) Soit x € R. On a les équivalences :

x solution de & < det(M +zJ,) =0
& det(M +bJ, + (x — b)J,) =0
& = — bsolution de F

— F

est une bijection entre les deux ensembles
— x—b

On en déduit que 'application
FE et F.

(c) Sous I'hypothése de la question précédente, d’aprés la question 12c¢), 'ensemble des so-
lutions de F est de cardinal au plus égal a 1, donc Sg est de cardinal au plus égal a 1.
Comme 0 € Sg, S¢ = {0}

Si, pour tout b € R, M + bJ,, n’est pas inversible, alors S¢ = R.
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