Lycée du Parc 842.

Matrices et déterminants

Dans tout ce chapitre:
e K désigne R ou C;

e [ et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies
respectives p € N, n € N.

La propriété suivante interviendra dans certaines démonstrations :
Une application linéaire est déterminée par "l’image d’une base”.

Formellement :

Proposition(x)

Soit B = (e1,...,ep,) une base de E. Soient uq, ..., u, des vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que :

f(ej) = u;.

Remarque: Concrétement, connaitre f revient & connaitre les p vecteurs

f(el)a' - 7f(€17)'

Preuve: Soit x € E ; notons x = aie1 + -+ apep (avec ay, .
écriture dans la base B.

Comme f est linéaire, on a :

vied{l,....p}

., 0p €K) son

f(z) = Z%‘f(%)

Comme pour tout j, on a f(e;) = u;, on obtient :

fla) = aju;.
j=1

Réciproguement, U'application f ainsi définie est bien linéaire et vérifie, pour
tout j, f(e;) = u;.

1 Représentation matricielle

1.1 Matrice d’un vecteur et d’une famille

Définition 1. Soit x € E et C = (uy,...,u,) une base de F, on sait qu’il existe
P

(a1,...,0p) € K tel que z = Zaiui. On appelle représentation matricielle

i=1

de z dans C le vecteur colonne

x

1\ U1
Mate(z) =

ay, ] vy,

Exemple 1. On pose B = (1,X,X?), C = (X2, X,1) et P = 2X? +3X — 1,
calculer Matg(P) et Matc(P). on a

-1 2
Matg(P)=| 3 | et Matc(P)=1] 3
2 -1

Définition 2. Soit F = (fi,..., fp) une famille de F' et C = (v1,...,v,)
une base de F, on sait qu'il existe a,; € K" tel que pour tout j € [1,p],

n

fi = Za,] v;. On appelle représentation matricielle de F dans C la matrice
i=1

de taille n x p:

f1 fj fp

ai1 aij Q1p \ V1
Matc (.F) =

Gn1 An j Qnp | Un

Ezemple 2. On pose B = (1,X,X?), C = (X%, X,1), calculer les matrices

possibles.

0 0 1 0
Matp(B) = Iy, Matc(C) = Is, Matp(C) = [0 1 0] et Mate(B) = |0

1 0 0 1
1.2 Matrice d’une application linéaire
Définition 3. Soient B = (u1,...,up) une base de E et 5’ = (v1,...,v,) une

base de F'.

Comme B’ est une base de F' :
V] € Hl,pﬂ, El!(al_j,...,a”_j) GK”, f(uj) = a1,V + -+ ap jUp.

La matrice A = (a;,j)1<i<n € My p(K) est appelée matrice de f relative-

1Sjsp
ment aux bases B et 5’. On la note matp 5/ (f).

O = O

S O =



f(u1) ......... f(Uj) ....... f(up)
ain Qayj a1p ’1{1
matg z (f) = a'l i afp UI
an1 Qn 5 (1”;1 ) ,l’;’ll,

C’est la matrice de la famille (f(u1),..., f(up)) dans la base B'.

Dans le cas ou E = F et B =5, on note plus simplement matg(f).

Remarque: Lorsque E = F, rien n’empéche néanmoins de choisir deux
bases B et B’ distinctes de E.

/N\

Exemples 3.

f € L(E,F) et Mat(f) € Mat,,(K) avec dim(FE) D
dim(F) n. Le nombre de lignes de la matrice est égale
la dimension de ’espace d’arrivée.

R? — R3
zy) = (rtyzr—y)
Déterminer la matrice de f relativement aux bases canoniques de E = R?

1. On considére Uapplication linéaire f : { (

et ' =R3. On calcule les images des éléments de la base B :
o fle2) =f((0,1))=(L,1,-1)=1fi +1.fo—1.f3
On a donc
fler)  fle2)
0 L\ /i
MatB,B/(f) = 1 1 fg
1 -1 )/

2. Soit f de Uexemple précédent, déterminer Matg ¢/ (f) avec € = (ez,e1) et
E" = (f1, f3, f2). On reprend les notations des bases canoniques de R? et

R3. On a
o flea) =f((0,1)) = (L1, -1)=Lfi-Lfs+1f
o fle) = F((LO) = (0,1,1) = 0.fy + LSy + Lo

On a donce

fle2) fler)
1 0\
Matg er = | —1 I E
1 L Jf

Soit fx : A € R z — Az un endomorphisme d’un ev E, écrire Matg(f))
ol B est une base quelconque de E. On note B = (e1,...,e,), pour tout
i€ [1,p], on a

f(el):/\ezz()el—l——i—)\el—}-—i—()ep

On a donc
f(es)
>\._ 0 P».l
Mats = /\ f’z
0 Byrs

En particulier, pour A =1, on obtient, en notant p = dim(E), que
Matg(idg) = I, pour toute base B de E.
Remarque: En revanche, si on prend deuz bases distinctes B et B’

de E, Matgp (idg) # 1I,. Prenons, par ezemple E = R? B =
((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) et B la base canonique de R3. On a alors

1 1 1
Matg’g/(idE) = 1 1 0
100
A La matrice d’une application linéaire se construit en colonne !!

4. Soient E = Ry[X] et F' = R%. Eecrire la matrice de Uapplication linéaire

2

relativement aux bases canoniques de E et F. La base canonique de E
est B=(1,X,X?), celle de R* est B’ = (e1,e3). On a :

EFE —» F
P — (P(0),P(0)

e f(1)=(1,0) = le; + Oey



e f(X)=1(0,1) =0e; + leo
° f<X2>:<O,O):0€] +062

On a donc )
f) f(X) f(XF)
o 1 0 0 €1
MatB,B’(f) - < 0 1 0 > e
. Soit E =R3[X]. On cherche la matrice de ’endomorphisme
f EFE — FE
"l P(X) —» PX)+P(X+1)

relativement a la base canonique de E.  On note B = (1, X, X%, X?) la

base canonique de E. On a :

e f(1)=1+1=2=21+0X+0.X%+0.X>.

e f(X)=X+X+1=2X+1=11+2X+0X?*+0X?

e f(X?)=X?+(X+1)2=2X?+2X+1=1142.X+2.X240.X5.
e f(X3)=X3+(X+1)32=2X3+3X?+3X+1

=11+3.X+3X%2+2X3

On en déduit que

F)FX) FX2) F(XP)

2 1 1 1 1
Mats(D= | 0 o o o |

0 0 0 2 X3

. Supposons maintenant que je vous donne la matrice

1 3 0
A=|-1 4 1
2 1 5

en vous disant qu’elle est égale & Matg 5 (f) ow f est un endomorphisme
de Ro[X], B= (1, X, X?) et B = (1,1 + X, 1+ X + X?). Que vaut f(1)?
f(X)?  On sait que la premiére colonne de la matrice nous donne les
coordonnées de f(1) dans la base B'. On a donc

f)=11-1.0+X)+2.1+ X +X?)=2X? 4+ X +2.
De méme, en lisant sur la deuxiéme colonne, on a

fX)=314+401+X)+1.1+X + X% =X?+5X+8.

7. On considére, a nouveau, la matrice A On suppose A = Matg 5/ (g) 0w

g € L(R3 Ro[X]) et B,B" sont les bases canoniques de R* et Ro[X]. Que
vaut g(0,0,1)?

On lit sur la troisiéme colonne :

£(0,0,1) =014+ 1.X +5X% =5X% + X.

Proposition 1.
Soient B = (eq, ...
de F.

,ep) une base de E et B = (v1,...,v,) une base

. E F) — (K .
L’application matg s/ :{ L } o ga'ép( ()f) est un isomor-
B,B
phisme.
Preuve:

Soit (f,g) € L(E,F)?*,a € K. On pose matg 5 (f) = (ai;) et matg 5 (g9) =

(big).

e Montrons la linéarité :

Vi€ [Lp], (af+g)(e))

af(e;) + g(e;)

Oé((Llj’Ul + -4 a,njvn) + (bljvl —+ -4 bnjvn,)
= (aayj 4+ bij)vr + - 4 (Qanj + bpj)vn

done:

matg g (af +g) = (aaij + bij)i,j = a matp g (f) + matp 5 (g).

o Soit maintenant A = (a;j)i1<i<n € My p(K). On pose, pour tout j € [1,p],
1<j<p

n
u; = E QA5V;.
i=1

D’apres la proposition (%), il existe une unique application linéaire f €
L(E,F) vérifiant :

Vie{l,...,p}, fl(e;) =u,.
On a alors .
VJ€{177P}7 f(ej)zzaijviv
i=1
donc Matpp (f) = A. On a montré que tout élément A de l'espace

d’arrivée admet un unique antécédent f € L(E,F) donc Uapplication est
bijective.



Concrétement, cela signifie qu’on peut définir la matrice d’une application
linéaire dans une base de départ et d’arrivée fixée mais également que toute
matrice peut étre vue comme la matrice d’une certaine application dans des
bases fixées.

Définition 4. Soit A € M, (K), on appelle endomorphisme canoniquement
associé & A I’endomorphisme de K" dont A est la matrice dans la base canonique
de K".

Ezemples 4.
1 3 -2
1. Soit A= 2 1 1 | etfeL(R?) tel que Matg(f) = A, ou B désigne
-1 2 1

la base canonique de R3, déterminer f(x,y,2) pour (z,y,2) € R®. En

lisant sur la matrice, on
e f(1,0,0) =(1,2,-1)
e £(0,1,0) =(3,1,2) et
e £(0,0,1) =(-2,1,1)

Soit maintenant X = (x,y,z) € R3, alors X = 2(1,0,0) + y(0,1,0) +
2(0,0,1) d’ou, par linéarité de f:

f(z,y,2) rf(1,0,0) +yf(0,1,0) + 2 £(0,0, 1)
2(1,2,—1) + y(3,1,2) + 2(—2,1,1)
(x+3y—2z,2c+y+ 2, —x+ 2y + 2).

On considére toujours la méme matrice. Soit h € L(R3) tel que
Matg ' (h) = A, ot B désigne la base canonique de R® et B' désigne
la base ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Déterminer h(z,y, z).

En lisant la matrice, on obtient les coordonnées dans B' des vecteurs de la U

3. On considére toujours la matrice A. Soit g € L(R3 Ry[X]) tel que
Matg 5 (9) = A, ou B et B’ désignent les bases canoniques de R? et Ro[X].
Déterminer g(x,y,z). En lisant les colonnes de A, on obtient :

e g(1,0,0) =1+2X — X?
e g(0,1,0) =3+ X +2X? et
e g(0,0,1) = -2+ X + X2

Soit maintenant X = (x,y,2) € R3, alors X = 2(1,0,0) + »(0,1,0) +
2(0,0,1) d’ou, par linéarité de h:

zg(1,0,0) +yg(0,1,0) + 2(0,0,1)
(142X — X? (B+X +2X?) +2(—2+ X + X?)
(—z+2y+2)X?+ 2e+y+2) X + (z+ 3y — 22)

g(x,y,2)

Y
+

Remarque. Dans la démonstration ci-dessus, nous avons di justifier la bijec-
tivité de matp g car, bien qu’il s’agisse d’une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies, nous ne connaissions pas encore la di-
mension de L(E, F). On en déduit:

Corollaire 2. L’espace vectoriel L(E,F') est de dimension
finie, égale a dimE x dimF.

Preuve: On a en effet trouvé un isomorphisme entre cet espace vectoriel et
M, »(K) qui est de dimension np.

(Pour ceux qui auraient oublié, on peut écrire, de maniére unique, un élément
de M,, ,(K), comme combinaison linéaire de matrices E;; ( des zéros partout
ag;%ufa%fgi&ﬂé)osztwn (,7)), les coefficients de la combinaison linéaire sont alors

On a donc

o h(1,0,0)=1x (1,1,1)+2x (1,1,0) — 1 x (1,0,0) = (2,3,1)
o h(0,1,0)=3x (1,1,1) +1 x (1,1,0) + 2 x (1,0,0) = (6,4,3) et
o h(0,0,1) = —2x (1,1,1) + 1 x (1,1,0) + 1 x (1,0,0) = (0, -1, —2)

Soit maintenant X = (x,y,2) € R3, alors X = 2(1,0,0) + »(0,1,0) +
2(0,0,1) d’ou, par linéarité de h:

= zh(1,0,0) + yh(0,1,0) + zh(0,0,1)
- IL’(Q’ 33 1) + y(67 43 3) + Z(Oa 717 72)

h(z,y, z)

=2z +6y,3x+4y — z,z + 3y — 2).

tescoeffictenits de la matrice donc unique, ce qui montre que les (Ei;)1<i<p
1<j<n
forme une base de M,, ,(K), de cardinal np).

1.3 Ecritures matricielles de z et de f(x).

Soient B = (

(avec aq,

(avec B1,..., 5B, € K)

xT

ﬁl/Ul +-+ /371,/Un



On pose :

aq

Matg(z) =X = | ¢ | € My 1(K) et Matp (y) =Y

Qp

Si on pose par ailleurs A = matg 5/ (f). Alors :

ly=fz) < Y =AX |

c’est-a-dire

‘matB/ (f(x)) = matp s (f)mats(z) ‘

En effet :
o Calculons le produit AX :

aq

ligne i | Qgp =« vvvveees (lip

e Par ailleurs :

|
-M“

<
Il
N

Il
-M"‘S

i=1

n
E QiU
j=1i=1

J

~
I
—

Il
M=M=

s
Il
_

<.
Il
—

3
Mﬁ”

p
E (671257 (o
Jj=1

coordonnées de f(z) dans 13’

.
Il
_

a; f(uj) par linéarité de f

n
o (Z aijvi> par définition de la matrice

aja;jv; en permutant les deus signes somme

On retrouve que, pour tout i € [1,n], la iiéme coordonnée de f(x) dans la
base B est

P
E QA5 =11 + ...+ QpQip-
Jj=1

On retrouve bien l’expression trouvée sur la iiéme ligne du vecteur Y, on a
donc bien AX =Y.
Reprenons certains des exemples du paragraphe précédent :

e En utilisant la matrice A de 'application linéaire
Iy { R? — R3
@y = rtyr-y)

relativement aux bases canoniques (eq, e2) et (f1, f2, f3) retrouver f(1, —2).
l’égalité
f(el - 262) = f(la _2) = (_2a _17 3)

) ) . 1
s’écrit de maniére matricielle, en posant X = ( ),

-2
1 1 -2
AX=1|1 1 <_2> =1-1
1 1 3
Si  on a wuniquement la matrice, on peut donc calculer

limage  d’un  élément en  faisant un  produit  matriciel.

I'image mais les coordonnées de 'image !!

i Le vecteur que l'on obtient en faisant le produit matriciel n’est pas

e Reprenons 'application précédente. La matrice de f relativement aux
bases £ = (ez,e1) et &' = (f1, f3, f2) de R? et R? est

fle2) f(er)

1 0 \h
A =Matg o (f) = -1 1 I3
1 L)

Déterminer f(1,—2)

Imaginons que vous ayez uniquement la matrice et on cherche a cal-
culer limage du vecteur x = (1,—2). Tout d’abord, il faut commencer
par décomposer ce vecteur dans la base de l’espace de départ, donc dans
E =(ea,e1). On a x = —2es + €1 donc

<=(¥)



On fait maintenant le produit matriciel avec A:

L0\ /, ~2
AX=|(-1 1 <1>: 3
11 -1

On sait donc que les coordonnées de f(z) dans & sont (-2,
autrement dit, on a :

3, -1),

f(@)=—=2f1+3f; — fo=(—2,-1,3).

A

de f.

1 0
e Imaginons que la matrice [ —1 1] soit désormais la matrice de
1 1

lapplication g € L(R?,Ry[X]), les deux espaces étant munis de leurs bases
canoniques. Que vaut g(1,1)? Comme R? est muni de la base canonique,

1 , on doit donc faire le produit matriciel

1 0 1

-1 1 (1) =10

1 1 2
On a les coordonnées de g(1,1) dans la base canonique de l’espace de dé-
part, c¢’est-a-dire dans (1, X, X?). On peut donc affirmer que

les coordonnées de (1,1) sont

g(1,1) =1.14+0.X +2.X? =2X%+1

e Encore un exemple pour étre str : On considére toujours la matrice A =

1 0
—1 1. Cette fois-ci, A = Matg g (g9) avec g € L(R1[X], Re[X]) avec
1 1

B=(X,X+1)et B = (X2 X —1,1), déterminer g(2X — 1).

1l faut tout d’abord déterminer les coordonnées de 2X — 1 dans la base de
lespace de départ de A, c’est-a-dire B. On écrit

2X —1=3X — (X +1),

Pour éviter d’écrire des bétises, regarder les espaces de départ et d’arrivé

ses coordonnées sont donc <31) On peut maintenant faire le produit ma-

triciel :
1 0 3
) e)- (5
1 1 2

Les coordonnées de g(2X — 1) dans la base B’ sont (3,—4,2) donc on a :

g2X —1)=3x X2 4+4x (X —1)—2x1=3X2—-2X —6.

En utilisant sa matrice dans la base canonique, calculons l’image par
l’endomorphisme

f'{ R3[X] — Rs[X]
"1 PX) —» PX)+P(X+1)

du vecteur 2X3 — 4X? + 5.
On a déja déterminé la matrice de f dans la base canonique dans les
exemples du début du cours. On a trouvé :

2 1 1 1
02 2 3
MatB(f) - 00 2 3
0 0 0 2
On cherche maintenant les coordonnées de 2X° — 4X2 + 5 dans la base
5
canonique : 84 . On fait ensuite le produit matriciel :
2
2 1 1 1 5 8
0 2 2 3 0] |-2
0 0 2 3 -4 | -2
0 0 0 2 2 4

On en déduit que
f(2X3 —4X? 4 5) =4X3 —2X? —2X +8.

(attention a ordre !!!)

Vous pouvez, pour vous convaincre que c’est juste et surtout vous conva-
incre de l'utilité de la matrice, calculer directement f(2X3 — 4X? +5) =
2X3 —4X?+5+4+2(X +1)3—4(X +1)%2+5. Vous retombez, sauf erreur de
calcul, sur le résultat ci-dessus mais c’est beaucoup plus long qu’un simple
produit matriciel.



1.4 Matrice de go f

Soit GG un espace vectoriel de dimension finie m € N.

r

Proposition 3.

Soient B, 5, des bases de F, F' et GG respectivement.

Soient f € L(E,F) et g€ L(F,&). On a:
matg, 5 (g o f) = mats 5 (g) X matg s (f)
EMmp(R) EMpmn (R) EMunp(R)

Remarques:

e On se souvient que pour le produit matriciel, on doit avoir compatibilité
des tailles des matrices : M,,,, fois M, donne un élément de M,,,,.

e La formule Mat(go f) = Mat(g)Mat(f) est facile a retenir, elle I’est moins
quand on rajoute les bases Matg g (g o f) = Matg g (9)Matp g (f).
Pour ne pas faire d’erreur sur les bases ou leur ordre (base de ’espace de
départ, base de I’espace d’arrivée), faites le schéma suivant :

f g
F— F —

N

gof
ou, en rajoutant les bases :

f g
E muni de B > F muni de B’ ’

gof
Preuve:
Notons les vecteurs des bases :
B:(ula"'7up)7 B/:(U'l-,---avn)a

Notons A = matg g (f) = (a;;) et B=matp 5 (g) = (bns)-
On pose aussi C = BA = (¢p;) ; par définition du produit de deux matrices :

Vh e Illam]]a V] € [[LP]L Chj = thzam
i=1

Rappelons les notations et couleurs:

ev. | B | F
dimension | p | n
vecteurs de base | u; | v;

On veut montrer que BA = Matp p»(go f), on va donc déterminer le coef-
ficient d’indice (h,j) de Matgp-(go f) et montrer qu’il vaut cyj. Pour cela,
on doit écrire chaque vecteur (go f)(u;) en fonction des vecteurs

viellLpl, (g0 f)(u)=9(f(u;)) =g (Z agj v)

n
= Z a;jg(v;) par linéarité de g
i=1

A4 <thi >
i=1 h=1

|
NE

En permutant ces deur sommes :

h=1

(9o Nlu;) =Y

(Z aijbhi> <Z bhiaij>
h=1 \i=1 i=1

coefficient d’indice (h,j) de
Matg,p» (gof)

On reconnait lezpression de cp;, coefficient d’indice (h,j) de BA. La matrice
de g o f relativement auz bases B et est donc bien égale a BA.

Remarque. Si f =g et B= B = B”, on a Matg(f?) = (Matp(f))*. Par
une récurrence immédiate, on a ¥n € N, Matg(f") = (Matg(f))" (notez que
pour n =0, on a f° =idg et Matg(f)° = I, donc la formule reste vraie).



1.5 Inversibilité et inverse d’une application et de sa matrice

Théoréme 4. Soit un endomorphisme f € L(E,F) avec
dim(E) = dim(F). Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est bijective ;

2. il existe une base de E et une base de F' dans laquelle la
matrice de [ est inversible ;

3. la matrice de f dans n’importe quelle base de E et de F
est inversible.

Dans ce cas, si A est la matrice de f relativement a une base B
de E et une base C de F, alors la matrice de f~' relativement
a ces méme base est A=' . Autrement dit :Matc g(f7') =

Matgc(f)~!.

Preuve: Nous allons montrer 1) = 3) = 2) = 1).

e 1) = 3) : On suppose [ bijective. Soit B une base quelconque de E et
C une base quelconque de F. Notons A = matpc(f) et B =mateg(f™1).
D’apres la proposition précédente:

A x B=matc(fo f1) =mate(idg) = I,
B x A=matg(f~!o f)=matg(idg) = I,

et la matrice A est donc inversible, d’inverse B.

e 3) = 2) :Si c’est vrai pour toute base, il en existe une pour laquelle
c¢’est vrai.

e 2) —> 1) : Supposons qu’il existe une base B de E et une base C de F
dans laquelle la matrice A = matpc(f) de f est inversible.
Notons g € L(F, E) Uapplication de F dans E dont A=! est la matrice dans
la base C et B (I’existence et l'unicité de g sont assurées par la bijectivité
de Uapplication mate g ).
D’apres la proposition précédente :

matg(g o f) = matcﬁ(g) X mat57c(f) =A'x A= Ip.

Et done, en notant (u1,...,up) les vecteurs de la base B, la matrice de
go f dans cette base étant 'identité, on a:

vie [Lp], (gof)(w)=u

Les applications linéaires g o f et idg coincident (d’aprés la proposition
(%)) sur une base de E donc sont égales: go f =idg.

On en déduit que f est injective, entre deux espaces de méme dimension
donc bijective.

Dans cette démonstration,(On aurait aussi pu n'utiliser que existence d’un
inverse a droite pour A.) nous avons supposé pour le point "2) = 1) " que A
est inversible mais n’avons en fait utilisé que ’existence d’un inverse a gauche
pour A. La conclusion de ce point (f est bijective) et la réciproque (maintenant
connue) "1) = 8) " donnent :

Corollaire 5. Une matrice A € M, (K) est inversible si et
seulement si elle admet un inverse a gauche ou a droite.

Preuve: Si A est inversible, elle admet un inverse a gauche et a droite. Sup-
posons maintenant qu’elle admette un inverse & gauche (méme démo pour a
droite), alors il existe B tel que BA = I,,. Soit f I’endomorphisme de R™ (par
exemple) représenté par A dans la base canonique et g celui représenté par B,
alors BA = I, implique go f = idgn donc f admet un inverse 4 gauche. Mais
comme f est un endomorphisme d’un ev de dimension finie, il est bijectif. On
en déduit que A est inversible.

Ezxemple 5. Montrer que f : { I%([))g : I][E?&%]+P(X+ 1) est un auto-
morphisme de R3[X] a laide de sa matrice. Nous avons vu que la matrice de
l’endomorphisme
5o BelX] = Rs[X]
"1 P(X) » PX)+P(X+1)

relativement a la base canonique B de R3[X] est :

2 1 1 1
0 2 2 3
A =matp(f) = 00 2 3
0 0 0 2

Cette matrice étant triangulaire @ coefficients diagonaux tous non nuls, elle est
inversible.

Ceci prouwve que [ est un automorphisme de R3[X]. Remarque: On savait
déja que f était un automorphisme ! En effet, en calculant les images de la
base canonique de R3[X], on avait trouwvé une famille de polynomes non nuls
de degré distincts donc une famille libre de R3[X]. Or, on sait que I’image de
f est engendrée par les images d’une base de l’espace de départ, ainsi, on a
trouvé une base de Im(f), composée de 4 vecteurs donc Im(f) = R3[X] donc f
est surjective et, comme c’est un endomorphisme d’un ev de dimension finie,
f est un automorphisme!



2 Noyau, image et rang d’une matrice

2.1 Noyau

Définition 5. Soit A € M,,(K), on appelle noyau de A, noté Ker(A)
I’ensemble :

Ker(A) = {X € M, (K), AX = (0)}.

Proposition 7.
Soit f € L(E,F), B,B' des bases de E et F. On pose A =
Matp g (f), alors

Im(A) = {Matp (y),y € Im(f)}.

Autrement dit, Im(A) donne les coordonnées des éléments de I'image
dans la base B.

Proposition 6.
Soit f € L(E,F), B,B des bases de E et F. On pose A =
Matg g (f), alors

Ker(A) = {Matp(z),z € ker(f)}.

Autrement dit, Ker(A) donne les coordonnées des éléments du noyau
dans la base B.

Ezemples 6.
1. Soit E=Ry[X], B=(1,1+X,1+ X + X?), B = (X2,1,X). On suppose
1 -1 0 1
A= 1 —=1 2|, déterminer Ker(f). On a Ker(A) = Vect| |1

-1 1 1 0
Si A= Matgp(f), alors ker(f) = Vect(2 + X).
JQQP(] — IRQP(]

P — (X+1)P/(X)—-2P "’
latde de sa matrice on construit sa matrice dans la base canonique, on

2. Soit f :

déterminer son noyau @

trouve
-2 1 0
A= 0o -1 2/,
0 0 O

On trouve Ker(A) =
Vect(1 + 2X + X?).

Vect((1 =2 1)), on en déduit que Ker(f) =

2.2 Image et rang d’une matrice

Définition 6. Soit A € M,,,(K) une matrice. On appelle image de A, noté
Im(A) le sous-espace de M,;(K) engendré par les colonnes de A.

Ezemple: Soit E =Rq[X], B=(1,14+X,1+ X + X?),

2) B
1 -1 0 1
suppose A= 1 —1 2|.Onalm(A)= Vect 1
-1 1 1
Si A= Matgp/(f),alors Im(f) = Vect(X? +1— X,2+ X).
Définition 7. On appelle rang d’une matrice A € M,, ,(K) la dimension de

son image. Autrement dit, le rang de A est le rang de la famille de M,, 1 (K)
composée de ses vecteurs colonnes:

a11 A1p

azi a2p
rg(A) =rg : R,

an1 Gnp

2.3 Lien entre les deux notions.

On rappelle que le rang d’une application linéaire f € L(E, F) est la dimension
de I'image de f:
rg(f) = dimIm(f).

Il est aussi le rang de 'image d’une base quelconque de F, par exemple la base

B:
rg(f) = dimVect(f(u1), ..., f(up)).

Proposition 8.
Le rang d’une application f € L(E, F) est égale au rang de sa matrice
relativement & n’importe quelles bases de E et de F":

rg(f) = rg(matB,B' (f)) .

F — A4mlUK)
B
Preuve: L’application @ : iﬁ‘“‘ . : est un isomorphisme
1Y
=1

B



d’espaces vectoriels.
Concrétement, c’est application qui, 4 un vecteur, associe ses coordonnées
dans une base fixée. On l’a vu quand on a montré qu’un K-espace vectoriel de
dimension n est isomorphe a K".

On note (u1,...,up) une base de E et A = (a;;) = matg g (f). Par défini-
tion, on a, pour tout j € [1,p],

Flug) =" aijv;
=1

On sait que Im(f) = Vect(f(u1),..., f(up)). La restriction de ® au s.e.v.
Im(f) de F réalise un isomorphisme vers le s.e.v. de M, 1(K):

a11 Q1p
a21 a2p

Vect(® o f(ug),..., P o f(u,)) = Vect s e = Im(A)
an1 Anp

Les deuz espaces ont donc méme dimension, ce qui montre que le rang de
la matrice et le rang de Uapplication qu’elle représente sont égaux. FExemple
Quel est le rang de I’application linéaire

oy

C’est le rang de sa matrice relativement o des bases quelconques de R? et R3,
par exemple les bases canoniques :

RB
(y7$‘+y7$‘—y)

RQ
z,y)

%
H

?

0 1
g(f)=mg(1 1| =2,
1 -1

car les deux colonnes de la matrice sont non colinéaires.

2.4 Propriétés.

On déduit des propriétés du rang d’une famille de vecteurs
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Proposition 9.

Soit A € M,, ,(K).
1. 1g(A) =0 <= A=0;

2. rg(A) = 1 si et seulement si les colonnes de A sont colinéaires

deux-a-deux et non toutes nulles;
rg(A) < min(n, p);
si n = p alors :

rg(A) =n <= A est inversible.

Preuve:

1. r9(A) = 0 si et seulement si l’espace engendré par les colonnes de A est
nul, c¢’est-a-dire si et seulement si A = 0.

c’est clair.

On sait que A posséde p colonnes, l’espace engendré par ses colonnes est
donc de dimension au plus p. Par ailleurs, les colonnes sont des éléments
de M1 (K) qui est de dimension n. L’espace engendré est donc un ssev de
M,1(K), il est donc nécessairement de dimension inférieur ou égale d n.

Si n = p, la matrice est carrée. On note f lapplication canoniquement
associée a A, c’est-a-dire 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la
base canonique de R™ est A. On a alors

rg(A) =n < rg(f)=n
& f est surjective
& f est bijective,
car f est un endomorphisme d’un ev de dimension finie
< A est inversible

Proposition 10.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne modifie
pas le rang :

e échanger deux colonnes ;
e multiplier une colonne par un scalaire non nul ;

e ajouter & une colonne une combinaison linéaire des autres
colonnes.




Preuve: Cela découle du fait que ces opérations élémentaires ne modifie pas
lespace engendré et donc la dimension de celui-ci.

r

Théoréme 11 (admis). Une matrice et sa transposée ont
méme rang :

VA e M, ,(K), rg(A)=rg(AT).

Corollaire 12. Les opérations élémentaires sur les lignes
d’une matrice ne modifie pas le rang.

Preuve: En effet, faire des opérations élémentaires sur les lignes de la ma-
trice, revient & faire des opérations élémentaires sur les colonnes de la trans-
posée; comme une matrice et sa transposée ont méme rang, faire des opérations
élémentaires sur les lignes d’une matrice, ne modifie pas son rang.

2.5 Calcul pratique du rang d’une matrice.

Le rang d’une matrice peut étre déterminé en pratique en se ramenant, par
opérations élémentaires sur les lignes et colonnes, & une matrice triangulaire.

Ezemples 7.
1 -3 6 2
1. Rangde A= [2 —5 10 3| € M34(R).
3 -8 17 4
1 -3 6 2 1 -3 6 2
g2 -5 10 3] =m0 1 -2 -—-1],
3 -8 17 4 0o 1 -1 -2

en faisant Lo < Lo — 211 et Ly + L3 —3Ly. On a donc

1 -3 6 2
rg(A)=rg|0 1 -2 —-1|=3
0 0 1 -1
en faisant Ly < L3 + 2Lo.
1 3 2
2. Rangde B=|(1 4 1 | € M3(R).
0 1 -1
On fait Lo < Lo — L1, on obtient :
1 3 2
rg(B)=rg|0 1 -1
01 -1
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On fait ensuite Lg < L3 — Lo et on obtient :

3
r9(B)

1
=rg |0
0 0

Remarque: On retrouve la définition du rang d’une matrice comme rang
du systéme associé | Sauf que désormais, vous pouvez aussi faire des opérations
sur les colonnes pour "triangulariser" la matrice.

Le rang d’une matrice triangulaire n’est en général pas égal au nombre
de coefficients diagonaux non nuls.

Exemple 8. rang de A = L’espace engendré par ses lignes

oSO O
SO O
OO = =
O O =
O~ = =

0 0 0
(ou ses colonnes) est de dimension 4 car on a 4 vecteurs échelonnés qui forment
donc une famille libre. Ainsi, rg(A) = 4 et pourtant, le nombre de coefficients
diagonaux non nuls est 2.

—

3 Matrice de passage

3.1 Définition

Définition 8. Soit B et B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage
de B vers B’ la matrice Pg g = Matg(B’). Concrétement, c’est la matrice des
coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B.

Remarque : P = Matg g(idg).

Proposition 13.
Soit B et B’ deux bases de E, x € E, alors

Matg(.f(:) = P Matp (z)

Ezemple 9. Soit E = Ry[X], et posons £ = (1, X, X?), et &'
X?).

= (X2 1+ X,1+

1. Déterminer Pg ¢ et Per ¢



0 1
(a) Tout d’abord, Mats(X?) = 0 ; Matg(1 + X) = 1 et
0
Mate(1+ X?) = )
0 1 1
Donc Pegr= [0 1 0].
1 0 1
(b) Déterminons Pg: g
AL
e Posons Matg:/(1) = | A2 |, 0% A1, Ao, A5 € K. Par définition,
A3

on a

1= MX2 14+ X))+ A3 (1+X?) = Ao+ A3) + A X+ (A +X3) X2

Donc:
A+ = 1 A o= —1
AQ = 0 5 c-a-d )\2 = 0
AM+2XA3 = 0 A3 = 1
-1
Donc Matg: (1) = 0
1
A
e Posons Matg (X) = Ao |, 0 A1, Ao, A3 € K. De méme que
A3
précédemment, on en déduit le systéme suivant:
X+Xd3 = 0 M = 1
)\2 =1 5 c-a-d )\2 = 1
AM+A3 = 0 A3 = —1
1
Donc Matg (X) = 1 .
-1
1
e OnaMate/(X?)= | 0 |, puisque X? est l'un des trois vecteurs
0
de la base &'.
-1 1 1
Finalement, Pegr = 0 1 0
1 -1 0
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2. Soit Q = 6X2 + X + 3. Déterminer Matg/(Q) directement puis a l’aide
du travail précédent On écrit Q = 6X?> + X +3= (X +1)+6X>+2 =
(X +1)+2(X%+1) +4X? =4X%2 + (X +1) + 2(X? + 1) donc

4
Mats(Q)= (1
2
3
Par ailleurs, on a Matg(Q)=| 1 donc
6
-1 1 1 3 4
Mate (Q) = Pg g1 x Mate(Q)=1| 0 1 0 1 = 1
1 -1 0 6 2

Proposition 14.
Avec les mémes notations que le théoréme/définition précédent, Pg s/
et Pg/ 5 sont inversibles, et

(PB,B’)_l = Pp

Preuve: Il suffit d’écrire

Ppp Pg = MatB/’B(idE).MatB,Bl(’idE) = MatB/’BI(Z'dE) =1I,.

3.2 Formule du changement de base

Théoréme 15. Soit B, B’ deuz bases de E, C,C’' deuzx bases
de F et f € L(E,F), alors alors

Matge(f)

En particulier, si E=F et B=C et B’

= PeoMatp ¢/ (f)Ps 3
=C', ona

Matg(f) = Pg'gMatp (f)Ps 5

Définition 9. Soit A, A’ € M,,(K).
On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P inversible telle que: A’ =
P71AP.

Moralement, cela signifie que A et A’ représentent le méme endomorphisme
dans des bases différentes.



4 Déterminant

4.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 10. Soit F un K-ev de dimension finie n. Une application ¢ de
E™ dans K est dite alternée si ¢(z1,...,2,) = 0 lorsque (z1,...,z,) contient
deux éléments égaux.

Proposition 16.
Soit E un K-ev de dimension n, ¢ linéaire par rapport a chacune des
variables et alternée, alors V(x1,...,x,) € E™ et tout \; € K,

o O(T1,. s Ny .y Tn) = Ni(T1, ..., Tp),

O Sa(xlw",zi,-"axja-'wxn):7()0(x17"'7xj3-"axia 7xn)

. ga(xl,...,xl—,...,:cn)@(ml,...,xi+Z/\j:cj,...,xn>
i)

\

Preuve:

e Provient de la linéarité par rapport a la iéme variable.

e Onaop(r,...,x; +xj,...,%,+2j,...,x,) = 0. On écrit ensuite :
(X1, Ty Ty B F Ty, T)
= @1, Ty T Ty ) F (T, T T T, X))
par linéarité par rapport a la iéme variable
= @1, Ty Ty ) FO(X1, Ty, Ty, Tn)
+o(X1, . Ty Ty X)) F (X, Ty Ty Ty
= O(@1,.. Ty Ty T) FO(T, T Ty D)
car O(T1, .oy Tiy ey Tiy oy ) =0 =@(T1, ..., Tj, oo Tjyee e, Tny)
On a donc bien
(X1, ooy Ty ey Ty ooy T) = —P(X1, oy Ty e, Ty ooy L)

e On utilise la linéarité par rapport a la iéme variable pour sortir la somme.
Tous les termes de la somme seront nuls car il y aura deux coordonnées
identiques dans les vecteurs.

on sait donc exactement comment est modifiée la valeur
Z,) lorsque 'on fait une opération élémentaire sur la famille

Remarque:
de o(z1,...,
(T1,...,Zn)-

Définition 11. Soit F un K-ev de dimension n et B une base de E. Il existe
une unique application detg : E™ — K, linéaire par rapport & chaque variable,
alternée et telle que detg(B) = 1.
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4.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 12. Le déterminant de n vecteurs (z1,. ..
(e1,...,6n) €St :
detp(xy,...,xy,).

, %) dans une base B =

Proposition 17.
Soit B et B’ deux bases de E, alors
,8\)

dg/t(xl, 000 p@Bp) = dg{t(l’j’) dgt(§oo7 .

Cela provient de ’étude (hors programme) des formes n-linéaires alternées:
leur ensemble est un ev de dimension 1.

Théoréme 18. Une famille de n wvecteurs est liée ssi

detp(xy,...,2n) =0.
Par conséquent, (x1,...,z,) est une base de E ssi
detp(x1,...,2n) # 0.

J

Preuve: Sila famille est liée, alors un des vecteurs est CL des autres donc le
déterminant sera nul.

Si la famille est libre, alors comme elle contient n vecteurs, c’est une base
B’ de E. On a donc

N1 /
dlgt(B )=1= qut(B) dgt(B ),
,xy) = detg(B’) # 0.

Définition 13. Pour un endomorphisme f € L(F) ou E est un ev de dimension
finie, il existe un réel « tel que, pour tout (z1,...,z,) et pour toute base B on
ait :

donc detg(xy,...

detg(f(z1),..., f(zn)) = adetp(z1,...,z5)
Ce réel « est appelé le déterminant de f. Il est noté det(f).

Remarque Il faut bien noter que ce déterminant ne dépend pas de la base.
Interprétation géométrique:

1. Lorsque E = R2. Soit B = (ej,e3) la base canonique, et F = (21, 22)
une famille de deux vecteurs. On note 6 'angle orienté entre x1 et x5.

(a1
2

Ty

Y,

0 e

T2

carré d’aire 1



detg(x1,x2) est laire algébrique du parallélogramme engendré par z; et
Tq, C’est-a-dire:

e + laire si 6 € [0; 7];
e — laire si 6 € [—m;0].

Si x1 et x5 sont colinéaires, alors laire est nulle.

2. Lorsque E =R3. Soit B = (e,es,e3) la base canonique, et F =
(71,2, 23) une famille de trois vecteurs de R3.

€3

o es

e ;.

cube de volume 1

detg(x1,x2,x3) est le volume algébrique du parallélépipéde engendré par
L1, T2, T3:

e positif si orienté comme (eq, €2, €3);

e négatif sinon (et nul si coplanaires).

4.3 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 19.
Soit f et g deux endomorphismes d’un K-ev F alors

det(f o g)
detg(idg) =1

= det(f) x det(g)

VA € K, det(Af) = A" det(f)

det(f) # 0 <= f € GL(E).

\

Preuve: On note B = (e1,...,e,), par définition du déterminant donc
det(f) = detg (f(e1),- .-, flen)).

o Cela découle des propriétés des n-formes linéaires alternées.

e On adet(f) =detp(f(e1),..., f(en)) =detg(er,...,e,) = 1.

14

e Soit A € R, alors
det(Af) =detg(Af(e1),...,
= Adetg(f(e1), Af(ez2),.

(en))

= Mdetg (f(e1), f(e2), A ( ,Af(en))
= X" detis (f(e1), - f(en))
= A"det(f)
e On adet(f) =detg(f(e1),...,f(en)). On raisonne par équivalence:

f est bijective < (f(e1),...,f(en)) est une base de E
< (fler)s- .-, (en)) est libre
<:>det6(( )7 ) (n))#o
o det(f) #0

On a bien montré I’équivalence souhaitée.

4.4 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 14. Soit A une matrice carrée de taille n, on appelle déterminant
de A et on note det(A) le déterminant des vecteurs colonnes de la matrice A
dans la base canonique.

Remarque: Si A représente un endomorphisme f dans une base B, les
définitions coincident, i.e. det(A) = det(f).

On a alors que pour toute famille (zq,...
det (Matg(z1,...,x,)).

On en déduit alors les propriétés suivantes qui découlent du paragraphe
précédent:

xn) de E, detp(x1,...,2,)

) 3

Proposition 20.
Soit A € M, (K).

e Le déterminant de A est multiplié par —1 si 'on permute deux
colonnes de A.

e Le déterminant est multiplié par A si on multiplie une colonne
par A.

e Le déterminant ne change pas si on ajoute & une colonne de A
une CL des autres colonnes.

puis



Proposition 21.
Soit (A, B) € M,(K), X € K, alors

o det(Ax B) = det(A) x det(B) (A et B sont des matrices carrées)

o det(I,) =1
o det(AA) = \"det(A)
o A est inversible ssi det(A) # 0. Dans ce cas, det(A~!) = detl(A)'

Théoréme 22. Soit A € M,,(K), alors det(AT) = det(A).

La conséquence est que 'on sait comment les opérations élémentaires sur
les lignes de la matrice modifie son déterminant! On peut donc alterner les
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Proposition 23.
Deux matrices semblables ont méme déterminant.

4.5 Calcul pratique
4.5.1 En dimension 2 et 3

En dimension 2 on a:

b
d

En dimension 3 on peut utiliser la régle de Sarrus :

la

det =ad — be

a b c
det|d e f |=aei+bfg+ dhc— gec— hfa — dbi
g h i

remarque Pour une matrice de taille n, il y a n! calculs & faire. N’espérez pas
généraliser la régle de Sarrus.

4.5.2 Matrice triangulaire

Proposition 24.
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes
diagonaux.

En pratique, on peut faire des opérations élémentaires sur les lignes et
colonnes pour se ramener & une matrice triangulaire.

4.5.3 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

a1,1 ain

On fixe A = € M, (K), avec n > 2.

Qn,1 Qn,n
Notation: Pour 4,j € [1;n], on note A; ; le déterminant de la matrice A
privée de sa i-iéme ligne et de sa j-iéme colonne.

1 2 3 4
. 5 6 7 8
Exemple: Soit A = 9 10 11 12| On a:
13 14 15 16
6 7 8 1 3 4
Ay =|10 11 12 Asa=| 565 7 8
14 15 16 13 15 16

Théoréme 25.

1. Soit i € [1;n]. On a det(A) = Z?Zl(—l)”jai,in,j
(développement par rapport a la i-iéme ligne)

2. SOZt] € ﬂl,nﬂ On a det(A) = Z?Zl(il)iJrjai’in’j
(développement par rapport a la j-iéme colonne)

Preuve admise en PCSI (et difficile).

0 1 0
Exemple: Soit A= 2 1 3 |. Développez par rapport
-2 0 -1

e A la premiére ligne
¢ 3 la deuxiéme ligne
e 3 la premiére colonne

e Développement par rapport 4 la premiére ligne :

1 3 2 3 2 1
det(A) = 0x 0 —1 ‘—1><’ 9 1 ’—i—Ox 9 0 ‘——(—2—#6)——4
1 ........ O\ [ Qe T e - IS M- G —
2 1 3 2 1 3 2 1 3
-2 0 -1 -2 6 -1 -2 0 -1
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e Développement par rapport a la deuxiéme ligne :

0 0

det(A) = -2 x 9 _1

‘—le‘

|
t
|
t

TF + || A
| |

t f

| |
F0 ]

diagonale de
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